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Vorrede. 


Das Begleitwort, welches ich dem hiermit an die Öffentlichkeit 
tretenden Werke mitgeben will, soll die Absicht erfüllen, die eigen- 
artige Entstehungsgeschichte dieses Werkes in ausführlicher Weise 
darzulegen. 

Es handelt sich hier um die Einlösung eines Versprechens, welches 
am Schlusse des zweiten Bandes der „Vorlesungen über die Theorie 
der elliptischen Modulfunctionen“ gemacht worden ist. In der That 
wurde ja daselbst in Aussicht genommen, dass sich an die Behand- 
lung der Modulfuncetionen eine nach gleichen Principien angelegte 
Darstellung der Theorie der eindeutigen automorphen Functionen an- 
schliessen sollte Aber allerdings hat dieser Plan im vorliegenden 
Bande noch nicht im ganzen Umfange zur Ausführung gelangen 
können. Vielmehr ist bier nur erst ein erster wichtiger Schritt ge- 
schehen: es sind die gruppentheoretischen Grundlagen der Theorie der 
eindeutigen automorphen Functionen zur Entwicklung gebracht. 

Um den Anschluss an die „Vorlesungen über die Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen“ möglichst enge zu gestalten, wurde der 
Titel „Vorlesungen über die Theorie der automorphen Functionen“ ge- 
wählt. Aber es handelt sich hier durchaus nicht um eine Vorlesungs- 
ausarbeitung im gewöhnlichen Sinne. Vielmehr sind die Quellen, aus 
deren vereinigter Kraft das vorliegende Werk entstand, weit mannig- 
faltiger; und wenn ich es hier versuchen will, diese Quellen näher 
zu bezeichnen, so muss ich vor allem in der Geschichte der modernen 
Funetionentheorie ein wenig zurückgreifen. Lag doch überhaupt den 
nachfolgenden Darstellungen stets das Bestreben zu Grunde, auch der 
historischen Seite der vorgetragenen Theorieen gerecht zu werden und 
zumal auf die ursprünglichen Keime und Anfänge der einzelnen Gc- 
dlankenentwicklungen hinzuweisen. 

Wie im engeren Gebiete der Modulfunctionen, so ist es auch hier 
fast selbstverständlich, dass Riemann’s Name allen anderen voran- 


stehen muss. Seine Arbeiten über die P-Function, über Minimal- 
y a” 
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flächen, über die Verteilung der Elektrieität auf Cylindern, über lineare 
Differentialgleichungen u. s. w.*) enthalten die Keime und zum Teil auch 
schon die entwickelte Gestalt einer grossen Menge von Gedanken, 
welche in der späteren Theorie der automorphen Functionen funda- 
mental wurden. Natürlich erscheinen kiemann’s Ansätze in dem vor- 
liegenden Werke überall in moderner Fortentwicklung; und es ist 
namentlich der bei Riemann noch nicht herrschende Gruppenbegriff, 
welcher hier zu allgemeinster Geltung gelangt. Dieser Begriff be- 
rührt aber in seiner für uns in Betracht kommenden Gestalt mehr 
nur die „formale“ Seite der zu behandelnden Theorieen. Man kann 
sagen, dass in der geschichtlichen Entwicklung der automorphen Func- 
tionen die „Form“ des Gruppenbegriffs in Itiemann’s Schöpfungen den 
„Inhalt“ gewann, und zwar einen Inhalt, der die Keime einer reichen 
Fortentwicklung einschloss. 

Eben diese innere Kraft that sich bereits in den ersten für die 
Theorie der automorphen Functionen wichtigen Trieben kund, welche 
mehr oder weniger unmittelbar an Riemann ansetzten: ich denke hier 
vor allem an Schwarz’ wertvolle Untersuchungen über die hyper- 
geometrische Reihe. Hier wird u. a. das von Riemann überkommene 
Prineip der Spiegelung in einer seiner wichtigsten Consequenzen 
weitergeführt, indem nämlich der seitens der Analytiker aufgestellte 
Begriff der „natürlichen Grenze“ einer analytischen Function vermöge 
des Spiegelungsprineips zur geometrischen Evidenz gebracht wurde. 
Auch Fuchs’ grundlegende Arbeiten über lineare Differentialgleichungen 
sind hier zu nennen. Freilich kommen dieselben mehr nur im engeren 
Gebiete der automorphen „Functionen“ zur Geltung, während sie mit 
den gruppentleoretischen Entwicklungen des vorliegenden Bandes nur 
mittelbar zusammenhängen. 

Es würde der nachfolgenden Darstellung selbst nur vorgegriffen 
werden, falls hier jede Untersuchung genannt werden sollte, die für 
die Weiterentwicklung der automorphen Functionen von Wert war. 
Indem ich hier vielmehr nur dem Hauptzuge der Entwicklung folge, 
will ich nun gleich die Namen der beiden Forscher nennen, welche 
mit Recht als die eigentlichen Begründer der Theorie der automorphen 
Functionen gelten: F. Klein und H. Poincaré. 


Klein behandelte bei seinen Untersuchungen über Modulfunetionen 


*)"Den verschiedenen hierauf bezüglichen in den gesammelten Werken 
Riemann’s publicierten Aufsätzen tritt neuerdings eine von Herrn v. Bezold der 
Göttinger Universitätsbibliothek überwiesene stenographische Nachschrift einer 
Vorlesung hinzu, welche Riemann im Sommer 1859 über die Aypergeometrischce 
Reihe gehalten hat; vergl. die Göttinger Nachrichten vom 31. Juli 1897. 
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zwar nur erst einen Specialfall der allgemeinen automorphen Functionen; 
aber es gelang, in diesem besonderen Falle eine ausserordentlich weit 
entwickelte Theorie zu schaffen (wobei ja namentlich die Beziehung 
zu den elliptischen Functionen fördernd emgriff). Und wenn heute von 
der Höhe einer entwickelten Theorie der automorphen Functionen aus 
der im Gebiete der Modulfunctionen liegende Ausgangspunkt ein ver- 
hältnismässig weit entfernter scheint, so darf man doch nicht vergessen, 
dass zahlreiche Grundbegriffe der Theorie der Modulfunctionen, vor allem 
derjenige des „Fundamentalbereichs“ einer Function, unmittelbar ihre 
Gültigkeit für die allgemeine Theorie der automorphen Functionen 
bewahrten. Die grosse Tragweite dieses Begriffes des „Fundamental- 
bereichs“, der uns im vorliegenden Bande nur erst von seiner einen 
Seite, nämlich als „Discontinuitätsbereich einer Gruppe“, entgegentritt, 
wird im vollen Umfange erst im folgenden Bande deutlich werden; er 
wird uns daselbst zum unmittelbaren Fundament für den Existenzbeweis 
der zu einer Gruppe gehörenden automorphen Functionen werden. 

Bei der Begründung der allgemeinen Theorie ging Klein den 
steileren Weg, indem er hiemann’schen Traditionen folgend von der 
funetionentheoretischen Seite sogleich eine sehr allgemeine Auffassung 
der Theorie zu gestalten unternahm. Demgegenüber gelangte Poincaré, 
durch arithmetische Schulung geleitet, auf einen mehr inductiven Weg, 
welcher den Blick auf concrete Einzelfälle lenkte; doch nahm derselbe 
schnell die übrigen, mehr functionentheoretischen Gedankengänge mit 
auf. So entstanden jene mit Recht bewunderten Arbeiten Poincare's 
in den ersten Bänden der Acta mathematica, welche ein beredtes 
Zeugnis von der Kraft der Intuition und der Erfindungsgabe ihres 
Verfassers ablegen. 

Seit Mitte der achtziger Jahre scheint in Frankreich die Trieb- 
kraft zur Weiterentwicklung der automorphen Functionen erlahmt; 
denn was von Poincaré selbst und einigen seiner Schüler in dieser 
Hinsicht noch veröffentlicht wurde, war teils nicht neu, teils blieb es 
ohne abschliessende Resultate. 

Demgegenüber fasste Klein den weitreichenden Plan einer Ver- 
öffentlichung grossen Stiles, welche in einem mehrbändigen Werke die 
regulären Körper, die Modulfunetionen und die automorphen Funetionen 
behandeln sollte. Ich brauche ja hier nicht zu wiederholen, was über 
die Weiterentwicknng dieses Planes in den Vorreden zu den Vor- 
lesungen über das Ikosaeder, sowie zu denjenigen über Modulfunetionen 
gesagt wurde. Nur was das vorliegende Werk über die den auto- 
morphen Functionen zu Grunde liegenden Gruppen unmittelbar an- 
geht, muss hier hervorgehoben werden. 
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Es lag zunächst das Bestreben vor, durch eine Reihe akademischer 
Vorlesungen den gefassten Publicationsplan zu fördern und vorzu- 
bereiten. In dieser Hinsicht sind die von Klein in den Jahren 1889—97 
autographisch herausgegebenen Vorlesungen), welche alle mit der 
Theorie der automorphen Functionen mehr oder minder in Beziehung 
stehen, sowie die Vorlesungen des Unterzeichneten über die Theorie 
der automorphen Funetionen im Wintersemester 1892/93 und Sommer- 
semester 1895 zu nennen. 

Aber allerdings kann von einer directen Einwirkung auf die nach- 
folgende Darstellung auch nur bei den Vorlesungen Klein’s über Nicht- 
euklidische Geometrie sowie meinen eigenen Vorlesungen gesprochen 
werden. Erstere Vorlesungen habe ich vielfach bei der Abfassung des 
einleitenden Kapitels benutzt, welches die projectivren Maassbestim- 
mungen behandelt. Iun meinen Vorlesungen über automorphe Func- 
tionen ist der allgemeine Begriff des Normalpolygons zum ersten 
Male entwickelt, auf den ich sogleich nochmals zurückkomme. Klein’s 
Vorlesungen über Differentialgleichungen, Riemann’sche Flächen u. s. w. 
berühren die gruppentheoretischen Gegenstände des vorliegenden Bandes 
nur nebenher, sollen jedoch bei den functionentheoretischen Entwick- 
lungen des folgenden Bandes unmittelbarer zur Geltung kommen. 

In der That hatte ich ja schon am Anfang zu betonen, dass es 
sich hier nicht um die Ausarbeitung einer wirklich gehaltenen Vor- 
lesung handelt. Vielmehr musste ich, als ich vor etwa vier Jahren 
an den Plan heranging, eine Theorie der automorphen Funetionen zu 
verfassen, die gesamte mir zugängliche Überlieferung zusammenfassen, 
um hierauf meinen Plan zu gründen. 

Gleich hier will ich voller Dankbarkeit hervorheben, wie viel mir 
bei Schaffung dieses Werkes die wirksame Unterstützung meines hoch; 
geehrten Lehrers und lieben Freundes F. Klein wert gewesen ist. 
War es ursprünglich seine bewährte Führung, die mir vor vielen 
Jahren diese aussichtsreichen Gebiete der modernen Mathematik er- 
schloss, war es andrerseits Klein’s eigener Publicationsplan, den ich 
zu dem meinigen machen durfte, so habe ich auch nun bei der Durch- 
führung dieses Planes nicht allein gestanden. Durch seine nie er- 
müdende Kritik bin ich bei meinen Dispositionen, Ausarbeitungen, 
sowie bei der Correctur der Druckbogen stets wesentlich gefördert; 


+) Es sind dies der Reihe nach: Nichteuklidische Geometrie I, II 1889—90; 
lineare Differentialgleichungen I, II 1890—91; Riemann’sche Flächen I, II 1891—92; 
Höhere Geometrie I, II 1892—93; hypergeometrische Funetion 1893—94; lineare 
Differentialgleiehungen 2. Ordnung 1894; Zahlentheorie I, H 1895—96; vergl. die 
Referate von Klein in den Bdn. 45, 46 und 48 der Mathem. Annalen. 
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und es ist mir eine besondere Beruhigung, dass Klein durch den Titel 
des Werkes die Mitverantwortung für die Correctheit der vielfach so 
schwierigen Gegenstände der nachfolgeuden Darstellung trägt. Ge- 
radezu umgestaltend hat Kleins Einfluss im einleitenden Kapitel ge- 
wirkt; es handelt sich daselbst um Auffassungen der projectiven Geo- 
metrie, welche mir weniger geläufig waren, und ich erkenne hier 
dankbar an, dass ich die reife Abrundung dieses Kapitels von mir 
allein aus nicht hätte gewinnen können. 

Man wolle es entschuldigen, wenn ich nun gerne auch bei den- 
jenigen Teilen meines Werkes verweile, in welchen die eigene Thätie- 
keit die Fortentwicklung der Theorie der automorphen Functionen in 
wesentlichem Grade gefördert hat. Ich denke hierbei zunächst an meine 
arithmetischen Untersuchungen, welche einen grossen Teil des dritten 
Abschnitts füllen. Dann aber ist es insbesondere der Inhalt der beiden 
ersten Kapitel des zweiten Abschnitts, welchen ich, soweit er die Haupt- 
kreisgruppen betrifft, für mich in Anspruch nehmen darf. Die Begriffe 
des Normalpolygons, des natürlichen Discontinuitätsbereichs, die aus- 
führliche Theorie der kanonischen Bereiche und die Transformations- 
und Invariantentheorie der Hauptkreisgruppen liefern die Haupt- 
gesichtspunkte, um welche sich der Stoff gruppiert. Noch vor drei 
Jahren habe ich nicht hoffen dürfen, dass es möglich war, diesen 
nunmehr centralen Teil des Werkes zu schaffen, welcher uns fortan 
ein Recht giebt, von einer „Theorie“ der Hauptkreisgruppen zu sprechen. 

Übrigens will ich auch dieses hervorheben, dass der Verfasser 
eines zusammenhängenden Werkes über einen mathematischen Gegen- 
stand selbst an solchen Stellen, welche durch vorangegangene Ab- 
handlungen oder Vorlesungen bereits gegründet erscheinen, erfahrungs- 
mässig aufs vielfältigste Gelegenheit hat, Begriffe zu vervollkommnen, 
Lücken auszufüllen, Irrtümer zu verbessern. Zeigen doch nur zu 
leicht die Abhandlungen über einen im vollen Flusse der Entwicklung 
stehenden Forschungsgegenstand die Spuren des Vorläufigen und des 
Unfertigen; und sind doch Vorlesungen, wenn anders sie als solche 
wirksam und anregend sein sollen, nur selten mit der in alle Einzel- 
heiten des Stoffes eindringenden Vollständigkeit eines Lehrbuchs aus- 
zustatten. — 

Der geehrten Verlagshandlung dauke ich angelegentlichst für die 
vorzügliche Ausstattung, welche sie in Bezug auf Text und Figuren 
dem Werke hat angedeihen lassen. Das beständig bereitwillige Ent- 
gegenkommen der Herren Verleger verpflichtet mich um so mehr, als 
der Druck bereits frühzeitig begonnen hat (Ostern 1895) und durch 
zwei länger dauernde Pausen hat unterbrochen werden müssen. 
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Die Fortsetzung dieses Werkes soll der functionentheoretischen 
Durchführung der Theorie gewidmet werden. Die Erfahrung muss 
lehren, ob es gelingen will, die Theorie der analytischen Bildungs- 
gesetze der automorphen Functionen aus dem gegenwärtigen und wohl 
zweifellos unvollkommenen Stadium der Entwicklung hinauszuführen, 
oder ob hier die Beschränkung darauf geboten erscheint, den über- 
kommenen Stoff logisch zu gliedern, zu sichten und vielleicht in Ein- 
zelheiten zu vervollkommnen. Jedenfalls aber wollte ich schon hier 
hervorheben, dass in letzterer Hinsicht die mit bewunderenswerter 
Gründlichkeit und ‚Schärfe durchgeführten Untersuchungen des unver- 
gesslichen Ernst Ritter eine wertvolle Vorarbeit für den folgenden 
Band dieses Werkes liefern. 


Braunschweig, den 30. Juni 1897. 


Robert Fricke. 
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Erster Band. 





Die discontinuierlichen Gruppen linearer Substitutionen einer 
Veränderliehen. 


Uuter den Hilfstheorien, welche die neueste Functionenlehre für 
ihre Zwecke verwertet, steht die in fast allen Teilen der höheren 
Mathematik sich mehr und mehr Geltung verschaffende Gruppentlheorie 
im Vordergrunde. Es erweisen sich namentlich gewisse functionen- 
theoretische Ideenbildungen, die in ihrem ersten Ursprung auf Rie- 
mann zurückgehen und deren \Weiterentwicklung eine Hauptaufgabe 
des vorliegenden Werkes ist, den gruppentheoretischen Methoden leicht 
zugänglich. Bei dieser Sachlage wird es nicht überraschen, wenn der 
erste Band der Vorlesungen über die sogen. automorphen Functionen 
einzig den gruppentheoretischen Fundamenten der künftigen Unter- 
suchungen gewidmet ist. Es erschien diese Einteilung um so mehr 
rätlich, als sich die Lehre von den discontimwierlichen Gruppen linearer 
Substitutionen einer Veränderlichen, welche wir hier zu entwickeln haben, 
in neuester Zeit mehr und mehr zu einer besonderen Disciplin heran- 
gebildet hat, die namentlich auch durch ihre innigen Beziehungen zur 
Geometrie und Zahlentheorie ein selbständiges Interesse für sich in 
Auspruch nimmt. Dabei würde an sich die Inbetrachtnahme auch 
mehrerer Veränderlicher natürlich sein; jedoch beschränken wir uns 
auf dew Fall einer Veränderlichen im Hinblick auf die beabsichtigten 

etionentheoretischeun Anwendungen. 

Die nachfolgende Darstellung ist durch die „Vorlesungen über das 
Ikösaeder“ sowie namentlich durch die „Vorlesungen über die Theori 
der elliptischen Modulfunetionen“*) aufs mannigfachste vorbereitet und 
tat ihrerseits zumeist die Bekanntschaft mit den grundlegenden Teilen 
Werke beim Leser voraus. Auch historisch hat sich die Theorie 
automorphen Kunetionen aus derjenigen der regulären Körper und 












| Die genannten Werke sind im folgenden eitiert als „ikos.“ bez. „Mel 
L“ II unter Angabe der Seitenzahl. 


ioke-Klein, Automorphe Funuchonen. 1 i 


= Vorbemerkungen. 


bad 


der Modulfunctionen entwickelt*). Wenigstens ist dieses der Weg, 
den seinerzeit Klein unter Eintluss einmal der bekannten Arbeiten 
von Schwarz, andrerseits der beginnenden Publicationen Poineare@’s 
eingeschlagen hat. Wenn Poincaré daneben auch andere Momente 
heranzieht, nämlich die arithmetischen Methoden von Hermite u.a., von 
denen weiter unten ausführlieh die Rede sein wird, und die functionen- 
theoretischen Fragestellungen von Fuchs betreffend eindeutige Umkehr 
der Lösungen linearer Differentialgleiehungen 2° Ordnung, so gehen 
eben diese Ansätze ihrerseits doch wieder genau auf dieselben Gedauken- 
kreise zurück, aus denen die Theorien der regulären Körper und der 
elliptischen Modulfunetionen erwachsen sind. 

Bei den gruppentheoretischen Untersuchungen des ersten Bandes 
haben wir häufig Gebrauch von projeetiven Maassbestimmungen in der 
Ebene und im Raume zu machen. Diese Maassbestimmungen hätten 
auch schon in der Theorie der Modulfunctionen verwertet werden 
können, und sie werden hier zu einem notwendigen Hilfsmittel der 
Untersuchung. Es sei erlaubt, einige auf diesen Gegenstand abzielende 
Entwieklungen als eine besondere Einleitung hier vorauszusenden. 


+) Man sehe hierzu die Darstellnng am Abschluss des ersten Bandes von „M“. 











Denn. 
Entwicklungen über projective Maassbestimmmngen. 


$ 1. Die projecetiven Maassbestimmungen in der Ebene und deren 
Arteinteilung. 


Zur Begründung der in Aussicht genommenen Maassbestimmungen 
in der Ebene wählen wir ein System homogener Punkteovordinaten z,, 
25, Z aus und nennen die zugehörigen Liniencoordinaten j, W3, W3. 
Es werde alsdann ein Gebilde zweiten Grades in Punkteoordinaten 
symbolisch dureh f;: = O oder explicite dureh: 


(1) fe = Danza-0, i k=l, 2, 3 

1, k 
gegeben, wobei die a;; reelle Coefficienten sein solleu. Die hiermit fest- 
gelegte Curve zweiten Grades wird der Maassbestimmung in gleieh zu 
bezeiehnender Weise als „absolutes Gebilde“ zu Grunde gelegt. Anch 
die Gleichung des absoluten Gebildes in Linieneoordinaten: 
(2) Poo = D arwi =0, i, k= 1, 2, 3 

I, Kk 
kommt sogleich zur Verwendung. 

Sind nun in der Ebene zwei Punkte der Coordinaten 2; = x; und 

Zi = J; gegeben, so soll definiert werden, was unter Entfernung dieser 
beiden Punkte im Sinne der neuen Maassbestimmung zu verstehen ist. 
Wir verbinden zunächst diese beiden Punkte dureh eine Gerade und 
haben als Coordinaten der Punkte dieser Geraden 2z; = Au + um, 
unter A: u einen Parameter verstanden. Zwei unter diesen letzteren 
Punkten gehören dem absoluten Gebilde (1) an, und die zugehörigen 
Werte A: u des Parameters berechnen sich bekanntlich aus: 


> 24' c 27 TA 

(3 Ae T 2Atfzy HU lyy = 0, 

Wo fry dnrelh Polarisation ans f+; entsteht. Diese beiden Punkte werden 
mit den beiden gegebenen Punkten &;, y; ein Quadrupel bilden, dessen 


sogleich näher anzngebendes Doppelverhältmis dureh D., bezeichnet 
i 


4 Einleitung. 


sein mag. Unabhängig von der Bedeutung, welche die Bezeichnung 
„Entfernung der Punkte x, y“ im gewöhnlichen Sinne bereits besitzt, 
wollen wir jetzt als „Entfernung E(x, y) zweier Punkte v; und y; im Sinne 
der zu bildenden projectiven Maassbestinmumg“ folgendes festsetzen: L(z, y) 
sei definiert als Logaritkmus des Doppelverhältnisses D;,, Mmultiplieiert 
mit einer festgerwähllen constanten Zahl k: 


(N) E(x, y) = k log Dez: 


Dnalistisclh entsprechend gestaltet sich die Definition des „Winkels“ 
W(u, ¢) zwischen zwei Geraden der Coordinaten w; = t; und w; = v: 


(5) Wü, t) = x log De, 


unter x wieder eine festgewählle Constante verstanden. Zur Bildung von 
Dao bat man durch den Schnittpunkt der Geraden w; und v; die Tan- 
senten an das absolute Gebilde zu legen, wobei alsdann D,, das 
Doppelverhältnis dieser vier Geraden durch einen Punkt ist. Die be- 
sondere Auswahl der Constanten % und x bedeutet Auswahl der Maass- 
einheit für die Längen- bez. Winkelmessung. Auf den geometrischen 
Sinn der getroffenen Festsetzungen kann hier nicht ausführlich cin- 
gegangen werden; wegen eingehender Monographien vergl. man die 
Na Meic am Schlusse des Paragraphen. 

Durch Auflösung der Gleichung (3) kann man E(x, y) explicite 
durch die Gleichung des absoluten Gebildes ausdrücken. Man wähle 
die Doppelverhältnisse unter den jedesmal vorliegenden zwei Möglich- 
keiten so aus, dass die Entfernung durch: 


Le, VÈ, — forfyy 


(6) Ey) = klog 
fisi Vf}, u fal To 


der Winkel aber durch: 


g Pe +] Vo} Buben 


x 


(1) sv) 1 a: 
re i Pro P 

gegeben wird. Die Auswahl der beiden andern Ausdrücke für die 
Doppelverhältnisse würde nur einen Zeichenwechsel von Æ und W im 
Gefolge haben. 

Unter den Eigenschaften der Ausdrücke X (x, y) und W (u, v) sei 
hier das Gesetz der Addierbarkeit sowohl für Strecken wie für Winkel 
genannt. Sind z. B. drei Punkte einer Geraden durch ihre Coordinaten 
Ti, Yi, Zi gegeben, so gilt die Gleichung: 


E(&,2)= Llet 


wie aus den Eigenschaften der Doppelverhältnisse mit Rücksicht auf 
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das Bildungsgesetz der Formeln (6) leicht folgt; % und W wurden 
eben deshalb mit Logarilhmen von Doppelverhältnissen proportional 
gesetzt, um diesem Gesetz der Addierbarkeit der Strecken zu genügen. 
Übrigens heisst die begründete Maassbestimmung eine projective, weil 
die getroffenen Festsetzungen der Methode nach der projectiven (ieo- 
metrie angehören. 

Die Punkte des absoluten Gebildes selbst spielen die Rolle der un- 
andlich fernen Elemente, und je nach der Natur dieses Gebildes hat 
man verschiedene Arten von projectiven Maassbestimmungen in der 
Ebene; wir unterscheiden die folgenden Arten: 

1) Die Ahyperbolische Maassbestimmung, der ein einteiliyer*) (nicht- 
zerfallender) Kegelschnitt als absolutes Gebilde zu Grunde liegt. Wir 
denken denselben in der Coordinatenebene zweckmässiger Weise als 
Ellipse gezeichnet, was ja bei der projectiven Natur der Maassbestim- 
mung keine Einschränkung ist. Unsere Betrachtungen erstrecken sich 
zumeist nur auf das Innere der Ellipse, und wir werden die Bezeich- 
nung „hyperbolische Ebene“ späterhin geradezu als synonym mit dem 
Ellipseniuneren gebrauchen. 

2) Die elliptische Maassbestimmung, welcher ein nulltciliger Kegel- 
schnitt zu Grunde liest, d. h. ein Kegelschnitt mit reeller Gleichung 
aber olıne reellen Punkt. Eine Einteilung der (reellen) Ebene in ver- 
schiedenartige Bereiche tritt hier nicht ein. 


5) Die parabolische Maassbestimmung, welche vorliegt, falls qo =0 
cin imaginärcs Punktepaar darstellt; f., = liefert dann doppelt zählend 


die reelle Verbindungslinie jener beiden Punkte. Noch specieller wählen 
wir sogleich als Punktepaar p = U die beiden imaginären Kreispunkte 
und erhalten so die elementare Maassbestimmung der gewöhnlichen Geo- 
metrie in unseren allgemeinen Ansatz eingeordnet. Unter parabolischer 
Maassbestimmung schlechthin verstehen wir weiterhin stets die hiermit 
wiedergewonnene Maassbestimmung der Elementargeometrie. 

Will man die hiermit gemachten Angaben analytisch im einzelnen 
verfolgen, so ist es zweckmässig, die nachfolgende Gleichungsform des 
absoluten Gebildes zu benutzen: 


2 ms 2 m 2 —n 
(8) mel’ AES amg, 
worauf die Gleichung in Liniencoordinaten: 
(9) Pow = W A we — ew =A 


ist. Man hat alsdann den ersten, zweiten oder dritten der eben unter- 
schiedenen Fülle, je nachdem e positiv, negativ oder mul ist. Ubrigens 


— 


*) Bine ebene Curve wird n-leilig genannt, wenn sie n geschlossene reelle 
Züge aufweist. 





6 Einleitung. 


wolle man, um den Fall der elementaren Maassbestimmung sogleich 
in endgültiger Gestalt zu gewinnen, die von der Auswahl der Maass- 





A Ä 3 1 ! 
einheit abhängenden Constanten k = — T und x = — — setzen. 
2ye “ 


Um den Übergang zum elementaren Falle durch einige Formeln zu 
erläutern, so bemerken wir, dass für unendlich kleines e der Ausdruck 


(fzu — fezfyy) selbst unendlich klein wird; man berechnet nämlich leicht: 
fer — fzzfyy = ellaıy — 230) + (et ZT: 


Es nimmt weiter die Formel (6), wenn wir sogleich den gewählten 
Wert % eintragen, in diesem Falle die Gestalt an: 


E au laxf, ı Vi, — borfy, 
Elx, y) = — -log | 1 #4 =z yy | e 
( , y) ye oO Sn 2 Ve Pi, 
Explicite haben wir demgemäss für lim. e=0 folgende Definition für J: 
7 BR Vain mar REE Y3 — tg Y)? 
(10) E (e, g) — Yen e Per 


womit wir in der That die Definition der Entfernung in der elementaren 
Geometrie wiedergewonnen haben. Die Behandlung des Ausdrucks für 
Wa, v) ist insofern noch einfacher, als man hier nieht erst einen 
Grenzübergang für lim. e = 0O zu vollziehen braucht, sondern in den 
Formeln (7) und (9) direct e = O setzen darf. 

Die Begründung der projeetiven Maassbestimmungen in der vor- 
stehend entwickelten Gestalt verdankt man Cayley; man vergl. darüber 
dessen Aufsatz „A sixth memoir upon quantics“ *) und zwar insbesondere 
die Artikel 209 bis 229, welche die Überschrift „On the theory of 
distanc“ tragen. Äusserlich sehen die Cayley’schen Formeln etwas 
anders aus, insofern Cayley zur Definition von Entfernung und Winkel 
nicht den Logaritlimus, sondern die Function arccos. braucht. Dies 
hat den Nachteil im Gefolge, dass das Gesetz der Addierbarkeit der 
Strecken und die Beziehung zum Doppelverhältnis nicht so unmittelbar 
in Evidenz tritt. Die Definition des Winkels (der elementaren Maass- 
bestimmung) durch den Logarithmus eines Doppelverhältwisses ist merk- 
würdiger Weise schon lange vor Cayley durch Laguerre gegeben 
worden, nämlich in dessen erst sehr spät hinreichend beachteter Jugend- 
arbeit „Note sur la thcorie des foyers“"*). Ganz allgemein ist der Lo- 
sarithmus in der ersten Arbeit Klein’s „Über die sogenannte nicht- 


*) Philosophical Transactions Bd. 149 pg. 61 fl. (1859) oder „Collected mathe- 
matical papers“ Bd. II pg. 561 tl. 
**) Nouvelles Annales de Mathém. Bd. 12 pg. 64 (1853). 
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euklidische Geometric“ *) gebraucht, in welcher durch besondere Berück- 
siehtigung der Realitätsverhältnisse die obigen Benennungen „elliptisch“ 
ete. eingeführt werden, und in welcher zugleieh (was ihr Hauptinteresse 
ist) die Cayley’schen Maassbestimmungen als mögliche analytische 
Fundamente für die von Lobatschefski, Bolyai, Riemann u. a. ent- 
wickelten neuen nicht-euklidischen Geometrien aufgewiesen werden. 

Von ausführlichen Darstellungen über projeetive Maassbestim- 
mungen, welche meist auch deren Verhältnis zur nicht-euklidischen 
Geometrie behandeln, seien einmal das 22° Kapitel „Die Metrik und 
die Projeetivität“ in Salmon-Fiedler’s Kegelschnitten**) genannt, 
ferner die Darstellung von Lindemann im zweiten Bande der „ For- 
lesungen über Geometrie von A. Clebsch“*), vor allem aber das für 
das erste Studium besonders empfehlenswerte Buch von Killing 
„Zinführung in die Grundlagen der Geometrie 7), dessen zweiter Ab- 
schnitt von den projectiven Grundlagen handelt. 

Wir betonen noch ausdrücklich, dass die principielle oder meta- 
physische Bedeutung der projectiveu Maassbestimmung für die Grund- 
legung der Geometrie für uns im folgenden gar nicht in Betracht 
kommt. Die projectiven Maassbestimmungen liefern uns vielmehr eon- 
crete geometrische Methoden, deren Benutzung uns bei vielen gruppen- 
theoretischen Fragen nützlich sein wird. 


S2. Die zu einer Maassbestimmung gehörenden Bewegungen und 
symmetrischen Umformungen der Ebene in sich. Die Veränderlicho £ 
im parabolischen Falle. 


Die Entwicklungen des vorigen Paragraphen werden nunmehr mit 
dem Gruppenbegriff in Beziehung gesetzt, wobei es zweckmässir ist, 
diese Beziehung zunächst einzig für die elementare Maassbestimmung 
zu entwickeln. Die „parabolische“ Ebene gestattet unendlich viele con- 
gruente Verschiebungen oder (wie wir sagen wollen) „Dewegungen“ in 
sich, welche in ihrer Gesamtheit eine sogenannte continuierliche Gruppe 
bilden. Diese Gruppe heisst deshalb continuierlich, weil ihre Operationen 
ein einziges Continuum bilden, oder weil jede Operation der Gruppe 
in jede andere continuierlich überführbar ist, ohne dass sie aufhört, 
der Gruppe anzugehören. Combiniert man eine einzelne symmetrische 
Umformung oder „Umklappung“ der parabolischen Ebene um eine ihrer 


*) Mathematische Annalen Bd. 4 pe. 573 (1871). 
**) Vierte Aull., Leipzig (1878) p. 560, 
*#), Bd. 2, Teil 1, Leipzig (1891), Abschn. 3. 

7) Bd. 1, Paderborn | 1393), 


8 Einleitung. 


Geraden mit der fraglichen Gruppe, so entspringt ein neues Continuum 
von Operationen, das zwar nicht für sich allein, wohl aber zusammen 
mit der Gruppe der Bewegungen eine neue Gruppe, die „erweiterte 
Gruppe“ liefert. Wir schliessen uns der Sprechweise in „M.“ I am 
besten an, wenn wir diese erweiterte Gruppe als eine solehe von der 
zweiten Art bezeichnen und ihr die ursprüngliche Gruppe der Be- 
wegungen als eine von der ersten Art gegenüberstellen. Im Sinne 
unserer späteren Unterscheidung der continuierlichen und diseontinuier- 
lichen Gruppen könnten wir die vorliegende Gruppe zweiter Art auch 
als eine gemischte Gruppe bezeichnen; doch werden wir diese Be- 
nennung weiterhin kaum brauchen, 

Entfernung zweier Punkte und Winkel zweier Geraden der para- 
bolischen Ebene sind Invarianten sowohl der continuierlichen Gruppe 
der Bewegungen als auch der Gruppe zweiter Art. Will man für 
diesen Satz die analytische Ausdrucksform finden, so hat man vorerst 
die Operationen der beiden Gruppen durch Formeln in den Coordinaten 
x; darzustellen. Hier ist es nun für alles folgende von grösster Wichtig- 
keit, dass sich die fraglichen Formeln einfacher angehen lassen, falls 
wir die Verhältnisse der drei reellen homogenen Coordinaten z; in gewisser 
Weise durch eime einzige complere Variabele & ersetzen. 

Wir führen nämlich hier im parabolischen Falle statt der 2; zu- 
vörderst reehtwinklige Cartesische Coordinaten 5, y dureh die Gleichung 


Euel = 2 mi 
cin, um sodann unter der Substitution &= § + in die Ebene des 


reehtwinkligen Coordinatensystems zugleich als Ebene der eomplexen 
Variabelen & zu definieren. Es ist also zu schreiben: 


(1) t = zi aaria 


— 
worauf der Ansatz des vorigen Paragraphen direet die elementaren 
Maassverhältnisse in der &Ebene ergiebt. 

Unter Benutzung der in „M.“ I verabredeten Sprechweise*) werden 
wir jetzt die Bewegungen der &-Ebene in sich als Operationen erster 
rt bezeichnen und die in der Gruppe zweiter Art hinzukommenden 
Operationen als solche von der zweiten Art benennen können. In der 
That werden jene Operationen durch die linearen &-Substitutionen 
erster Art: 


(2) este 


geliefert, diese aber von den Substitutionen zweiter Art: 


*) Vergl. bier und weiterhin „M.“ I pg. 163 fF. 
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E == c T T C, 

vo é der zn & conjugierte Wert ist uud auch in der letzten Formel 
der Übergang von & zu & gemeint ist; es bedeutet dabei # einen reellen 
Yinkel und e eine complexe Constante. Die Substitutionen (2) stellen 
directe „Kreisverwandtschaften“ dar und sind übrigens elliptische oder 
parabolische Substitutionen mit dem „Fixpunkt“ ¢ = ©, wie man auf 
Grund der soeben eitierten Entwicklungen aus „M.“ I ohne Mühe fest- 
stellen wird. Die Substitutionen (3) liefern indirecte Kreisverwandtschaf- 
ten, und wir können ihre Gesamtheit aus der Gruppe der ersten Art etwa 
durch Combinierung derselben mit der Operation ¢ = — § (der Spiegelung 
an der imaginären &-Axe) herstellen. Bei dem elementaren Charakter 
der hier vorliegenden Verhältnisse ist es nicht erforderlich, die Invartanz 
von Entfernung und Winkel gegenüber den Operationen (2) und (3) 
noch ausführlich analytisch darzuthun. — 

Wegen der gleich Jdurchzuführenden Verallgemeinerung unserer 
Überlegung auf die hyperbolischen und elliptischen Fälle sind die vor- 
stehenden Erörterungen unter Rückgang auf die z,, %, 5, im Sinne der 
allgemeinen projecetiven Geometrie aufzufassen. 

Was zuvörderst die Einführung von & anlangt, so schreiben wir 
die Gleichung (1) und die entsprechende Gleichung für den conjugierten 
Wert é in der folgenden Gestalt: 


(4) tina — Er =0, 23—in— 


und wollen diese Gleichungen nun wieder in der projeetiven Ebene 


äh 0 


u 


IX 


der Coordinaten #; deuten. Hier spielen und & die Folle der Para- 
meter zweier Lreradenbüschel, deren Centren die beiden imaginären Ireis- 
punkte sind; in der That sind die Coordinaten der letzteren gegeben 
durch: 


(5) rel, a =. 


Sehen wir die z; für den Augenblick als complexe Veränderliche an, so 
kann ein beliebiger Punkt der so erweiterten Cvordinatenebene durch 
‚em Paar complexer Werte der als nnabhkängiy von einander zu denkenden 
Parameter & und & eindeutig gegeben werden, nämlich auf Grund der 
Gleichung: 


(6) a: +9: — 9:2. 


Die Beziehung zwischen den z; und & können wir nun in eine nene 
geometrische Formulierung kleiden; wir werden nämlich die letzten 
Gleichungen dahin deuten, dass cin Punkt der Cvordinalenebene der com- 
plexen 2; durch diejenigen beiden Parameter &, $ gegeben wird, welche den 
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von ihm nach den Kreispunkten zichenden Geraden zugchören. Dabei be- 
kommen die unendlich fernen Elemente der Ebene alle dieselben zwei 


Parameter, nämlich &= œ und é =œ. Innerhalb der so gewonnenen 
Erweiterung unseres Ansatzes, an welcher man für später festhalte, ist 
alsdann der Rächyang zu den Punkten der reellen Coordinatenebene dadurch 
zu vollzichen, dass man & und & wieder conjugiert complex wählt. Doch 
halte man auch für diese reellen Punkte an der eben zuvor gegebenen 
geometrischen Bedeutung von & als Büschelparameter fest. 

Um die Substitution (2) projectiv aufzufassen, genügt es, die reelle 
Coordinatenebene allein iu Betracht zu ziehen*). Wir setzen c= a -+ il 
und trennen Reelles vom Imaginären: 


E = E. ceos 9 — y sind pa, Y"=E-sud®+n-wss +b, 
was sich für diej, =», < umschreibt in: 
[5 = cos d ., msm e- 2709 
(1) % sin ® -2z F cos Ò- 2 -+ bi, 


s 


O RE 
Wir können diese ternäre Substitution als eine Collineation ansehen, 
welche die beiden Kreispunkte (und zwar jeden einzeln) in sieh trans- 
formiert. Zugleich haben wir in (7) die allgemeinste Operation dieser 
Art vor uns, welche die Eigenschaft hat, die zur Maassbestimmung 
gehörenden Ausdrücke K (x, y) und W (u, v) als Invarianten zu be- 
sitzen. Man bestätigt dies ohne Mühe dureh Rechnung auf Grund der 
in (5) augegebenen Coordinaten der Kreispunkte sowie des Ausdrucks 


*) Wollten wir. auch hier noch au der Vorstellung beliebig complexer 2, uud 
damit von einander unabhängiger &, ¢ festhalten, so wäre die eine Substitution 
(2) des Textes durch das Substitutionspaar: 


, Si , vi : 
g = e'g p o mem c 
zu ersetzen, wobei ĝ, #, c, c vier beliebige complexe Grössen sind. An Stelle der 


sogleich im Texte unter (7) zu gebenden ternären Substitution würde alsdann die 
allgemeinere treten: 





Gi di Di Si = 
z£ e pet, A es 
2 — u a a E 

ni wi d 

Fi Tin ai Abe = 
„_ eine | ee s a 
z = on + I — to 

[ d Cl 


2y == 2z. 
Der Übergang zur Substitution (7) des Textes vollzieht sich von hieraus dadurch, 
dass nun im speciellen einen reellen Winkel bedeutet und = — # ist, während 


andrerseits c und c conjugiert complex sein sollen. 
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10) pg. 6 für die Entfernung (x, y). Die Substitution g= — 
iefert in demselben Sinne die ternäre Substitution 2 = — z,, 2 
= 2, oder besser: 


UN 


—_ ~ 


2 
te æ 
’ z a, 


4 , , 7 
S 2 = 7 2 = — 7? * == — ı: 
Sa = f apy m Ay mo — 

i - - J Y 


d. h. eine Collineation, welche im übrigen durchaus die Eigenschalten 
ler Collineation (7) teilt, nur dass sie die Kreispunkte vertauscht. 
Kassen wir zusammen, so kommt: Die Gruppe zweiter Art aller Be- 
wegunyen, symmetrischen Umformungen u. s. w. der parabolischen Ebene 
in sich wird geliefert von den gesamten Collineationen, welche das absolute 
Gebilde der Maassbestimmung (das Paar der imaginären Kreispenkt) in 
sich transformueren und die Ausdrücke E und W zu Invarianten habın; 
dev Gruppe erster Art speciell entsprechen diejenigen unter diesen Colli- 
nealionen, welche jeden der Rreispunkte einzeln in sich überführen. — 

Die so entwickelten Anschauungsweisen sind leicht der Verall- 
gemeinerung auf die Fälle hyperbolischer und elliptischer Maass- 
bestimmungen fähig. Für die Veränderliche & muss man an die Para- 
meterdarstellung für die Punkte und Tangenten des Kegelschnitts an- 
knüpfen; doch verlangt dies eine besondere Betrachtung, die wir gleich 
ausführen. Ganz unmittelbar aber ergeben sich folgende Überlegungen: 

Die zu einer projectiven Maassbestimmung gehörenden „Be- 
wesungen“ der Ebene in sich werden sich als reelle Collincationen 
dieser Ebene in sich darstellen; denn bei den „Bewegungen“ gehen 
wieht nur die reellen Punkte sondern auch die reellen geraden Linien 
immer jeweils wieder in ebensolche über. Bei diesen reellen Colli- 
neationen wird aber der absolute Kegelschnitt in sich übergehen; denn 
die „unendlich fernen Elemente“ gehen bei den „Bewegungen“ in 
sich über. l 

Nun bilden die gesamten reellen Collineationen des absoluten 
Keselschnitts in sich eine Gruppe von œ Operationen; denn ein Kegel- 
schnitt hat 5, eine reelle Collineation & wesentliche Constanten, und 
alle eigentlichen Kegelschnitte sind collinear. Gegenüber allen diesen 
co” Operationen sind die zur Maassbestimmung gehörenden Ausdrücke 
Ex, y) und Wa, ©) Invarianten; dem dies geht aus der projeetiven 
Definition dieser Ausdrücke ohne weiteres hervor. Die Frage aber, 
ob diese œ? Collineationen durchweg „Bewegungen“ vorstellen oder 
nicht, werden wir im folgenden wichtigen Satze beantwortet finden: 
Im Talle der hyperbolischen Maassbestimmung ist die Gruppe aller X 
rcelen Collincationen des absoluten Kegelschnitts in sich cine Gruppe 
zweiter Art; sie besteht aus zwei continwerlichen Schauren von Operu- 
tionen, wnd diejenigen der ersten Art comeidieren gerade mit den gesamten 
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„Deweyungen“, während der Zusatz der symmetrischen Umformungen zw 
zweiten Schaar hinführt. Im elliptischen Falle ist hingeyen die Lresamt- 
gruppe der fraglichen Collineationen direct von der ersten Art und liefert 
genau die cine continwierliche Schaar aller „Dewegungen“. 

Der Nachweis dieses Satzes soll dadurch geführt werden, dass wir 
die in Rede stehenden Collineationen durch ternäre z;-Substitutionen 
analytisch darstellen. Um dies aber in einfachster Weise auszuführen, 
müssen wir die Veränderliche & im Falle der hyperbolischen und 
elliptischen Maassbestimmung näher in Discussion ziehen, was im fol- 
genden Paragraphen geschehen soll. — 

Die oben entwickelte projeetive Auffassung der eomplexen Varia- 
belen & und damit der gewöhnlichen Gauss’schen Ebene der complexen 
Variabelen findet sich zuerst bei v. Staudt; man sehe darüber die 
Staudt'schen „Deiträge zur Geometrie der Lage Art. 410°), 

Die Bewegungsgruppen, zu denen wir hier geführt wurden, sind 
wichtige Beispiele für die allgemeine Theorie der contimuierlichen 
Transformationsgruppen, die im Laufe der letzten Jahrzelinte dureh 
Lie und seine Schüler entwickelt wurde. Nebeu zahlreichen Special- 
arbeiten Lie's hat diese Theorie vor allem in dem dreibändigen Werke 
„Iheorie der Transformationsyruppen"*F) von Lie und Engel, ferner 
in den von Scheffers herausgegebenen akademischen Vorlesungen Lie's 
über Dilferentialgleichungen sowie über eontinuierliehe Gruppen ***) 
ausführliche Darstellungen gefunden. Zu Beginn des näehsten Kapitels 
werden wir nochmals Gelegenheit haben, auf den Begriff der conti- 
unierlichen Gruppen zurückzukommen. Übrigens ist dieser Begriff, so- 
weit cs sich um Bewegungsgruppen handelt, nicht erst von Lie ein- 
geführt; so z. B. wird mit continuierlichen Gruppen dieser Art in der 
[früheren Arbeit von C. Jordan „Mémoire sur les groupes de mouve- 
ments") in ausgedehnter Weise gearbeitet. 


$3. Aufstellung aller Collineationen des Kegelsehnitts N A 
in sich, Verhalten des zugehörigen <. 


Der Kegelschnitt, dessen Collineationen in sich hier aufgestellt 
werden sollen, möge jetzt durch die Gleichung: 
(1) eu el) 


gegeben sein. Hierdurch ist im reellen Coordinatensystem der 2; ein 


*) Nürnberg, 1856 bis 1860. 
1#) Leipzig (1588 bis 1893) 
***) Leipzig (1891 und 1893). 
i) Annali di matematica, 2te Folge, Bd. 2 (1868). 
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einteiliger Kegelschnitt dargestellt; doch kann man durch eine gewisse 
jmaginäre Transformation (die wir später ausführen) zu der einfachsten 
Gleichungsform eines nullteiligen Kegelschnitts gelangen. Auch lässt 
sich im speeiellen die in (5) pg. 5 empfohlene Gleichungsform dureh eine 
einfache Transformation erreichen. Um hier aber beide Fälle (sowohl 
den hyperbolischen als den elliptischen) vorzubereiten, werden wir zu- 
vörderst alle Collineationen des Kegelschnitts (1) in sich, d. h. sowohl 
die reellen als diejenigen mit complexen Coefficienten, ableiten müssen. 
Es werden demnach auch die 2,, Z, &, im vorliegenden Paragraphen 
als complexe Variabele angesehen. 

Um die vorgelegte Aufgabe in einfachster Weise zu lösen, machen 
wir Gebrauch von dem veränderlichen Parameter &, in welchem die 
Coordinaten der Punkte des Kegelschnitts sich rational darstellen 
lassen. Wir definieren & für die Punkte des Kegelschnitts durch: 
(2) ee. —:.6] 
und müssen im Sinne der gerade getroffenen Verabredung & als com- 
plexe’ Variabele ansehen. Übrigens wolle man schon hier bemerken, 
dass die Veränderliche & in projeetiver Auffassung genau dieselbe 
Rolle spielt, wie das & der parabolischen Maassbestimmung im vorigen 
Paragraphen. Man hat nur nötig, den Wert & nicht nur dem einzelnen 
Punkte, sondern auch der ihm zugehörigen Tangente zuzwweisen. Degene- 
riert nun der Kegelschnitt als Liniengebilde in das Paar der Kreispunkte, 
so bleibt nur die letztere Interpretation von & in Kraft, und wir 
werden direet zum Parameter des von dem einen oder anderen Kreis- 
punkte auslaufenden Geradenbüschels zurückgeführt. Auch der weitere 

Gebrauch von & im hyperbolischen und elliptischen Falle wird dem- 
jenigen des parabolischen Falles genau analog sein. 

Indem wir jetzt kurz von einem Punkte & des Kegelsehnitts 
sprechen können, wird die Tangente in einem solchen durch: 


(3) z — 2an t Ea =O 
gegeben sein, die Verbindungslinie zweier Punkte ¢ und & aber durch: 
(4) a — altt E) Hate = O. 


Das der Gleichung (1) zu Grunde liegende Coordinatensystem besteht 
aus zwei Tangenten des Kegelschnitts und der Verbindungsline ihrer 
Berührungspunkte. Soll demnach der NKegelschnitt durch eine Colli- 
neation in sich selbst übergehen, so werden die erste und dritte Seite 
des nenen Coortdinatendreiecks wieder Tangenten, die zweite aber die 
Verbindungslinie der Berührungspunkte sein. Sind die nenen Berührungs- 
punkte durch & und & gegeben, so wird sieh die fragliche Collineation 


mit Hülfe von Constanten a, b, c in der Gestalt: 
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z, = ala — 26, + e), 
(5) z = bhe, — (6 + Ee + Ei), 
£g = 0 (£, — 2 Ez, F 5°) 
darstellen müssen. Da zufolge dieses Ansatzes: 
ZiZa — api = (ac — ba T 


ist, und da andrerseits doch (2, 2, — 2,”) bis auf einen Factor gleich 
(2,23 — 2,°) sein muss, so folgt e = b’aT'. Eine weitere Einschränkung 
findet nicht statt, d. h. wir haben in (5), sobald e durch seinen Wert 
b?a' ersetzt wird, die allgemeinste Collineation des Kegelschnitts (1) 
in sich; m der That bestätigt man leicht dureh Iteehuung die Relation: 


è er r3 2 E Pe. 
(6) 2y Zy al — E Y (Erës — 2a) 

Um die Gleichungsform unserer Collineation etwas symmetrischer 
zu gestalten, führen wir neue Constanten «, B, y, Ô durch die Fest- 
setzungen ein: 

= b LE 
« = Va, B = — Vat, y = _, ô = — > . 
Ja Va 
Daraufhin entspringt als allgemeinste reelle oder imaginiire Collincation 
des Kegelschnitts (1) in sich: 


| 2 = «2, + 2aßz, + Bzy, 

| Z, = «yz, + («ò + Bym, + POES 
2, = ya + 2y02, n 

und Gleichung (6) geht über in 


(8) 2i Zg — £g” = (ad — By)? (Eis — 22°). 

Die oben stillschweigend gemachte Annahme, dass & und € von einander 
verschieden sind, und dass b nicht verschwindet, kleiden wir nun in 
die ausdrücklich zu formulierende Bedingung, dass (að — By) von null 
verschieden sein muss: l 

(9) «ð — By Z 0; 

im übrigen aber bedeuten die «, ß, y, 6 hier beliebige complexe Con- 
slante. Einen besonderen Proportionalitätsfaetor brauchen wir in die 
linken Seiten der Gleichungen (7) nicht aufzunehmen, da es offenbar 
erlaubt ist, die «, B, y, ô zugleich mit einem beliebigen Factor zu 
verschen. 

Es ist wichtig, sogleich festzustellen, wie sich der Parameter & 
bei Ansübung der Gollineation (7) verhält. Indem man die beiden 
ersten Formeln (7) dureh einander dividiert und die Quotienten der 
zi md & durch den ursprünglichen und transformierten Parameter é 
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und & ausdriekt, lässt sich auf der rechten Seite der entspringenden 
Gleichung im Zähler und Nenner der Factor («5 + p) fortlieben. Es 
ergiebt sieh alsdann das einfache, aber äusserst folgenreiche Resultat: 
Der Parameter & erfährt der Collineation (T) entsprechend seimerseits die 
lineare Substitution: | 
(10) Er 

Aaa M 
d h. die allgemeinste lineare Substitution einer von null verschiedenen 
Determinante («ð — py). 

Auf das Bestehen der Relation (10) hätte man aus der eindeutigen 
und algebraischen Beziehung der Veränderlichen é, & auf Grund be- 
kaunter functionentleoretischer Sätze auch direct schliessen und von 
da rückwärts die Formeln (7) ableiten können. Doch wurde dieser 
der gerade vorliegenden Untersuchungsmethode fremdartige Gedanken- 
sang mit Absieht vermieden. 

Das Problem, die linearen Transformationen einer ternären quadra- 
tischen Form in sieh anzugeben, ist mit Ausführlichkeit zuerst von 
Hermite und Cayley behandelt. Die betreffenden Untersuchungen 
Hermite’s finden sich in der Abhandlung „Sur la theorie des formes 
quadratiques“ (premier me&moire)*), diejenige Cayley’s in dem Aufsatze 
„Sur la transformation Cune fonction quadratique en elle-même par des 
substitutions lincaires“**). Doch bieten diese Abhandlungen sowohl mit 
Rücksicht auf die grosse Allgemeinheit ihrer Ansätze, sowie auch in 
Ansehung der weiter mit ihnen befolgten Zwecke zu den voraufgehen- 
len Entwicklungen nur wenig Berührungspunkte. Wir beziehen uns 
deshalb auch nicht auf die ausgedehnte weitere hier sich auschhiessende 
Litteratur. Die mit unserem Gegenstande zusammenhängenden Unter- 
suchungen von Euler sowie eine Notiz von Gauss werden passender 
im nächsten Paragraphen genannt. k 


$ 4. Die Gruppe der „Bewegungen und symmetrischen Umformungen“ 
für die hyperbolisehe und elliptiseche Ebene. 


Aus den aufgestellten Collineationen, deren Coeflicienten beliebig 
complex sind, haben wir nun diejenigen besonders auszuschalten, welche 
im Sinne der projeetiven Maassbestimmung entweder direet eine Be- 
wegung oder eine Bewegung combiniert mit einer symmetrischen Um- 
formung darstellen. 


*) Crelles Journal Bd. 47 pg. 307 (1853). 
+H Crelle’s Jonrnal Bd. DO pe. 285 (1855). 
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Im Falle der Ayperbolischen Maassbestimmung ist dies sehr eimfach. 
Hier ist nämlich die den reellen Werten z,, Z, 2, entsprechende Coor- 
dinatenebene direct diejenige Ebene, auf welche sich die projective 
Maassbestimmung bezieht; insofern ja die Gleichung 2,233 — 2%, = 0, 
nur für reelle Werte z; gedeutet, einen einteiligen Kegelschmitt liefert. 
Nach $2 besteht nun die gewünschte Gruppe aus allen reellen Colli- 
neationen (T) pg. 14. Eine solche Collineation liegt aber vor, wenn die 
neun Coeffieienten in (7) pg. 14 reell sind; und dies wiederum ist stets 
und nur dann der Fall, wenn die vier Zahlen «, ß, y, Ò reelle Quoti- 
enten besitzen. Unter diesen Zahlen dürfen wir aber eine (micht-ver- 
schwindende) willkürlich wählen; wir werden sie selbst recl] aussuchen 
und haben dann den Satz, dass die gesuchte Gruppe aus allen ternären 
Substitutionen (T) pg. 14 mit vier reellen Zahlen «, B, y, Ò einer von null 
verschiedenen Determinante («ð — By) besteht. 

Die so gewonnene Gruppe ist in der That, wie schon oben (pg. 11) 
bemerkt, eine Gruppe der zweiten Art, denn sie besteht aus zwei con- 
tinnierlichen Schaaren von Operationen, welche sich durch das Vor- 
zeichen der Determinanten («ò — 6y) von einander unterscheiden. Von 
der „ersten Art“ sind die Substitutionen mit positiven Determinanten 
(«ð — By), welche für sich genommen eine Gruppe bilden, da sich 
bei Combination zweier Substitutionen ihre Determinanten multi- 
plicieren. Zugleich aber stellen diese Substitutionen erster Art ein 
Continuum dar, dem auch die identische Substitution angehört: die 
Substitutionen positiver Determinante bilden für sich genommen die Gruppe 
der Bewegungen der hyperbolischen Jzbene. Die Gesamtgruppe der zweiten 
Art werden wir von hieraus etwa durch Zusatz der einzelnen Operation: 


t I ld 
(1) 2 =, Ae {Eo 


- 


erzeugen, welche « = 1,” ò = — 1, P=r=0 und also negative 
Determinante («ð — By) hat, und welehe andrerseits ersichtlich die 
symmetrische Umformung der hyperbolisehen Ebene (des Ellipsen- 
inneren) an der Geraden s, = 0 vorstellt. Weitere geometrische 
Krörterungen über unsere Gruppe folgen unten. Dass wir übrigens 
~” Bewegungen erhalten, wie schon oben auf anderem Wege abgeleitet 
wurde, ergiebt sich nun dadurch, dass wir dreifach unendlich viele 
Quotienten «:ß:y:0 der vier reellen Grössen «, B, y, Ò haben. — 

Ein wenig umständlicher ist die Einzeldiseussion für den Fall der 
elliptischen Maassbestimmung. Judem wir der Deutlielkeit halber die 
neue Bezeichnung £), £a, Xy für die reellen Coordinaten der elliptischen 
Ebene anwenden, stellen wir im Anschluss an die pg. 5 unter (8) 
empfohlene Gleichungsform das absolnte Gebilde durch: 
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(2) Be E o a 1a” Er Tg? = 

dar, womit in der That eine nullteilige Curve zweiten Grades gegeben 
ist. Diese Gleichung geht aus Gleichung (1) pg. 12 durch die 
imaginäre Transformation : 

(3 Bed tif, E=, 2 = T, — ir, 

hervor. Durch Einführung der neuen Variabelen z; in die Substitution (7) 
pg. 14 entspringt als allgemeinste, d.h. reelle oder complexe Gleichungs- 
form der Collineationen der Curve (2) in sich: 


n= (++ 7°+8°)2,+ ilH 5(@— + 7° a, 
(4) = —Mey+Bo)a, +id+ py)t tler —Po)%,, 
ea EA 


Es gilt unun, die «œ, ß, y, d in der allgemeinsten Weise so zu be- 
stimmen, dass in (4) eine reelle Collineation vorliegt. Es müssen zu 
diesem Ende die Quotienten der neun Üoefficienten in (4) reell aus- 
fallen. Doch dürfen wir auch direct die ltealität der neun Üoeffieienten 
in (4) fordern, da solches ja andrenfalls dureh Behaftung aller Coeffi- 
cienten mit einen gemeinsamen Factor stets zu erreichen ist. Man 
setze nun ausführlich: 


«=a 4+ ib, BP=cHtrd y=e+if, db=y-rh 
und bezeichne übrigens für die nachfolgende Discussion die Substitution 
(4) abgekürzt durch: 


A 
Lr = (kiti + ala + AkgTz. 





Wir bringen nun zuvörderst die healität der Coefticienten a, 
(lsz, Az, Ay, zur Verwendung; es ist hierfür hinreichend und notwendig, 
dass «+ 06° und B? + p° reelle, «® — ò? und B? — p” aber rein 
iınaginäre Grössen sind. Es ergeben sich hieraus für die beiden Zahlen 
«@ und ð die Gleichungen: 


g — lë = e — b, ghi = = ab. 


Durch Auflösune nach 4 und A, sowie entsprechende Behaudlune von 
D ’ | na 


ß und y folgt: 
(5) ò = ra + tb, y = +e -H id, 


womit zunächst sechzehn verschiedene Fälle gegeben sind. 
Von diesen sechzehn Möglichkeiten kommt sehliesslieh nur eine 
einzige zur Geltung, nämlich: 
(6) ô = a — ib, py = — l 4- id, 
wie man durch Einzeldiseussion der sechzehn Fälle zu zeigen hat. 


Pricke-Klein, Aulomorphe Funetionen l a 
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Nehmen wir z. B. «œ = ô, ß=y, so benutze man die Realität von 
G> und a,; dies liefert: 
ab + ed = 0, ac — bd = 0, 

Gleichungen, die mit einander combiniert (c* + b)d = O ergeben. Es 
ist also entweder b = c = 0 oder d = 0 und dann auch a = 0. Im 
ersten Falle ist: 

AR # SY. y =ü d, (= 
im zweiten hingegen: 
ô = ib 
Das erste Wertsystem subsumiert sich direct unter den Ansatz (6), 
das zweite, nachdem‘ wir «œ, ß, y, Ò mit dem gemeinsamen Factor ? 
versehen haben; der Zusatz des Factors ? aber beeinträchtigt die 
Realität der Coefficienten in (4) nicht. Ist zweitens etwa d=«, 


y = ¢ — id, so fordere man die Realität von a,, welche nur mit 
einem rein imaginären «œ verträglich ist. Somit ist nun: 


=, BR y=6, 


œ = ò = ib, Bp =c 4+ id, y = c¢ — id, 
worauf die Erweiternng mit ¿ wieder zum Ansatz (6) hinführt. Ent- 
sprechend erledigen sich die übrigen Fälle. 
Es ist hiermit das folgende Resultat gewonnen: Die Substitution 
(+) liefert die allgemeinste reelle Collineation, wenn Ò und « conjugiert 
complexe Zahlen sind und dasselbe von — y und B güt: 


(G) «=a+ ib, d=a—iıl, B=c+tid y=—c-+Ü; 


jedoch ist im Anschluss an die Gleichung: 


(8) «ò — By = +++ 

noch weiter zu fordern, dass die vier reellen Zahlen a, b, c, d nicht zu- 
gleieh verschwinden. Dass hier alle Determinanten («ð — py) positiv 
ausfallen, ist keine Besonderheit; versehen wir, was ja erlaubt ist, 
die «, B, y, Ò durchgehends mit dem gemeinsamen Factor ?, so ent- 
springen lauter negative Determinanten. 

Die Gruppe, welche wir hiermit gewonnen haben, ist nun, wie 
schon oben im voraus bemerkt wurde, in der That eine continuierliche. 
Denn während im hyperbolischen Falle die Collineationen mit 
«ed — By >0 und die mit «ò — By <0 als verschieden neben ein- 
ander betrachtet werden mussten, gewinnen wir gegenwärtig bereits für 
«ð — BP > O0 sämtliche Collineationen; zugleich ist aus der freien Ver- 
änderlichkeit von a, b, c, d evident, dass alle Substitutionen zu einen 
Continuum gehören. Auf den geometrischen Sinn, welchen diese be- 
merkenswerte Verschiedenheit zwischen dem elliptischen und hyper- 
bolischen Falle hat, wird weiter unten eingegangen. 
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Die Hauptformeln des vorliegenden Paragraphen sind seit lange 
bekannt und oft zur Verwendung gebracht. Einmal nämlich spielt 
das Formelsystem (7) pg. 14, welches wir hier für reelle «, B, y, ð zu 
bilden hatten, in der arıthmetischen Theorie der binären quadratischen 
Formen eine bekannte wichtige Rolle, indem es den Übergang von 
einer quadratischen Form zu einer mit ihr äquivalenten Form ver- 
mittel. Man vergleiche hierzu etwa die „Disquisitiones arıthmeticae“ 
von Gauss, z. B. den Artikel 157 derselben. Besonders reichhaltig aber 
ist die Geschichte des Formelsystems (4) pg. 17, das in dieser oder doch 
in einer unwesentlich davon verschiedenen Gestalt von zahlreichen 
Autoren bei Untersuchungen über orthogonale Substitutionen und über 
die Drehungen eines festen Körpers um einen Punkt benutzt wurde. 
Dass die Drehungen eines Körpers um einen festen Punkt hier in 
Beziehung zur elliptischeun Maassbestimmung der Ebene treten, wird 
nicht überraschen; in der That ist ja die Maassbestimmung, welche 
die Elementargeometrie im Strahlbündel benutzt, eine elliptische, 
welcher der nullteilige Kegel vom Centrum des Strahlbündels nach 
dem Kugelkreise als absolutes Gebilde zu Grunde liegt. Diese 
Maassbestinnmung im Strahlbündel ist geradezu das einfachste Beispiel 
einer elliptischen Maassbestimmung. Übrigens sind hier zuerst zwei 
Untersuchungen von Euler“) zu nennen, in deren erster die gegen- 
wärtie als orthogonal bezeichneten Substitutionen betrachtet werden; 
Euler giebt daselbst die ternäre orthogonale Substitution im wesent- 
lichen in der Gestalt (4) pg. 17 an. In der zweiten Abhandlung 
beschäftigt sich Euler mit der Drehung eines dreiaxigen Coordi- 
natensystems um seinen Nullpunkt, ein Gegenstand, auf den wir 
gleich zurückkommen. Aus den hierbei entwickelten Formeln Euler's 
leitete späterhin Rodrigues in einer Abhandlung „Des lois geome- 
briques, qui régissent les déplacements d'un systeme solide“ ”*) das 
Coefficientenschema (4) wieder ab. Andrerseits sche man die Arbeiten 
Cayley’s über orthogonale Substitutionen zumal in dem Aufsatze 
„Sur quelques propriétés des déterminants gauches“***), sowie wegen der 
beziehung zur Quaternionentlieorie auch die frühere Notiz „On certain 
results relating to quaternions“'f). Diesen interessanten Zusammenhang 
mit Hamilton’s Quaternionen können wir hier leider nicht genauer 
verfolgen. Dass die Bewegungen und Umlegungen der elliptischen Ebene 
in sich eine einzige continuierliche Gruppe bilden, ist von Study im 


*) Novae Commientationes Petropolitanae, Bd. 15 pg. 75 und Bd. 20 pg. 217. 
**), Jaonville's Journal, série I, Bd. 5 pg. 405. 
*##) Crelles Journal, Bd. 32 pg. 119 (1816). 

+) Philosophical magazine, Bd. 26 pg. Hi (1845). 
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Verlaufe der Arbeit: „Fon den Bewegungen und Umlegungen“*), 
nämlich in I $ 13, klargestellt worden; wir kommen hierauf noch 
wiederholt zurück. 


$ 5. Allgemeine Definition der -Werte für die Punkte der 
projectiven Ebene. 


Indem wir auf die Voraussetzungen und Resultate des § 3 hier 
aufs neue zurückgehen, knüpfen wir insbesondere an den Umstand, 
dass der dort eingeführte Parameter & die lineare Substitution (10) 
erfährt, falls die projective Ebene der durch (7) dargestellten Colli- 
neation unterworfen’ wird. Dieses Verhalten von é wird zum Aus- 
gangspunkt neuer Entwicklungen, welche das geometrische Verständnis 
der soeben studierten Bewegungsgruppen befördern wird. 

Um das eben zuletzt gemeinte Ziel zu erreichen, werden wir der 
complexen Variabelen & erst noch eine allgemeinere geometrische Be- 
deutung geben, und zwar in demselben Sinne, wie dies m § 2 bei 
Besprechung der parabolischen Maassbestimmung geschah. Wir knüpfen 
hierbei vorab erst wieder an die Vorstellung beliebig complex ver- 
änderlicher Coordinaten £i, %, 2, an, sowie an den schon in § 8 
eingeführten Parameter & für die Punkte und Tangenten des Kegel- 
semilts f; =i. i 

Um zuvörderst die Verhältnisse des parabolischen Falles zu re- 
capitulieren, so zerfiel das Büschel der Tangenten in die beiden Ge- 
radenbüschel durch die Kreispunkte. Dem einzelnen Punkte der Ebene 
der complexen 2, 2£, £, ordneten wir sodann die beiden Werte &, & 
zu, welche als Parameter zu den durch diesen Punkt hindurchlaufenden 
Geraden der Büschel gehören. 

Genau so werden wir nunmehr im Jalle eines nicht - zerfallenden 
Negelschnitts Jedem Punkte der Ilubene beliebig complexer z; diejenigen 
beiden Werte &, & zuordnen, welehe als Parameter zu den. beiden durch 
jenen Punkt hindurchlaufenden Tangenten des Kegelschmitts gehören. Da 
die Gleichung der Tangente vom Parameter &: 


2 Dr 2, — 

(1) zi a ee O0 

ist, so findet man als die dem einzelnen Punkte der Coordinatenebene 
der complexen £; zugehörigen Werte & und &: 


D tst MR = 7 Ze — 12° — 22 
(2) oz m a 
zi 2 


Gleichungen, die sich in folgender Weise invertieren: 


*) Mathem. Annalen, Bd. 39 pe. 513 (1891). 
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Mau sieht, dass nicht nur jedem Punkte der Ebene complexer 2., 2, $ 
cin Wertepaar &, ¢ eindeutig zugehört, sondern auch umgekehrt ist 
jedem Wertepaar der als unabhängig von einander zu denkenden com- 
plezen Variabelen ¢, ¢ ein Punkt zi, z, z, der Coordinatenebene zu- 
geordnet. 

Die volle Tragweite des hiermit gewonnenen Ansatzes werden wir 
dadurch gewinnen, dass wir auf Grand der Entwicklungen des vorigen 
Paragraphen für den hyperbolischen und später auch für den elliptischen 
Fall Realitätsdiscussionen eintreten lassen. Dabei wird die im vor- 
letzten Paragraphen bereits behandelte Thatsache im Mittelpunkt 
stehen, dass gegenüber der auf die Coordinatenebene ausgeübten Collincation 
(7) pg. 14 die den einzelnen Punkten der Ebene nunmehr zugeordneten Wert 
£, & simultan die Substitutionen: 
©) gt, potiti 

75 ‚579 
erfahren. Wir werden dabei im einzelnen die volle Analogie zu den 
speciellen Verhältnissen der parabolischen Ebene erkennen, wenn wir 
nur die letzteren, wie oben befürwortet, im projectiven Sinne, d. h. 
als Beziehungen zu den Kreispunkten, auffassen. 

Die in Formel (2) dargestellte Zuordnung von Werten &, € zu 
den Werten 2,, 2, 2; der Coordinaten ist zuerst von Hesse in dem 
Aufsatze „Ein Übertragungsprineip“ ®) aufgestellt und untersucht wor- 
den. Inzwischen ist die Interpretation der Formel (2) bei Hesse eine 
sehr viel beschränktere wie hier, und die ganze Vorstellungsweise wird 
deshalb eine etwas gekünstelte, weil £ nicht wie hier als Parameter 
des Tangentenbüschels gefasst wird. Es ist also keine Rede von der 
gleichmässigen Einordnung des parabolischen Falles. Im Sinne der 
Entwicklungen des folgenden Paragraphen könnten wir sagen, dass 
sich die Hesse'sche Untersuchung auf die reellen Verhältnisse des 
hyperbolischen Falles und auch da nur auf den ausserhalb der Ellipse 
gelegenen Teil der Ebene bezieht. Des Ferneren sei hier auf das 
Erlanger Programm von Klein verwiesen (Vergleichende Detrachtungen 
über neuere geometrische Forschungen, 1572)””), sowie auf dessen Abhanl- 
lung „Über binäre Formen mit linearen Transformationen in sich“ FF), 
wo die hier in Betracht kommenden Verhältnisse zum ersten Male im 
Zusammenhange hervortreten; wir kommen darauf später noch zurück. 


UV 


*) Crelle’s Jornal, Bd. 66 (1866). 
**) Abgedruckt in Bd. 43 der Matliem. Annalen. 
*#*, Mathem. Annalen, Bd. 9 pe. 153 11575). 
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$ 6. Dio -Werte in der hyperbolischen Ebene. Die £-Halbebene 
und die &-Halbkugel. 


Die Zuordnung von Werten & beziehe sich nunmehr einzig auf 
die reellen Punkte der Ayperbolischen Ebene, so dass wir hier, gerade 
wie auch in $ 4, die z; auf reelle Werte zu beschränken haben. Die 
Curve 325 — z = 0 denken wir gleichfalls in der früheren Art als 
Ellipse gezeichnet, und es wird alsdann ausserhalb der Ellipse 
(z — 2,5) > 0, innerhalb derselben aber (2,°— 2,23) <O sein. Indenı 
wir unter den Punkten der hyperbolischen Ebene wieder nur die reellen 
Punkte dieser Ebene verstehen wollen, ergiebt sich aus der Forwel (2) 
pg. 20 der Satz: Dem einzelnen Punkte der hyperbolischen Ebene ausserhalb 
der Ellipse ist ein Paar reeller Werte &, & zugeordnet, die insbesondere 
colneidieren, sobald der Punkt auf die Ellipse selbst rückt; dem einzelnen 
Punkte des Ellipseninnern ist cin Paar conjugiert complexer Zahlen &, & 
zugeordnet. 

Die zu (2) inverse Formel (5) pg.21 wollen wir jetzt unter Wieder- 
heranziehung der Schreibweise &=$ + in für jeden der beiden hier- 
mit unterschiedenen Fälle besonders in Ansatz bringen. Im ersten 
Falle haben wir für & und & insbesondere zwei beliebige reelle Werte 
£ und ë einzutragen. Die Formel (3) pg. 21 liefert nun: 

(1) BEE: (E + E): 2 = z u ur 

wodurch diesem Wertepaar $, & einen Punkt z; ausserhalb der Elipse 
der hyperbolisehen Ebene zugeordnet ist. Sind andrerseits ¢ = § + in 
und é = E — in irgend zwei conjugiert complexe Werte, so ergiebt 
Formel (3) pg. 21 nunmehr die Proportion: 


2) Fler 


und wir finden für das Wertepaar é, E einen Punkt des Ellipseninnern 
als zugehörig. Der Fal, dass der Punkt z; auf der Ellipse selbst 
gelegen ist, stellt dabei den Übergang zwischen diesen beiden Füllen 
dar; in Formel (1) würde man § = ë, in (2) aber „= O einzusetzen 
haben. 

Inden wir nunmehr die gewöhnliche &- Ebene der complexen Ver- 
änderlichen & in die Betrachtung einführen, hat man damit folgendes 
Ergebnis: Die Punkte des Illipsenäusseren der hyperbolischen bene 
entsprechen wechselweise eindeutiy den Punktepaaren der reellen &-Axe 
und desgleichen die Ellipsenpunkte selbst den Punkten der reellen Axe; 
die Punkte des Iillipseninnern entsprechen wechselweise eindeutig den 
Paaren bezüglich der reellen -Axe symmetrisch gelegener Punkte. Wenn 
wir, der Sprechweise von „M.“ I folgend, die &-Ebene durch die reelle 


` 
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Axe in eine positive und eine negative Halbebene zerlegt denken, 
so können wir den letzten Teil des eben formulierten Satzes auch so 
aussprechen: Das Zöllipseninnere ist wechselweise eindeulig auf die cinzelw 
der beiden &- Halbebenen bezogen, wobei die Punkte der Ellipse selbst den 
Punkten der reellen -Axe zugehören. 

Man wolle sich die hier vorliegende Abbildung etwa der positiven 
Halbebene auf das Ellipseninnere mit Hülfe von Fig. 1 deutlich machen. 
Zur näheren Örientie- 
rung sind in der posi- 


_ tiven &-Halbebene zwei Hr Bu 
4 


-> e EA 
1 


Systeme äquidistanter 


ja 





j G 

Geraden gezogen, unter O ANE 

. . e e. 1 j! But} i 

denen die -imaginäre un eis 
Axe besonders hervor- a 


gehoben wurde Im 
Ellipseninnern liefert 
das eine Geradensystem 
wieder ein Geradenbüschel dureh den Bildpunkt von é= œ; das andere 
Geradensystem geht in ein System von Ellipsen über, welche einzeln 
die absolute Ellipse im Punkte é = œ hyperoseulieren. Wir kom- 
men auf diese Verhältnisse weiter unten (in § 9, pg. 55) noch aus- 
führlicher zurück. 

Um Eindeutigkeit der Beziehung für die ganze &-Ebene zu er- 
zielen, könnte man das Ellipseninnere doppelt überdeckt denken, wobei 
die beiden Blätter längs der Ellipse selbst mit einander zusammen- 
hängen müssten. Es ist dieses die Vorstellungsweise, welche Klein 
bei seinen „projectiven“ Riemann’schen Flächen benutzt (z. B. in den 
Mathem. Annalen, Bd. 7, 1874). Wir können indes den allgemeinen 
dort gegebenen Ideen hier nicht nachgehen, sondern bleiben bei un- 
serem speciellen Gegenstande. 

Bereits in § 1 wurde übrigens in Aussicht genommen, nur das 
Ellipseninnere als „hyperbolische Ebene“ anzusprechen. Thuen wir 
dies, so ist das hier gewonnene Resultat, wie wir nochmals consta- 
tieren, dem für die reelle parabolischeeEbene oben (pg. 10) abgeler- 
teten Ergebnisse aufs genaueste analog. Beide Male sind es zwei 
einander eonjugierte Werte 8, £, welche für die projeetive Auffassung 
in der gleichen Weise den einzelnen Punkten der Ebene zugeordnet sind 





Bes, W. 
Die hier vorliegende 1-2-deutige Abbildung des Kllipseninnern auf 
die &-Ebene ist nun nach der weometrischen Seite hin bereits in 


„a.“ l pg. 239 ausführlich besprochen. Es sei hier kurz daran erinnert, 
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dass es sich um Combination einer stereographischen und einer ortho- 
graphischen Projection handelt. Einmal nämlich projiciere man die 
t-Ebene stereographisch auf eine Kugel, wie dies in Figur 2 ange- 
deutet ist; dabei soll die reelle -Axe ein grösster Kugelkreis werden 
(etwa der Schnittkreis der Kugeloberfläche mit der Papierebene in 
Pig. 2), während die „positive Halbkugel“ unterhalb der Papierebene 
liege. Auf letztere, d. i. auf 
ar die Papierebene, projiciere 
man nun orthographisch, 
I u | wobei je zwei conjugiert 
“ > N complexe & offenbar den- 
selben Bildpunkt liefern. Den 
entspringenden Kreis mit 
doppelt überdecktem Innern 
beziehe man endlich colli- 
near auf die Ellipse der 
Figur 1 und zwar so, dass 
sich die Bildpunkte von &= 0, 1, œ mit den diese Werte tragenden 
Ellipsenpunkten decken. 

Haben wir hiermit die Überführung der &-Ebene in das Ellipsen- 
innere unter Einhaltung des in „M.“ Il. e. befolgten Gedankengauges 
reproduciert, so erscheint es für das Verständnis der hier vorliegenden 
Verhältnisse wünschenswert, doch auch noch umgekehrt die Umge- 
staltung des Ellipseninnern in die &-Halbebene in Überlegung zu ziehen. 
Dieser Überlegung können wir dadurch eine besonders elegante Wen- 
dung geben, dass wir die in (2) pg. 20 bereits aufgetretene Quadratwurzel 
Vii -— 2° als Raumcoordinate z, in die Betrachtung einführen und 
dann im einzelnen Punkte des Ellipseninnern etwa senkrecht zur Ebene 
der Ellipse „= +Y:2% — 2° und & = — Ya — 5° als Ordinaten 
auftragen. So gewinnen wir im Raume die durch 2° +2? — 2, =0 
dargestellte Fläche, elche bei zweckmässiger Auswahl des Coordinaten- 
systems direet die in Fiy. 2 benutzte Kugel der complexen Variabelen & 
vorstellt. Dieser Auffassung von der Beziehung zwischen der projeetiven 


Ebene und der &-Ebene werden wir entsprechend auch im elliptischen 
Falle begegnen. 


Fig. ?». 


Wir haben nun vor allem einige Einzelausführungen über den 
Charakter der in Rede stehenden Bezieliungen zu bringen, 

Ein Kreis der &-Ebene projiciert sich stereographisch in einen Kreis 
der Kugeloberfläche und liefert demnach in der hyperbolischen Ebene 
eine Zllipse. Letztere wird die Ellipse 2? — 2,23 = 0 in zweien ihrer 
reellen Punkte berühren, falls der anfänglich gemeinte Kreis der 
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&-Ebene die reelle Axe schneidet. Liegt der Mittelpunkt des Kreises 
m speciellen auf der reellen &-Axe, so artet die Ellipse in eine doppelt 
zu zählende gerade Linie aus. Auch die Umkehrung dieses Satzes 
ist gültig, wie man aus dem obigen Projectionsverfahren leicht schliesst; 
es gilt also das Resultat, dass die gesamten geradlinigen Transvorsalen 
ler Ellipse z} — 2,2, = O der hyperbolischen Ebene und das System der 
zur reellen -Axe orthogonalen Kreise der -Ebene einander entsprechende 
geometrische Gebilde sind. Dieser Satz ist natürlich sehr leicht auch 
eines rechnerischen Beweises fähig. In der That findet man als 
Gegenbild der durch: 


(3) we Fame, Ze, = O 
dargestellten Geraden vermittelst der Proportion (2?) die Gleichung: 


(3) w lE H nD Han H e = 0, 

die einen gegen die reelle -Axe orthogonal gerichteten Kreis dar- 
stellt. Die an die «; zu stellende Forderung aber, dass die Gerade 
die Ellipse schneidet, kommt auf die Bedingung zurück, dass der 
Kreis (4) reellen Radius hat. 

Die so festgesetzte Beziehung zwischen dem Ellipseninneren und der 
&-Ebene wird in der Folge sehr oft benutzt werden; man muss sich 
dieselbe auf alle Weise einüben. Wir betonen insbesondere, dass diese 
Beziehung eine zweideutige ist. Doch handelt es sich in der Folge 
immer um Figuren, die das Ellipseninnere nur einfach überdecken, und 
man wird in der -Ebene die Betrachtungen dementsprechend stets auf 
eine der beiden Halbebenen einschränken können, da wir in der aun- 
deren &-Halbebene dieselben Verhältnisse in einer bezüglich der reellen 
&-Axe symmetrischen Lage antreffen würden: wir bevorzugen iun diesem 
Sinne, wie in „M.“ I, zumeist die positive &-Halbebene. 

Wir formulieren hier übrigens nochmals den projectiven Charakter 
der zwischen der hyperbolischen Ebene und der &-Ebene begründeten Be- 
ziehung. In $ 2 pg.9 u.f. wurde die projective Auffassung der $-Ebene 
entwickelt, nach welcher ¢ und & als die Parameter der beiden Geraden- 
büschel durch die Kreispunkte eingeführt wurden. Di im vorliegenden 
Parayraphen besprochene Beziehung können wir in diesem Sinne als cine 
Abbildung des Tanyentenbüschels der Ellipse auf das eine wie das andere 
der beiden eben genannten Geralenbüschel durch die Kreispunkte der 
parabolischen Ebene auffassen. Diese Vorstellungsweise soll im nächsten 
Paragraphen noch ausführlicher zur Geltung kommen. 

Neben die hyperbolische Ebene und die gewöhnliche $-Ebene 
stellen wir nun übrigens auch die iu Figur ? benutzte Kugelobertläche 
als durchaus gleichberechtigtes Gebilde; sie darf bekanntlich ebensowohl 
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wie die Ebene als Trägerin der complexen Werte & angesehen werden 
und soll kurz als &-Kugel bezeiehnet werden. Zugleich liefert die 
Kugel mit ihren beiden imaginären Scharen yeradliniger Erzeugender 
ein neues und wichtiges Glied der projecetiren Betrachtung, das wir 
hier zum ersten Male nennen. Nach bekannten Grundsätzen der pro- 
Jeetiven Raumgeometrie ergeben diese imaginären Erzeugenden bei der 
stereographischen Projeetion die beiden von den Kreispunkten aus- 
laufenden Strahlenbüschel und bei orthographischer Projeetion die Tan- 
genten der zugehörigen Umrisscurve, d. h. eben unserer absoluten Ellipse. 


$ 7. Die hyperbolisehe Maassbestimmung in der {-Halbebene 
- und auf der -Halbkugel. 


Es soll nunmehr die früher in der hyperbolischen Ebene begrün- 
dete Maassbestimmung auf die einzelne &-Halbebene und damit auch 
auf die einzelne &-Halbkugel übertragen werden, und wir sprechen 
daraufhin schlechtweg von einer Ayperbolischen Maassbestimmung in der 
positiven &-Halbebene bez. auf der &-Halbkuge. Die dabei zunächst 
hervortretenden Sätze wird man aus den Vorbereitungen des vorigen 
Paragraphen ohne weiteres ablesen können. 

Durch zwei Punkte & und & der positiven Halbebene ist, im Sinne 
der Maassbestimmung gesprochen, eine „Gerade“ festgelegt; sie ist in 
der Sprechweise der gewöhnlichen Geometrie der durch die beiden 
Punkte orthogonal zur reellen -Axe ziehende Halbkreis. Diese „Ge- 
rade“ hat zwei „unendlich ferne” Punkte, indem ja die Punkte der 
reellen -Axe die „unendlich fernen“ Elemente darstellen. Es folgt 
dies unmittelbar durch Übertragung der bezüglichen obigen Angaben 
(pg. + u. f.) von der hyperbolischen Ebene auf die ¢- Ebene bez. &- Kugel. 

Die Winkelmessung führt zu einem besonders einfachen Resultate, 
das wir zunächst rechnerisch ableiten. Indem wir in (7) pg. 4 für x 


den Werth — i wählen und W(u, v) = 2 setzen, folgt dureh Übergang 


vom Logarithmus zur Function arctg: 


IE 
VTu uov Pav 


(1) 9 = arctg ii 
av 


) 


und von hieraus berechnet sich leicht: 
Dan 


se i ? 
VPun Po: 


wo das eine oder andere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem man mit 
9 den spitzen oder stumpfen Winkel zwischen den beiden Geraden 
u, v meint. Nun ist p = w? — Jwg, und also folgt: 


E) cos = 
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Pro UN, — DUT, — 2UyP,, 
so dass sich aus (2) ergiebt: 
RE HE 2, 0, Re, 


Vfuu Poo 


Es mögen nun auf der anderen Seite die beiden Geraden æ, v im 
der &-Ebene Kreise der Radien 7,, 7, liefern, deren Mittelpunkte den 
Abstand e haben. Ist alsdann 9 einer der beiden Winkel, unter denen 
sich diese Kreise schneiden, wobei übrigens # im elementaren Sinne 
gemessen sein soll, so ist bekanntlich: 


B) cos © = -+ 


\ Ber 
6) cos F = F 1m. 
j SERE 


Nun sind die Mittelpunktseoordinaten und der Radius des dureh (4) 


pg. 25 gegebenen Kreises die folgenden: 


E, 


Pw? — tww 
Di,’ 


„= 0 r = , 


c— 
2 2, 


woraus sich fast unmittelbar ergiebt: 


2 . 2 . 

c —N17, T 
1 - > a ? L . 2 - +) 

“ut, u, =v, 


Die Formel (4) geht damit über in: 
UV, — DU tz UT, | 

PR. 
Der Vergleich der Formeln (3) und (5) liefert =, ein Re- 
sultat, welches sich nach einer bekannten Eigenschaft der stereogra- 
phischen Projection ungeändert auf die -Kugel überträgt. Die fiir 
die hyperbolische Maassbestimmung berechneten Maasszahlen der Winkel 
in der &-Halbebene bez. auf der &-Halbkugel stimmen dementsprechend yenau 
überein mit den Maasszahlen dieser Winkel im elementaren Sinne gemessen, 
so dass in Anschung der Winkelmessung unsere neue Maassbestimmuny 
elementaren Charakter trägt. 
Das hiermit gewonnene Ergebnis, = %, ist für die am Schlusse 
des vorigen Paragraphen (pg. 25) erwähnte projective Auffassung un- 
mittelbar ersichtlich. . Es übertragen sich nämlich, wie daselbst bemerkt, 
die beiden vom Scheitelpunkt des zu messenden Winkels an die Ellipse 
der hyperbolischen Ebene zu ziehenden Tangenten auf die beiden Ge- 
raden vom Bildpunkte in der &-Ebene nach den beiden imaginären 
Kreispunkten. Andererseits sind die von einem Punkte der hyper- 
bolischen Ebene auslaufenden Fortschreitungsrichtungen auf die ent- 
sprechenden Fortschreitungsrichtungen vom Bildpunkte in der £-Halb- 
ebene hier (wie bei jeder stetigen Abbildung) projeetiv bezogen. Das 





(5) cos F = + 


IN Einleitung. 


zur Winkelmessung in der hyperbolischen Ebene dienende Doppelver- 
hältnis wird daher bei dem oben geschilderten Projeetiousverfahren 
dieser Ebene auf die &-Ebene in letzterer direct jenes Doppelverhältnis, 
das der elementaren Winkelmessung nach Laguerre zu Grunde liegt. 
Der entsprechende Satz aber findet auf der Kugelfläche Geltung, weil 
dort der elementaren Winkelbestimmung im Sinne Laguerre’s gerade 
die beiden imaginären Erzeugenden der Kugel zu Grunde liegen, welche 
durch den Scheitel des Winkel hindurchlaufen. 

Zur Vorbereitung späterer Anwendungen berechnen wir für unsere 
hıyperbolische Maassbestimmung das Bogenmaass do für ein in der 
positiven &-Halbebene gelegenes Element. Zwei einander unendlich 
nahe Punkte seien & und č = £ + d& oder explicite: 


(6) E=$ + in, E= E + in = (E + aE) -+ iln + an). 
Bestimmen wir nach (6) pg. 4 die Entfernung do dieser beiden Punkte, 


7 ; 1 ! f 
indem wir =; nehmen, so kommt, da die Quadratwurzel unendlich 


ch 


klem wird: 





a 2 u y} 
rn > VT Thea tw, 


do = 
ley lzy 


log {| 1 + 


t9 | m 


Aus den Formeln des "a. Paragraphen folgt nun: 


aE 2 2 
ya ta — Lwaye = E? H n? HE Hn? — 2E, 
sowie ferner fre = 7", fyy = N”, so dass sich für do findet: 
KG — 2) un] 

= (E ne) Te 

Drückt man nun ë und 7 auf Grund von (6) aus, so folgt nach 


Vd? + dn? 
7 


do = 


kurzer Zwischenentwicklung do = Führen wir neben dem 


Bogenelemente do nun gleich auch das Flächenelement dr ein und 
benutzen den Satz über den elementaren Charakter der Winkelmessung, 
so folgt: Im Sinne der hyperbolischen Maassbestimmung der &- Halb- 
ebene stellen sich das Dogenelement do und das Ilächenelement dt durch 
die Gleichungen dar: 
(2) p DLE TA adr E 
d 4 

Ganz besonders wichtig ist es, die zur hyperbolischen Maass- 
bestimmung gehörenden Bewegungen der &-Halbebene in sich zu be- 
trachten. Die Entwicklungen von pg. 15 und 16 geben hier unmittel- 
bar das Resultat: Die Gruppe aller Bewegungen in sich, welche die 
positive &-Halbene im Sinne der hyperbolischen Maas skti zulässt, 
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wird analytisch dargestellt durch die Gesamtheit aller lincaren &- Sub- 
stitutionen : 


(8) g=" EE, «ð — Br>0 


mit reellen Coefficienten einer von null verschiedenen positiven Deter- 
minante. Im gewöhnlichen Sinne stellen diese Substitutionen Abbil- 
dungen durch Kreisverwandtschaft dar, und zwar handelt es sich hier 
um diejenigen direeten Kreisverwandtschaften, welche die positive &-Halb- 
ebene in sich selbst überführen”). Die directen Kreisverwandtschaften 
vermitteln nun bekanntermaassen conforme Abbildungen; und es stimmt 
dies mit dem vorhin gefundenen Ergebnis betrefis der Winkelmessung 
überein, insofern die im gewöhnlichen Sinne gemessenen Winkel (zu- 
folge der erwähnten Conformität) den Charakter der Invarianz gegen- 
über den fraglichen „Bewegungen“ besitzen. 

Für die m $ 6 pg. 25 entwickelte projective Auffassung der Para- 
meter &, & müssten wir neben (8) als zweite Gleichung: 


(9) en 

y5t+ 

stellen und würden dann zwei projective Umformungen der von den 
beiden imaginären Kreispunkten auslaufenden Strahlbüschel vor uns 
haben. 

Die Gesamtgruppe (zweiter Art) des § 4 entsprang durch Zusatz 
der Operation 2, =2,, 25 = — Z», 23 = 2, zur Gruppe der „Bewegungen“, 
Diese Operation bedentet eine symmetrische Umformung an der Axe 
č = des Coordinatendreiecks. Beim Übergang zu & machen wir nun 
an dieser Stelle Gebrauch von der Zweideutigkeit der Beziehung der 
hyperbolisechen Ebene zur &-Ebene. Zufolge derselben können wir 
der fraglichen Operation entweder die Substitution = — § oder 
= — £ entsprechen lassen, wo die letztere Substitution in demselben 
Sinne, wie Substitution (3) pg. 9 zu verstehen ist. Wir dürfen und 
wollen der obigen z;- Substitution die Operation = — & entsprechen 
lassen, da hierdurch die Spiegelung an der imaginären -Axe darge- 
stellt ist und also nicht nur der ursprüngliche Charakter der z;-Sub- 
stitution gewahrt bleibt, sondern auch die positive &-Halbebene in sich 
selbst übergeht; letzteres würde bei Bevorzugung der Substitution 

= — £ nicht gelten. Durch Combination von  —=—& mit den 
Substitutionen (8) folgt nun: Die hier eintretende Gesamtgruppe zweiter 
Art liefert neben der (Gruppe aller Bewegungen (S) noch die Schar der 
Substitutionen: 


=) Of. „M.“ 1 pe. S8il. 
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r at — p 
10 = , ad — ßy >O, 
(10) É Velen Pr 


wo «, B, y, Ò conlinuierlich alle Quadrupel reeller Zahlen einer von null 
verschiedenen positiven Determinante durchlaufen. Diese Operationen 
stellen indirecte Kreisverwandtschaften dar, und zwar wieder alle die- 
jenigen, welche die positive &-Halbebene in sich selbst überführen. 
Wir gebrauchen, wie in „M.“ I pg. 196 f., für die Operationen (10) 
die Benennung der Substitutionen zweiter Art, womit wir uns der oben 
(pg. 8 ff.) eingeführten Sprechweise unmittelbar anschliessen. 

Wir haben so die projective Geometrie des Ellipseninunern an die 
Geonietrie der Kreisverwandtschaften geknüpft, die letztere in der Art 
specialisiert, dass‘ die reelle &-Axe stets sich selbst entspricht. Je 
nach dem augenblicklichen Bedürfnis werden wir bald von der einen, 
bald von der andern Vorstellungsweise Gebrauch machen; für die 
späteren Zwecke der Functionentheorie wird freilich zumeist der Ge- 
brauch der &-Halbebene vorherrschen. Doch geschieht dies weniger 
aus sachlichen Gründen, als um der Gewöhnung der Functionentheoretiker 
entgegen zu kommen. 

Der Connex der projectiven Geometrie mit der Geometrie der Kreis- 
verwandtschaften ist in noch grösserer Allgemeinheit (worauf wir 
später zu sprechen kommen) von Klein in den bereits genannten Ver- 
öffentlichungen entwickelt. Seinen prägnantesten Ausdruck findet 
derselbe, wenn wir sagen, dass die Kreisverwandtschaften der Ebene 
direct projectiven Transformationen der von den Kreispunkten aus- 
laufenden Strahlbüschel entsprechen. Die hyperbolische Maassbestini- 
mung in der &-Halbebene, wie wir sie hier entwickelten, ist von 
Poincaré in der späterhin noch sehr häufig zu nennenden Arbeit 
„Théorie des groupes fuchsiens“*) zu Grunde gelegt. Jedoch wird die 
Definition der Maassbestimmung daselbst unvermittelt gegeben, d. h. 
ohne Bezugnahme auf die projeetive Geometrie und auf die Unter- 
suchungen Cayley’s. 


$ 5. Bemerkung über Flächen von constantem negativen 
Krümmungsmaass. 


Nebenher soll hier in Kürze der Beziehung gedacht werden, in 
welcher die hyperbolische Geometrie zu den Flächen von constantem 
negativen Krümmungsmaass steht, dieses letztere in der bekannten 
von Gauss eingeführten Art definiert. Es haben diese Flächen eines 
constanten positiven bez. negativen Krümmungsmaasses ihre erste 


*) Acta mathematica, Bd. 1 pg. 1 (1882). 
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ausführliche Theorie in zwei Arbeiten von Minding”) gefunden, und 
es sind zumal in der zweiten Arbeit die ltotationsflächen von con- 
stantem Krümniungsmaass behandelt worden. Für positives constantes 
Krümmungsmaass giebt es drei Gattungen solcher ltotationsflächen, 
von denen die dritte den Grenzübergang zwischen den beiden andern 
Gattungen vorstellt und in eine Reihe sich berührender congruenter 
Kugeln zerfällt. Auch für negatives Krümmungsmaass fanden sich 
drei Gattungen (übrigens irreducibeler) Rotationsflächen, wobei die 
dritte Gattung wieder den Übergang zwischen deu beiden andern 
abgab. Eine Fläche dieser Übergangsgattung, die man durch Ro- 
tation der unter dem Namen Tractrix bekannten Curve um ihre Asym- 
ptote erhält, nennt man, um die Analogie zum Falle des positiven 
Krümmungsmaasses möglichst zu wahren, nach Beltrami eine Pseudo- 
sphäre. Auf die Gestalt der P’seudosphäre näher einzugehen, kann hier 
in keiner Weise der Ort sein; auch werden wir weiterhin nirgends 
Gelegenheit finden, auf diese hier nur der Vollständigkeit halber ge- 
machten Andeutungen zurückzugreifen. Immerhin seien noch folgende 
Bemerkungen gestattet. 

Bezeichnet man die geodätischen Linien emer Fläche von con- 
stantem Krümmungsmaass als deren „gerade Linien“ und misst übrigens 
Bogenlänge und Winkelgrösse auf der Fläche im Sinne der Elementar- 
geometrie, so stimmen die auf der Fläche zu Tage tretenden geo- 
metrischen Verhältnisse dem Wortlaut nach genau mit den Sätzen 
der hyperbolischen oder Lobatschewski'schen Geometrie überein. Sätze, 
die wir späterhin im Sinne der hyperbolischen Geometrie, sei es im 
Ellipseniunern, sei es in der positiven &-Halbebene oder auf der ¢- Halb- 
kugel aussprechen werden, würden wir demnach bei Zugrundelegung 
der Pseudosphäre im Sinne der elementaren Geometrie formulieren 
können. Allerdings ist es hierbei störend, dass die l’seudosphäre 
einerseits als Rotationsfläche in sich zurückläuft, andererseits dem 
ückkehrpunkte des Tractrix entsprechend durch eine Rückkehreurve 
begrenzt ist. 

Die Beziehung zwischen der nicht-euklidischen Geometrie und 
den llächen von constantem Krünmungsmaass ist übrigens erst ver- 
hältnismässig spät bemerkt worden. In der That waren in dieser 
Beziehung grundlegend erst die Gedanken Riemann’s, welche der- 
selbe in seinem Habilitationsvortrage „Über die Ilypothesen, welche 
der Geometrie zu Grunde liegen“) entwickelte; an dieselben schliessen 


*) Crelle’s Journal, Bd. 29 pg. 370 (1839) und Bd. 40 pg. 171 (1840). 
**) Vorgelesen am 10. Juni 1851, späterhin gedmekt im dreizelimten Bande 
der Abhandlungen der Gesellsch. d. Wiss. zu Göttingen, 1866. 
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sich die Entwieklungen Beltrami’s in dessen bekannter Abhandlung: 
„Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea“ *). 

Sehr viel niiher steht unseren hier gegebenen Entwicklungen die 
andere grundlegende Arbeit Beltrami’s: „Teoria fondamentale degli 
spazii di curvatura costante“ =). Hier wird gleich anfangs das nicht- 
euklidische Bogenelement durch folgende Formel definirt: 

„2 ‚2 er 
Yaa?+ eu + da; sr 2 2 e a. 
Nehmen wir n = 2? und R =a = 1, so haben wir geradezu das hyper- 
bolische Bogenelement auf unserer ¢-Kugel, wie wir hier nicht weiter 
ausführen. Des Weiteren gelangt Beltrami dureh eine stereogra- 
phische Projection zu der Formel: 

Yan’ +an +. En 
a n 
was direet unserer Formel (7) pg. 28 entspricht. 








ds= k. 


T 


ds = R 


S 9. Figürliche Erläuterung der Bewegungen der projectiven 
Ebene in sich. 


Die linear-gebroehenen Substitutionen einer complexen Veränder- 
lichen é mit beliebigen complexen Substitutionscoeffieienten haben 
bereits in „M.“ I pg. 165 ff. eine ausführliche geometrische Theorie 
sefunden. Dieselben wurden dort durch continuierliche „Bewegungen“ 
der &-Ebene in sich versinnlicht und des näheren durch die zugehörigen 
Dalmeurven und Niveaulimen figürlich dargestellt; doch war daselbst 
die Bezeichnung „Bewegung“ nur abkürzend für continuierliche De- 
formation gesetzt. 

Denken wir diese Theorie für die &-Substitutionen reeller Coeffi- 
cienten von positiver Determinante und damit etwa für die positive 
&-Halbebene ausgeführt, so werden nunmehr die vorhin im übertragenen 
Sinne als „Bewegungen“ bezeichneten Deformationen direct mit den 
Bewegungen der &-Halbebene im Sinne der Iıyperbolischen Maass- 
bestimmung identisch. 

Die gesamten $-Substitutionen erster Art wurden in „M.“ I pg. 164 
in die vier Unterarten der hyperbolischen, elliptischen, parabolischen und 
loxodromischen geteilt. Indem wir diese Benennungen hier wieder 
aufnehmen, gilt vor allem der Satz: Unter den &-Substitutionen, welche 
„Dewegungen“ der positiven &-FTalbebene in sich liefern, kommen nur hyper- 


*) Giornale di matematiche, Bd. 6 (1868). 
**) Annali di matematica, Folge 2, Bd. 2 (1868). 
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bolisehe, parabolische und elliptische vor, dagegen fillen die lorotromischen. 
Man folgert dies aus den l. c. entwickelten Formeln am einfachsten 
aus dem Umstande, dass die fraglichen & Substitutionen reelle Coetfi- 
eienten einer positiven Determinante haben. Doch würde man auch 
auf die Thatsache zurückgehen können, dass die reelle -Axe stets 
Bahncurve für eine Substitution unserer Art ist, und dass kreisförmige 
(oder im besonderen Falle geradlinige) Balıncurven nur bei den nicht- 
loxodromischen Substitutionen eintreten. 

Indem wir jetzt die geometrischen Vorstellungen aus der & Ebene 
in die projective Ebene übertragen, werden die dort eintretenden Ver- 
hältnisse in gewisser Hinsicht reichhaltiger. Die beiden &Ilalbebenen 
schen in das doppelt-bedeckte Ellipseninnere über; der ausserhalb der 
Iellipse gelegene Teil der projectiven Iöbene, der doch auch an den Colli- 
neationen teilnimmt, kommt hier hinzu, und also gewinnt das geometrische 
Dild der Deweguny eine entsprechende Erweiterung. Es ist für die spä- 
teren Untersuchungen nötig, auch in der projectiven Ebene den Verlauf 
der Bahneurven und Niveaulinien für die Substitutionen stets anschaulich 
vor Augen zu haben; es sollen demnach die dreierlei Arten der wegen- 
wärtig in Betracht kommenden Substitutionen in diesem Sinne hier 
behandelt werden. Dabei werden die entsprechenden auf die Ebene 
der Kreisverwandtschaften bezüglichen Entwicklungen aus „M.“ 1 
pg. 165 f. als bekannt angesehen. In der That gehen die dort mit- 
geteilten Figuren 40 u. s. w. durch das vorhin pe. 24 angedentete Pro- 
jeetionsverfahren in die sogleich zu besprechenden Figuren 8 u. s. w. 
über. Freilich gewinnt man dabei direct nur erst eine Anschauung 
der im Ellipseninnern eintretenden Verhältnisse; indes liefert die pro- 
jective Auffassung der im Einzelfall vorliegenden Collineationen jedes- 
mal das allgemeine Bild. 

1) Eine hyperbolische Substitution hat in der projectiven Ebene 
ausserhalb des absoluten Kegelschnitts f}; = O einen Fixpunkt P. Zwe 
weitere Fixpunkte werden vom Schnitt der Polare von P in Bezug 
auf ;: = 0 mit diesem Kegelschnitt geliefert. Nur diese beiden letz- 
teren Kixpunkte, die auf der Ellipse f}; = O selbst gelegen sind, 
kommen in der &-Ebene zur Geltung und liegen dort, wie es sein muss, 
auf der reellen Axe. Die Niveaulinien werden dureh das Büschel der 
Geraden durch P geliefert, wie in Figur 3 (pg. 34) angedeutet ist. 
Wollte man im Sinne der Maassbestimmung äquidistante Niveaulinien 
zeichnen, so würden sich dieselben für das Auge gegen die beiden 
Bllipsentangenten von P beiderseits mehr und mehr zusammendrängen, 
wie die Figur veranschaulicht. Die Bahneurren werden von den Kegel- 
schnitten geliefert, welehe die absolute Ellipse f;; = 0 in den beiden 
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auf ihr gelegenen Fixpunkten berühren; auch dies ist in Figur 3 ange- 
deutet. Unter ihnen findet sich doppeltzählend die Polare von P. 
2) Eine elliptische 
x Substitution hat einen 
"am > ie, im Innern der Ellipse 
gelegenen Fixpunkt P, 
> _ me welcher sieh in der 
N | `` &-Ebene in die beiden 
conjugiert complexen 
f Fixpunkte der zugehö- 
W nz n- . rigen ¢- Substitution 
\ b Hr. AN trennt. Das Geraden- 
Er büschel durch den Fix- 
i punkt P bildet die Ni- 
| à veaulinien, wie Figur 4 
SIN - zeigt. Die Bahneurrven 
| bestehen, wie gleich- 
falls in Figur 4 zu sehen 
ist, teilweise aus Ellipsen (zu denen auch die absolute Ellipse gehört), 
teilweise aus Hyperbeln, zwischen welchen sieh eine Parabel einfügt. 
Als Grenzfall der Hyper- 
beln tritt (doppeltzählend) 
eine Gerade ein, nämlich 
die Polare von P in Bezug 
auf die absolute Ellipse. 
Im Sinne der mit imagi- 
nären Werten der Coordi- 
naten rechnenden allge- 
meinen Geometrie würden 
wir sagen, dass ausser I’ 
zwei weitere Fixpunkte von 
den imaginären Schnitt- 
punkten der absoluten El- 
lipse mit der Polare von 
f ' : P geliefert werden. Da 
j | würden dann die Bahn- 
| curven diejenigen Kegel- 
sehnitte sein, welche die 
Kllipse f;; = O in den beiden fraglichen imaginären Fixpunkten be- 


Fig. 3, 





ig. l. 


rühren. Man sieht, dass sich solcher Weise der hyperbolische und 
elliptische Fall einer gemeinsamen Auffassung unterordnen. 
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3) Eine parabolische Substitution stellt den Übergang zwischen 
den beiden eben besprochenen Fällen vor. Es existiert nur ein auf 
der absoluten Ellipse f;. = O 
gelegener Fixpunkt P. Die 
Niveaulinien werden wieder 
vom Geradenbüschel durch P 
geliefert; die Bahncurven sind 
jetzt die Kegelschnitte, welche 
die absolute Ellipse im Punkte 
P hyperosculieren. Unter den 
Bahncurven sind alle drei Gat- 
tungen von Kegelschnitten ver- 
treten, wie Figur 5 zeigt. Die 
Polare von P ist in die Tan- 
gente des Berührungspunktes 
P übergegangen. Hier liegt e a l 
nun übrigens die Figur vor, | 
von welcher wir schon oben 
(pg. 23) in anderem Zusammenhang Gebrauch machten. 

Die vorstehenden Entwicklungen sind zunächst an die Besprechung 
der hyperbolischen Maassbestimmung angeschlossen: sie übertragen sich 
indes mit Leichtigkeit auf den elliptischen Fall. Es werden hier einzig 
elliptische Substitutionen vorkommen und es kommt demnach allein 
Figur 4 zur Anwendung. Die in dieser Figur stärker markierte Ellipse 





Fig. 5. 


verliert dabei ihre ausgezeichnete Holle, welehe sie in der hyper- 
bolischen Maassbestimmung als absolutes Gebilde spielte; doch ist dies 
der einzige Unterschied. Endlich ziehen wir als parabolische Ebene auf 
rund der Entwicklungen von pg. 5 im irect die &-Ebene heran; 
Grund der Entwicklungen von pg. & immer direct die £-Ebene l 
iier bleiben die Figuren aus „M.“ I l e. unmittelbar bestehen. 
l bleiben dann die Fig d 

Den Begriff der Periode ciner elliptischen Substitution werden wir 
in dem bekannten Sinne gebrauchen (cf. „M.“ I pg. 190) und haben 
ter vor allem näher auf die Substitutionen der Periode zwei einzu- 
| lle her auf die S 

gehen. Dieselben stellen nach „M.e I pg. T09 sogen. harmonische Per- 
speetivitäten dar. Der einzelnen solchen Perspectivität gehört em Pol 
oder Centrum P und eine Axe A zu, die im hyperbolsehen Falle 
die Polare von P ist, und es erscheint nicht nur X, sondern auch jeder 
Punkt auf A durch die Substitution sich selbst zugeordnet. Alle übrigen 
Punkte vertauschen sich zu Paaren, wobei die Verbindungsgerade 
zweier zugeordneten Punkte dureh P Iundurehzicht, und wobei diese 
beiden Punkte durch /’ und dureh den Schnittpunkt ihrer Verbindungs- 
linie mit A harmonisch getrennt siud. 
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Obwohl es nur diese eine Classe von Substitutionen der Periode 
„wei giebt, ist doch der Effect derselben ein gänzlich verschiedener, 
je nachdem die hyperbolische oder elliptische Ebene vorliegt. Um 
zuvörderst bei der ersteren zu verweilen, so müssen wir hier die har- 
monischen Perspeetivitäten in zwei Classen trennen, je nachdem das 
Centrum P innerhalb oder ausserhalb der absoluten Ellipse gelegen 
ist. Da wir nur das Ellipseninnere als hyperbolische Ebene ansehen, 
so wird eine Perspectivität erster Classe (mit einem Po) P innerhalb 
der Ellipse) den Charakter einer Drehung um P und damit einer Sub- 
stitution erster Art haben. Eine Perspectivität der zweiten Classe, 
deren Axe A durch das Ellipseninnere zieht, hat dagegen den Cha- 
rakter einer symmetrischen Umformung oder Spiegelung an A und damit 
einer Substitution zweiter Art. Für die Iıyperbolische Ebene, d. ìi. für 
das Ellipseninnere, liegt also eine scharfe Sonderung der Substitu- 
tionen in zwei Arten vor, die wir ja früher (pg. 16) auch analy- 
tischerseits zu constatieren hatten. 

Die elliptische Ebene wird erst von der unbegrenzten reellen Co- 
ordinatenebene geliefert. Eine harmonische Perspectivität wird demnach 
nunmehr den Charakter einer Drehung (nämlich um P) und den einer 
symmetrischen Umformung (nämlich an A) in sich vereinigen*). Infolge- 
dessen fällt bei der elliptischen Ebene die Einteilung der Substi- 
tntionen in zwei Arten von selber fort, und es ist damit der geome- 
trische Grund aufgedeckt, warum wir oben (pg. 16 und 18) für die 
hyperbolische Ebene eine Gruppe der zweiten Art, für die elliptische 
aber nur eine solche der ersten Art erhalten haben. 


$ 10. Die elliptische Ebene und die £&-Ebene bez. &-Kugel. 


Bei der Behandlung der elliptischen Maassbestimmung, die weit 
einfacher ausfällt als die der hyperbolischen, können wir mehrfach an 
Entwicklungen aus „Ikos.“ anknüpfen. Für das absolute Gebilde der 
Maassbestimmung halten wir an der schon in (2) pg. 17 gebrauchten 
Gleichungsform fest und haben demnach die Ausdrücke (2) pg. 20 für 
€ und & vermöge der Formeln (3) pg. 17 zu transformieren; dabei 
ergiebt sich: 





en Ly HVL HL HT Pr IT U, A 
T3 + X, 2 Wi,” + u + 

t a a e ai as Da a _ w i T, , 
re 2, Hyera 


*) Dies wird auders, wenn wir die elliptische Ebene als Doppelebene anf- 
fassen, wie sogleich geschehen soll. 
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Man wolle hier zuvörderst, gerade wie oben beim allsemeinen 
Ansatze sowie auch bei der Discussion der hyperbolischen Ebene, £ 
und & als unabhängige complexe Veränderliche betrachten. Die Tan- 
genten des absoluten Kegelschnitts sind dann wieder auf jedes der 
beiden Geradenbüschel durch die Kreispunkte der parabolischen &-Ebene 
bezogen, wie wir entsprechend pg. 25 für den hyperbolischen Fall aus- 
führten. Es hat dies wie damals für die Übertragung der Winkelmessung 
von der elliptischen Ebene auf die gewöhnliche -Ebene und damit 
auch auf die -Kugel seine charakteristischen einfachen Folgen, worauf 
wir weiter unten zurückkommen. 

Vorab wollen wir die Frage beantworten, in welcher Beziehung 
und & zu einander stehen müssen, wenn es sich um reelle Punkte der 
elliptischen Ebene handeln soll. Eine leichte Zwischenrechnung zeigt, 
dass man stets und nur dann zu reellen Punkten der elliptischen Eben 


geführt wird, falls & und —; conjugiert complexe Zahlen sind. Indem 


wir weiterhin nur noch von diesen reelien Punkten der elliptischen Ebene 
handeln, wollen wir die beiden dem einzelnen solchen Punkte zuge- 
ordneten Werte &, & in den einen Ausdruck zusammenfassen: 


(1) & BR: Je er } er - ge r u ur Lg u: RR 7 


tie 2 EI ur E i 





und es gilt nunmehr die hierdurch gegebene Beziehung der ellip- 
tischen Ebene auf die &-Ebene in Discussion zu ziehen. 

Zu diesem Ende führen wir rechtwinklige Cartesische Coordinaten 
u—=2,%=-—-Y,%—=1 ein und haben dann an Stelle von (1) die 
Gleichung: 


2 r er IE 
(2) é=% + iq wir dee 


Die Inversion dieser Gleichungen führt auf: 


28 3n 


(3) ern n? I= TE 


Wie man sieht, liegt hier eine ein-zureideutige Deziehuny der g- ben 
auf die clliptische Ebene vor. Wir können dieselbe als Combination 
emer gewissen stereographischen Projection und einer Crntralprojeetion be- 
trachten. Man führe nämlich zunächst neben der &-Ebene explieite 
die &-Kugel ein, indem man jedoch nun die stereographische Projection 
so anordnet, wie Figur 6 (pg. 38) zeigt. Hier ist C das Centrum der 
stereographischen Projection, und es schneidet die Papierebene aus der 
-Ebene deren reelle Axe aus. Die Kugel soll nunmehr im Punkte C 
von der elliptischen Ebene berührt werden, und man wolle alsdann 


2. $ 
AS Einleitung. 


die Kurseloberfläche durch Centralprojection vom Mittelpunkt der Kugel 
auf die elliptische Ebene übertragen. Entspricht nun ein Punkt der 
elliptischeu Ebene mit 


e ae NG Liber der Entfernung 
| r=Va+y 
| ae: s vom Nullpunkt zwei 
S Aam 3 an b Werten & und & mit 
den absoluten Beträgen 
oe und 0, so ergiebt 
jm Figur 6 durch elemen- 
“D. tare Betrachtung die Re- 
—_ lationen: 


r=o(-1+ VI Hr), r= U H VIE. 
Von hieraus gewinnt man die Relation (2) fast unmittelbar wieder 
und hat damit durch direete Rechnung den behaupteten geometrischen 
Charakter dieser Relation bestätigt. 
Die Bedingung für die reellen Punkte der elliptischen Ebene hatten 
wir vorhin in die Form gekleidet, dass für diese Punkte die Werte 


- 1 u ol Be 
č und — > eonjugiert complex sein müssen. Dies spricht sich jetzt mit 
> 


llilfe der &-Kugel dahin aus, dass auf ihr die beiden Punkte & und & 
diametral sein müssen. Das eben dargestellte Projeetionsverfahren giebt 
eine geometrische Bestätigung dieses Satzes. 

Übrigens stellt sich geräde wie im hyperbolischen Falle so auch 
hier die &-Kugel als gleichberechtigt neben die elliptische Ebene und 
die &-Ebene, und wir werden im nächsten Paragraphen noch ausführ- 
licher die Eigenart der celliptischen Maassbestimmung auf der &-Kugel 
(welche direet die elementare Maassbestimmung auf der &-Kugel ist) 
zu verfolgen haben. Mit Rücksicht darauf constatieren wir gleich 
hier, dass der vom Mittelpunkte an die Kugel gehende imaginäre 
Umhüllungskegel X’ +23” +7=0 (wen hierbei X =z, Y=y 
und Z rechtwinklige Coordinaten durch den Kugelmittelpunkt bedeuten) 
aus der elliptischen Ebene gerade deren absoluten Kegelschnitt aus- 
schneidet. Ihieraus folgt damı insbesondere, dass wieder die beiden 
dureh den einzelnen Kugelpunkt hindurch laufenden imaginären Er- 
zeugenden bei der Centralprojeetion auf die elliptische Ebene dortselbst 
die beiden vom projieierten Punkte an den nullteiligen absoluten Kegel- 
schnitt zu legenden Tangenten liefern. Dieses Sachverhältnis ist für 
die Auffassung der elliptischen Winkelmessung auf der &-Kugel grund- 
legend. Endlich bemerken wir, dass wir die Kugeloberfläche auch 
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hier auf Grund einer analytischen Maassnahme hätten einführen kön- 
nen, welche der oben im hyperbolisehen Falle befolgten (cf. pg. 2-4) 
genau entspricht; doch verfolgen wir dies nicht weiter. 

Betrefts der Beziehung der elliptischen Ebene zur &-Kusgel und 
E- Ebene, wie wir dieselbe dureh Figur 6 festlegten, gelten folgende 
Sätze Die geraden Linien der elliptischen Ebene gehen auf der 
&-Kugel in grösste Kreise derselben über, und die letzteren liefern 
ihrerseits Kreise der &-Ebene, die leicht näher zu beschreiben sind. 
Vor allem gehört zu ihnen der Einheitskreis der &-Ebene, d. h. der 
Kreis mit dem Radius 1 um &=0. Im übrigen gehen die grössten 
Kreise der Kugel in diejenigen Kreise der -Ebene über, elche den 
Einheitskreis in zwei diametralen Punkten sehmeiden; und das System 
dieser Kreise ist es also. welches dem System der Geruden der elliptischen 
Ebene correspondiert. In der elliptischen Ebene giebt es keine reellen 
unendlich fernen Punkte. Daher fehlen die letzteren im Sinne der zu 
übertragenden elliptischen Maassbestimmung auch auf der &- Kugel und in 
der &- Ebene. 

Die Zweideutigkeit der Beziehung der &-Ebene zur elliptischen 
Ebene giebt hier zu einer eigenartigen Auffassung der letzteren Anlass. 
Wir werden gemäss der in Figur 7 angedeuteten Projectionsweise die 





Fig. 7. 


elliptische Icbene mit einer zweiseitigen Dedeckung von Zuhlwerten 5 ver- 
schen). Dabei wird die obere Halbkugel in die untere Belegung über- 
gehen, die untere Halbkugel in die obere. 

Ganz dasselbe hätte, wie wir hier nebenher bemerken, bereits beim 
Bllipseninneru der Iyperbolischen Ebene stattfinden können. Indessen 


*) Man verwechsele diese Maassnahme nicht mit der in der Funetionentheorie 
sonst üblichen Bedeckung der ¢-Ebene durch zwei oder mehrere Blätter einer 
gewöhnlichen Riemann’schen Fläche. Letztere liegen alle auf derselben Seite der 
zu überdeckenden Ebene. 
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wird erst hier im elliptischen Falle die zweiseitige Bedeckung besonders 
folgenreich; vermöge dieser Vorstellungsweise werden wir nämlich die 
„Bewegungen“ der elliptischen Ebene in sich in gewissem Sinne vollstän- 
diger auffassen können. Diese Bewegungen entsprechen einfach, wie 
wir noch ausführlicher im nächsten Paragraphen nachweisen, den 
Drehungen der &-Kugel um ihren Mittelpunkt. Das dabei eintretende 
Verhalten der elliptischen Ebene veranschauliche man sich mit Hülfe 
von Figur 7, indem man sich die Kugel um irgend einen ihrer Durch- 
messer laugsam gedreht denke. Beide Seiten der Ebene bleiben fest 
mit einander in Verbindung; aber das Bemerkenswerte ist, dass beide 
Seiten dabei fortwährend in einander übergehen. Man hat sich somit die 
Vorstellung zu bilden, dass beide Seiten der elliptischen Ebene wie bei 
einer sogenannten Doppeljläche eontinwierlich in einander übergehen und 
vermöge dieses Überganges ein einziges durchaus zusammenhängendes Gc- 
bilde abyeben. 

Die Entdeckung solcher Flächen, deren beide Seiten continuierlich 
in einander übergehen, und die sonach nicht als Grenzen von Körpern 
aufgefasst werden können, verdankt man Moebius, worüber man 
dessen letzte Abhandlung „Über Polyeder“*) vergleichen wolle. Die 
einfachsten Doppelflächen sind übrigens berandete Flächen, und es ist 
in Figur 8 zum besseren Verständnis eine Fläche dieser Art abgebildet, 

welche, wie man sich überzeugen 
: wolle, cine einzige in sich zurück- 


” e E laufende Randcurve besitzt. Anschau- 
\ 


j| lich völlig zugängliche Doppelflächen, 
Eu ze die geschlossen sein sollen, kann 
-y — u A 


\ FT _ #8 man nur dadurch herstellen, dass man 
`~ E.. 


ne Selbstdurchdringungen der Fläche zu- 
lässt. Die elliptische Ebene und über- 
haupt die Ebene der projectiven Geometrie ist nur in dem Sinne eine 
sich selbst nicht durchdringende geschlossene Doppelfläche, dass der 
Zusammenhang durch diejenigen Elemente der Ebene hergestellt ist, 
welcke im Sinne unserer gewöhnlichen Raumauffassung (jedoch nicht 
im Sinne der elliptischen Maassbestimmung) unendlich fern sind. Die 
Auffassung der Ebene als Doppelfläche, welche für das Gesamtgebict 
der projectiven Geometrie sehr wesentlich ist, wurde zum ersten Male 
von Schläfli und Klein in den Mathem. Annalen Bd. 7 pg. 550 (1874) 
entwickelt. 


*) Berichte der Leipziger Gesellschaft der Wissenschaften von 1865 oder 
Band 2 der gesammelten Werke. Wegen der allgemeinen Auffassung vergl. man 
auch Dyek in den Mathem. Annalen Bd. 32, pg. 473 u. f. (1888). 
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ll. Übertragung der elliptischen Maassbestimmung auf die 
&£-Ekene und £-Kugel. 






















Wie vorhin im hyperbolischen Falle werden wir auch jetzt die 
elliptische Maassbestimmung aus der projectiven Coordinatenebene der 
7; auf die &-Ebene und die -Kugel übertragen und sprechen dann 
von einer elliptischen Maassbestimmung in der &-Ebene ber. auf der 
&-Kugel. Wir sagten bereits, dass die elliptische Maassbestimmung, auf 
die E- Kugel übertragen, genau identisch mit der elementaren Maassbestim- 
mung der sphärischen Geometrie wird. 

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir nur auf die Ausdrücke 
für Entfernung E(x,y) und Winkel WW(u,. v) in der elliptischen Ebene 
unter Zugrundelegung der Gleichungsformen: 


- 2 E Y i 2 2 2 
fre = I, u” a =), Puu = 1R -- U, -1- U. =—=( 
ER . . ..n . . . i 
zurückzugehen. Die Constanten & und x identificieren wir mit — , 


und benutzen übrigens in den Formeln für EZ und W an Stelle des 
Logarithmus cyclometrische Functionen. Dann ist, wie man aus (6) 
und (7) pg. 4 auf Grund bekannter elementarer Formeln schliefst: 


= UY C Ho C U 
(1) Bee) = arccos | nr hh Ts =, 
E TE a n T 

r wre lla Co U, U 
2) Pila, y)—arccos Euch Here ptasi 


je tu tur? a TA 
Hierbei werden die Quadratwurzeln überall eindeutig bestimmt sem, 
wenn wir noch festsetzen, auf welcher Seite der elliptischen Ebene 
die Punkte bez. geraden Linien gelegen sein sollen. 

Nunmehr bemerke man, dass wir für das Strahlevbündel, dessen 
Centrum der Kugelmittelpunkt ist, gemäss den durch Figur 6 darge- 
legten Verhältnissen in den c; rechtwinklige Strahleneoordinaten und 
in den a; zugehörige Ebeneneoordinaten besitzen. Da liefern nun die 
Formeln (1) und (2) direct die Maasszahlen für die Winkel zwischen 
zwei Strahlen bez. zwischen zwei Ebenen im Sinne iler Elementar- 
geometrie. Der tiefere Grund hierfür legt natürlich in der bereits 
hervorgehobenen Thatsache, dass der vom Kuzelmittelpunkte auslan- 
fende von der elementaren Maassbestimmung benutzte Kegel: 

++ 7-0 
aus der elliptischen Ebene der Figur 6 gerade deren absoluten Kegel- 
Schnitt ausschneidet. Nun ist aber die Maassbestinmnung im Strahlen- 
bündel geradezu identisch mit der Maassbestimmung der sphärischen 
Geometrie auf der Oberfläche derg - Kugel. Die aufgestellte Behauptung 
erscheint von hieraus selbstverständlich. 
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Wollen wir dies für die Winkelmessung noch etwas weiter ausführen, 
so benutze man wie oben, dass die Doppelverhiiltnisse von irgend vier 
von einem Punkte auslaufenden Fortschreitungsriehtungen gegenüber 
irgend welchen Projectionen den Charakter der Invarianz besitzen. Die 
Tangenten vom Scheitelpunkte eines Winkels der elliptischen Ebene an 
den absoluten Kegelschnitt, welche mit den beiden Schenkeln das zum 
Winkelmaass führende Doppelverhältnis liefern, übertragen sich aber, 
wie wir schon bemerkten, auf der &-Kugel in die beiden geradlinigen 
lörzeugenden durch den betreffenden Punkt. Diese wiederum liefern 
in der &-Ebene die beiden Strahlen vom Scheitelpunkt des Winkels 
nach den Kreispunkten. Daher müssen die Winkel der elliptisehen 
Maassbestimmung auf der -Kugel und der &-Ebene mit den elementaren 
Winkeln daselbst direet übereinstimmen. 

Weiter folgern wir, dass die „Dewegungen“ der elliptischen Ebene 
in sich beim Übergany zur Kugel den elementaren Charakter der Drehungen 
der Kugel um ihren Mittelpunkt annehmen. In der That drücken sich 
in & nach pg. 17 u. f. die „Bewegungen“ der elliptischen Ebene durch 
die dortigen Substitutionen (4) aus, in welchen wir «, ß, 7, Ò in der 
Gestalt (7) pg. 18 anzusetzen haben, d. h. durch die Substitutionen: 

(3) vo UHiDEHetid l 

i (— c + id) é + (a — ib) 
wobei a, b, c, d irgend vier reelle nieht durchgängig verschwin- 
dende Zahlen sind. Diese wichtigen Substitutionen, an die wir später 
noch oft auknüpfen werden, stellen nun in der That die Gruppe der 
Drohungen der -Kugel um ilaren Mittelpunkt dar, wie mt aller Aus- 
führlichkeit in „Ikos.“ pg. 52 f. abgeleitet ist. 

Eine grosse Beschränktheit, welche der elliptischen Maassbestim- 
mung im Gegensatz zur hyperbolischen anhaftet, besteht darin, dass 
wir hier nur zu elliptischen &-Substitutionen geführt werden, wie 
schon gelegentlich angedeutet wurde. Man kann dies entweder aus 
der geometrischen Natur einer Kugeldrehung um den Mittelpunkt 
ohne weiteres einsehen oder auch analytisch aus der Gestalt der 
Substitution (3) nachweisen, wobei man „M.“ 1 pg. 164 heranzielien 
wolle. 

Die Continuität der Gruppe aller pg. 17 u. f. bestimmten reellen 
Collineationen und damit aller &-Substitutionen (3) ist hier aus der 
scometrischen Bedeutung dieser Gruppe aufs neue evident geworden. 
(Gleichwohl bietet sich jetzt, wo wir über die &-Ebene und &-Kugel 
verfügen, die Möglichkeit der Erweiterung unserer continuierlichen 
Gruppe auf eine Gruppe der zweilen Art Die Transformation der 
-Kugel vermöge der sogenannten Diamcetralsymmetrie, wobei immer zwei 
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diametrale Punkte ausgetauscht erscheinen, wird durch die &-Substi- 


i . . , ae 1 . . . 
tution zweiter Art & = — dargestellt, wobei é der zu E conjugierte 
























Wert ist und wie immer der Übergang von & zu € gemeint ist. Für 
die elliptische Ebene entspricht dieser Substitution, so lange wir jene 
sbene wie anfänglich als einfache Coordinatenebene der z; denken, die 
identische Transformation, die im besonderen eine Veränderung der £, 
d. h. ihrer Verhältnisse, nicht im Gefolge hat. Benutzen wir hingegen 
die oben entwickelte Vorstellung der doppelseitigen elliptischen Ebene, 
so bedeutet die Diametralsymmetrie der &-Kugel den Austausch der 
beiden Seiten der elliptischen Ebene. Analytisch entspricht dem, dass 
man neben den Coordinaten x, , %,, £ die Quadratwurzel Vri? + r + 73? 
in Betracht zieht, die dann beliebig im Vorzeichen geändert werden 
kann. Durch die hiermit gegebene Erweiterung entspringt aus der 
bisher eontinuierlichen Gruppe der Bewegungen eine Gruppe zweiter 
Art von &-Substitutionen, welche neben den Substitutronen (3) noch di- 
jenigen der zweiten Art enthält: 


(4) O E le), _ 

i (—c + idg + la — ib) 

Statt übrigens die eben genannte Transformation der Diametral- 
symmetrie zu benutzen, kommen wir zu derselben Gruppe zweiter Art, 
wenn wir die Operationen (5) mit der Spiegelung an irgend einer 
Diametralebene combinieren; man vergleiche hiermit auch die Erörte- 
rungen in „lkos.“ pe. 25 ff. 





Die Substitutionen vom Typus ı5) sind in dieser Gestalt zuerst 
von Riemann in der Minimalflächentheorie benutzt: man vergl. hierzu 
den Artikel 8 von Riemann’s Abhandlung „Über div Fläche vom klein- 
sten Inhalt bei gegebener Digrenzung“*). Im übrigen hängen die trag- 
lichen Substitutionen enge mit der Mehrzahl der Untersuchungen zu- 
sammen, die wir oben (pg. 19) bei Besprechung der Bewegungen der 
elliptischen Ebene zu nennen hatten. Man sehe hierüber und nament- 
lich auch über die Beziehungen zur Quaternionentheorie die Entwick- 
lungen und litterarischen Nachweise in „Ekos pe. 55 #. nach. 

Die Beziehung der sphärischen Geometrie zur elliptischen ist in 
der hier in Betracht kommenden Weise von Klein in seinen ersten 
Arbeiten „Über die sogenannte nicht-euklülische Geometrie **) entwickelt 





*) Abhandlungen der Göttinger Gesellsch. d. Wiss. Bd. 13 186% oder Werke 
p. 291. i 
**, Mathem. Annalen Bd. 4 und 6 (1872 und 73). 
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worden. Späterhin sind Newcomb*), Killing**) und Klein***) 
wiederholt auf diesen Gegenstand zurückgekommen. Übrigens beziehen 
sich diese letzteren Untersuchungen zumeist gleich auf sphärische bez. 
elliptische Räume von drei und mehr Dimensionen, welche als solche 
der unmittelbaren Anschauung nicht mehr zugänglich sind. 


$ 12. Dio hyperbolische Maassbestimmung im Raume und die 
zugehörigen „Bewegungen“. 


Die Begründung der projectiven Maassbestimmung im Raume ge- 
schieht analog wie. m $ 1, pg. 3 u. f, in der Ebene. Es wird eine Fläche 
zweiten Grades f;. = als absolutes Gebilde zu Grunde gelegt, worauf 
die Definition der Entfernungen und Winkel durch Logarithmen von 
Doppelverhältnissen gerade so wie oben zu geben sind: um die Ent- 
fernung zweier Punkte anzugeben, muss man die beiden Schnittpunkte 
der durch sie bestimmten Geraden mit der Fläche f, = 0 aufsuchen 
und das Doppelverhältms dieser vier Punkte berechnen ete. 

Je nach der Natur der absoluten Fläche zweiten Grades haben 
wir eine grössere Reihe von Fallunterscheidungen; doch werden wir 
aus Gründen, die im nächsten Paragraphen zu entwickeln sind, später- 
hin nur diejenige Ayperbolische Maassbestimmung gebrauchen, welche 
sich auf eine einteilige, nicht geradlinige Fläche zweiten Grades als 
absolutes Gebilde bezieht. Es ist zweckmässig, diese Fläche zweiten 
Grades sogleich als Kugel anzunehmen, und wir wollen die letztere 
vegeben denken durch die Gleichung: 


1) f: = a H a H a I aa N. 
Gerade wie oben werden wir zumeist nur das Kugelinnere als „hyper- 
bolischen“ Raum bezeichnen. Übrigens wird es hier mach den Vor- 
übungen der vorangegangenen Paragraphen gestattet sein, die Sehluss- 
weise fortan etwas mehr im Sinne der allgemeinen projectiven Geo- 
metrie durchzuführen. Speciell werden sogleich die geradlinigen Er 
zeugenden der Kugel, welche wir schon wiederholt nannten, explicit 
zur Verwendung kommen. 

Um die „Bewegungen“ des hyperbolischen Raumes in sich zu ge- 


*) „Ælemenlary theorems velating to the geometry of a space of three dimen- 
sions and of uniform positive curvature in the fourth dimension“, Crelle’s Journ. 
Bd 83 (1877). 

**) „Zwei Raumformen mit constanter positiver Krümmung“, Crelle’s Journ. 
Bd. 86 11879) und „Über die Clifford-Klein'schen Raumformen“, Matbem. Annalen 
Bd. 39 (1891). 

+E) „Zur nicht-euklidisehen Geometrie“, Mathem. Annalen Bd. 37 (1890). 
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winnen, werden wir die Gruppe aller reellen Kaumeollineationen auf- 
suchen, bei denen das absolute Gebilde (1) in sieh transformiert wird. 
Was die Mannigfaltigkeit dieser Gruppe angeht, bemerke man, dass 
eine Raumeollineation 15 wesentliche Constanten hat, eine Fläche zwei- 
ten Grades aber 9. Wir schliessen, dass eine Fläche zweiten Grades 
09° Collineationen in sich zulässt; es handelt sich hierbei im vorliegen- 
den Falle ausschliesslich um reelle Constante, und es gilt der Wert- 
vorrat eiver reellen Variabelen, wie auch bisher, als einfach unendliche 
Mannigfaltigkeit. 

Um die analytische Ausdrucksform der fraglichen Collineationen 
zu gewinnen, machen wir ähnliel wie früher von einer Parameter- 
darstellung für die Punkte der Fläche (1) Gebrauch. Wir werden da- 
durch zu zwei complexen Grössen & und & geführt werden, welche hin- 
fort für die hyperbolische Maassbestimmung im Raum in gleicher 
Weise grundlegend werden, wie vorhin bei den Betrachtungen in der 
Ebene der Parameter & der Tangentenschar des absoluten Kegelschnitts. 
Zu dem Zwecke nun ziehen wir die beiden Scharen geradliniger Er- 
zeugender der Fläche (1) heran. Diese Geraden sind auf der Fläche (1) 
imaginär, und wir müssen hier, gerade wie in § 5, vorab die Coordi- 
naten z; als beliebige complexe Variabele ansehen und dem entspre- 
chend denn auch erstlich die Gesamtheit aller reellen und imaginären 
Collmeationen der Fläche (1) in sich aufsuchen; hernach ist aus dieser 
Gesamtgruppe dann wieder die Untergruppe der reellen Substitutionen 
auszusehalten. 

Um nun die in Rede stehenden Geradenscharen zugänglich zu 
machen, schreiben wir die Gleiehung (1) um in: 


(2) (zs F 23) (2a — 23) — (a + iz) (e — iz) = 0 


und führen ein neues Coordinatensystem durch die Formeln ein: 


Ga = aF, Bea tis, nA in, men. 


Die Gleichung der absoluten Fläche ist dann yY yı — VY, = 0. und 
wir können unsere Fläche dementsprechend auf zwei Arten als Schnitt- 
gebilde projeetiver Ebenenbüschel erzeugen, indem wir entweder: 


(4) Yı — Y =0, ys — y, =O oder y, — Ey: = 0, m — fy, = V 


setzen. Hierbei sind é und & Parameter der Ebenenbüsehel und damit 
zugleich Parameter der beiden (Geradenscharen,; zu jedem Werte $ ge- 
hört vermöge (4) eine Gerade der einen Schar, zu jedem Werte £ 
eine solche der anderen Schar. Dabei sind < md E zunächst von 
enander unabhängige complexe veränderliche Grössen; erst späterhin 
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werden wir wieder & und & im früheren Sinne conjugiert complexer 
Zahlwerte benutzen. 

Im einzelnen Punkte der Fläche sehneidet sieh nun stets eine 
Gerade der einen Schar mit einer der zweiten. Beiden Geraden ge- 
hören wechselweise eindeutig zwei (im allgemeinen complexe) Werte 
E und E zu. Wir werden mm die in Aussicht genommene Parameter- 
darstelluny dadurch begründen, dass wir die Coordinaten der Punkte un- 
serer Fläche durch die zugchörigen Wertepaare €, & in der Gestalt: 

(5) y W u m C 

ausdrücken. Die Proportion (5) wollen wir noeh so umschreiben, dass 
wir Romoyene Veränderliche ¢ = £ : & und 6 = ¢, : & einführen; es ist 
dann: 

(6) Yi | Yz © Yz: Ya = É Éi £ Erf: Efi £ babo. 

Benutzt man die zweite und vierte Gleichung (4), so folgt auf 
Grund von (3) als Beziehung zwischen den ursprünglichen Coordinaten 
x; der Flächenpunkte und den Parametern ¢ und & dieser Punkte 
einerseits: 


(7) De 2 + S i £ a 6; 


aa =3 “o ES 
sowie andererseits: 
(5) akt, = (EHE: — HE — Ee e 

Wir lesen aus (7) und (8) insbesondere den folgenden wiehtigen 
Satz ab: Den reellen Punkten der Kuyel (1) gehören conjugicri complexe 
Werte der Parameter &, € zu und umgekehrt. 

Die Raumcollineationen, dureh welche die absolute Fläche in sich 
selbst übergeführt wird, zerfallen nun in zwei Arten: bei emer Colli- 
neation erster Art erscheint jede Gradensehar in sich selbst trans- 
formiert, bei einer solehen der zweiten Art tritt eine Permntation 
beider Scharen ein. 

Handeln wir zuvörderst von den Collineationen erster Art, so ist 
bei einer einzelnen solchen jede Geradensehar anf sieh selbst collinear 
bezogen. Die allgemeinste Beziehung dieser Art stellt sich aber aus 
funetionentheoretischen Gründen notwendig durch eine beliebige lineare 
Substitution des Parameters der Schar dar. Wir werden also zu der «ll- 
gemeinsten Collineation erster Art gelührt, wenn wir auf & und & simultan 
die Substätutionen: 

(n) eh, E 
197% yt 


L 


ausüben, wo «u, B ..p, ð acht complexe Coefficienten sind, nur so gewählt, 
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dass die Determinanten («ð — By) und (ad — By) von null verschic- 
sind. 

Durch (9) ist die Collineation nur erst für die Punkte der Ober- 
Bäche selbst dargestellt. Um sie als Uullineation des gesamten Raumes 
zu schreiben, haben wir vermöge (5) oder (6) auf die y zurückzugehen. 
Man hat hier etwa in homogener Schreibweise zu setzen: 


Y = E eE FEE) + BE) = eai + aby + Bay + B.B 
wo rechter Hand die Producte der &,, &, &, & wieder auf Grund von 
(6) durch die y1, Y2, Yz, Yı ausgedrückt sind. Als allgemeimste (iestall 
einer (reellen oder complexen) Itaumeollincation erster Art der absoluten 
Fläche in sich hat man somit: 


„= aN > ay F Bay, == BPY.: 
(10) | z + «dY + PPY + Boy. 
o pan FYI + day; + ò Pia: 
Y = V7) + VOY + dry, + ÖÖM. 


Des näheren ergiebt sich, wie man leicht feststellt: 


qe 
tv 
| 


Al) VY — Y Ys = (ed — By) (ad — Br) da — YW): 

Die Gesamtheit aller Collineationen zweiter Art der absoluten 
Fläche in sich ergiebt sich nun sofort, indem wir die Vertauschung 
von ¢ und & hinzunehmen. Wir werden zunächst sagen: Die gesamten 
Collineationen zweiter Art der absoluten Fläche inm sich worden geliefert 
von den simultanen linearen Substitutionen: 

(12) Pi rae 

a u A 
Im Übrigen aber beachte man dass der Vertauschung von & und $ die 
folgende Substitution der y entspricht: 


= Y=, Ys =Y YSI. 
Diese also miissen wir mit den Formeln (10) combinieren, um die se- 
samten Collineationen zweiter Art der Fläche in sich zu gerınmen. 
Wann werden wir nun mit einer reellen Collineation des ursprüng- 
lichen hyperbolischen Raumes der z; zu thun haben? Man kann, um 










hierüber zu entscheiden, entweder die Collineation (10) anf die z, um- 
rechnen und die Realität der neuen Coeltieienten disentieren, oder 
man kann, was noch directer ist, an die Substitutionen /9) nnd (12) 
anknüpfen und den Satz benutzen, dass reellen Punkten der Kugel 
eonjugiert complexe &, & zugehören. Beides führt zum Resultat: Man 
stets und nur dann mil viner reellen Collineattion des anfangs 20 
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Grunde gelegten hyperbolischen Ranmes zu thun, wenn in (9) bez. (12) 
die vier Coeffieienten «, B, y, Ò die zu «, B, y, d conjugiert complexen 
Zahlwerte darstellen. In diesem Falle, der für uns hinfort einzig in 
Betracht kommen wird, ist die zweite Substitution (9) bez. (12) immer 
bereits durch die erste mitgegeben. 

Was nun hier endlich noch über die „Bewegungen“ des hyper- 
bolischen Raumes zu sagen ist, liegt nach Analogie mit der hyper- 
bolischen Ebene fast unmittelbar auf der Hand. Die Gesamtgruppe 
aller reellen Collineationen der Fläche (1) in sich ist eine Gruppe 
zweiter Art und besteht aus zwei eontinuierlichen Scharen von Opce- 
rationen. Die in ihr enthaltene Untergruppe erster Art, aus allen Sub- 
stitutionen (9) bestehend, liefert die gesamten „Bewegungen“ des hyper- 
bolischen Raumes in sich; die zweite continnierliche Schar der Substitutionen 
(12) entspringt durch Combination der Dewcgungsgruppe mal einer em- 
zelnen „symmetrischen Umformung“ des Iyperbolischen James an einer 
Ebene. Da die «, B, 7, Ò gegenwärtig beliebige complexe Zahlen 
sind, die indes nur in ihren Quotienten zur Wirkung kommen, ao ent- 
hält die in Rede stehende Gruppe co® Operationen; es stimmt dies 
mit der schon oben vollzogenen vorläufigen Abzählung überem. 

ls erübrigt noch, dass wir die jetzige Parameterdarstellung £, z 
mit den früheren in Beziehung setzen. Wir bezeichneten früher mit 
é, & die Parameter der beiden von einem Punkte der Ebene an den 
absoluten Negelschnitt laufenden Tangenten, insbesondere der beiden 
von dem Punkte nach den Kreispunkten der &-Ebene hingehenden 
Geraden. Nun waren die verschiedenen Übertragungen der Ebene auf 
die Kugel durch irgend welche Projectionen von uns immer so einge- 
richtet worden, dass die genannten Tangenten resp. Verbindungsgeraden 
sich direct in die geradlinigen Erzeugenden der Kugel verwandelten. 
Deshalb sind die früheren &, & genau wie die jetzigen Parameter, 
welche die Iorzeugenden der beiden Scharen auf der Kugel eindeutig fest- 
legen, und in der That erweisen sie sich, von kleinen Änderungen in 
der Bezeichnung abgesehen, die wir hier mcht ausführlich discutieren 
wollen, mit den jetzigen é, & geradezu als identisch. Die conjugierten 
Werte ¢, &, welche wir jetzt einem reellen Kugelpunkte beilegen, sind 
dann auch mit denjenigen &-Werten identisch, welche man ilmen in 
der Functionentheorie erteilt, wenn man die Kugel als Riemann’sche 
Isugelfläche benutzt; wir kommen sofort darauf zurück. 

Die hier gebrauchte Parameterdarstellung für die Punkte einer 
Fläche zweiten Grades ist von Plücker*) eingeführt und seither 


*) In Crelles Journal, Bd. 36 (1847). 
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äusserst häufig in Benutzung genommen worden; man vergl. dazu anch 
„Ikos.“ pg. 179 ff. Im übrigen ist hier vor allem wieder Cayley zu 
nennen, der die Aufgabe, die Collineationen einer Fläche zweiten (rades 
in sich aufzustellen, wiederholt behandelt hat; speciell die quaternäre 
Substitution (10) findet sich in der Abhandlung „On the homographic 
transformation of a surface of the second order into itself "*) abgeleitet. 
Die Deutung des & auf der gewöhnlichen Riemann’schen &-Kugel durch 
die geradlinigen Erzeugenden sowie die im nächsten Paragraphen zu 
vebende speciclle Schilderung der einzelnen „Bewegungen“ ist zuerst 
von Klein im Bde. 9 der Mathem. Annalen entwickelt („Über binäre 
Formen mit linearen Substitutionen in sich selbst“, 1575). 


$ 13. Zusammenhang der Kreisverwandtschaften mit der 
hyperbolischen Geometrie. Die Rotationsuntergruppen im hyper- 
bolischen Raume. 


Wie eben zuletzt, so beziehen sich auch weiterhin unsere Be- 
trachtungen einzig auf den reellen Raum der z;, so dass & und & wieder 
eonjugiert complexe Grössen sind. Von den Substitutionen (9) und 
(12) $ 12 dürfen wir also jedesmal die zweite sparen, da sie ja mit 
der ersten (als zu ihr conjugiert) sogleich mitgegeben ist. 

Wir sagten bereits, dass wir die als absolutes CGrebilde der hyper- 
bolischen Maassbestimmung zu Grunde gelegte Kugel direct als &- Kugel 
im früheren Sinne, d. h. als Trägerin der complexen Werte & im gewöhn- 
lichen Riemann’schen Sinne anzusehen haben. Um diesen Satz hier noch- 
mals in besonders elementarer Weise darzulegen, gestalten wir das Co- 
ordinatensystem der 2; des vorigen Paragraphen in em rechtwinkliges 
Cartesisches System um, indem wir setzen: 


(1) aree 20 2:98:27]; 


es ergiebt sich so aus den Formeln (7) pg. 46 und (1) pg. H: 


i X-+iıy A = er 
(2) T "= Aa JI Ta El, 


und eben hierdurch stellt sich in bekannter Weise die stereographische 
Projection der &-Ebene auf die Kugeloberfläche dar (cf. „Ikos pg. 52). 

Nun stellen aber in der Funetionentheorie die linearen Suhstitu- 
tionen der £, é bekanntlich die allgemeinsten Kreisverwandtschaften 
in der &-Ebene bez. auf der -Kugel dar („M“ I pe. 165 1). Die- 
selben Substitutionen erhielten in den Formeln (9), (10) des vorigen 
Paragraphen ihre einfache Bedeutung für den Iıyperbohschen Ran. 


*) Philosophical magazine, Bd. 7 pg. 205 (18314). 
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Es gilt also der Satz: Führt man eine beliebige „Dewegung“ des hyper- 
bolischen Raumes in sich aus, so erfährt dabei die &- Kugel eine Kreis- 
verwandtschaft, wl die Gesamtgruppe der Bewegungen liefert gerade die 
gesamten «directen Kreisverwandtschaften; die Schar der reellen Colli- 
neationen zweiter Art uber liefert entsprechend «ie gesamten indirecten 
Kreisverwandtschaften. Dieses Resultat kann nicht überraschen; denn 
bei einer Collineation der &-Kugel in sich geht jede Ebene des hyper- 
bolischen Raumes wieder in eine solche über, und also der ebene 
Schnitt mit der &-Kugel gleichfalls in einen solchen. Die &-Kugel 
erfährt also eine Transformation, bei welcher Kreise in der That stets 
in Kreise übergehen, d.i. eine IKreisverwandtschaft. Es folgt aber aus 
dem vorigen Paragraphen, wie wir sahen, noch mehr, nämlich dass 
auch jede directe Kreisverwandtschaft der -Kugel sich durch eine „Be- 
wegung“ des ıyperbolischen Raumes in sich ausführen lässt. 

Zum Zwecke späterer Entwicklungen ist es wünschenswert, die 
Coineidenz der linearen &-Substitutionen erster Art mit den „Be- 
wegnngen“ des hyperbolischen Raumes noch weiter zu verfolgen. Wir 
kommen hier zu Vorstellungen, welche die Verallgemeinerung der in 
$ 9 pe. 32 für die Ebene entwickelten Anschauungen abgeben. Übri- 
gens sind die Einzelheiten der im hyperbolischen Raume vorliegenden 
Verhältnisse für später nicht von der gleichen Wichtigkeit, wie die- 
jenigen der projectiven Ebene, und werden zumal bei den Unter- 
suchungen des zweiten Abschnittes völlig in den Hintergrund treten. 
Bei dieser Sachlage dürfen wir uns hier entsprechend kürzer fassen. 

Man mache sich vor allem die Lage der Bahncurven und Niveau- 
flächen klar, die im hyperbolischen Raume einer einzelnen elliptischen, 
parabolischen, hyperbolisehen oder endlich loxodromischen &-Substitution 
entsprechen. 

Für die einzelne Substitution lege man zu dem Zwecke die 
seradlinige Kugeltransversale zwischen den beiden Fixpunkten und 
die dieser 'Iransversale zugehörige ausserhalb der Kugel gelegene 
Polare fest. 

Hat man alsdann eine nicht-loxodromısche Substitution, so ist die 
Sachlage sehr einfach: Die beiden Ebenenbüschel durch die soeben 
genannten Geraden schneiden auf der Kugel das System der Bahn- 
und Niveaulinien aus (man vergl. hierzu die Entwicklungen in „M.“ 
I pe. 169). Die eine der beiden Geraden bleibt bei Ausführung der 
Bewegung Punkt für Punkt fest, und das ihr zugehörige Ebenenbüschel 
wird man als das System der Niveauebenen bezeichnen können. Die zu 
diesem Ebenensystem im Sinne der Maassbestimmung gehörenden ortho- 
gonalen Trajeetorien sind die Bahneurven; im gewöhnlichen Sinne sind 
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die letzteren Kegelschnitte, welche die g- Kugel, allgemein zu reden, 
in zwei Punkten berühren, nämlich in denjenigen beiden Punkten, in 
welchen die Kugel von der anderen Geraden geschnitten wird. 
Etwas complicierter liegen die Verhältnisse bei einer loxodromischen 
&-Substitution. Hier winden sich, um nur auf das lunere der 5-Kugel 
zu achten, die Bahucurven unendlich oft spiralförmig um die Ver- 
bindungsgerade der beiden Fixpunkte, welche letztere Anfangs- und 
Endpunkt der einzelnen Spirale abgeben. Für den Fall, dass die beiden 
Fixpunkte Endpunkte eines Kugeldurchmessers sind, wurden die auf der 
Kugeloberfläche selbst in Betracht kommenden Verhältnisse bereits in 
„M.“ I pg. 170 untersucht, wo denn auch der Ursprung des Namens 
„loxodromische“ Substitution bereits hervorgehoben wurde; die gegen- 
wärtige Entwicklung stellt die projective Verallgemeinerung der da- 
maligen vor. 
Unter den &-Substitutionen zweiter Art spielen die sogen. Spieye- 
lungen oder symmetrischen Umformungen an Kreisen eine bevorzugte 
Rolle (cf. „M.“ I pg. 197). Im hyperbolischen Raume der z; sind die 
ihnen correspondierenden Collineationen zweiter Art sogen. harmonische 
Perspectivitäten. Bei der einzelnen solchen Transformation bleibt ein 
Punkt ausserhalb der Kugel und die diesem Punkte bezüglich der 
Kugel zugehörige Polarebene Punkt für Punkt fest. Die übrigen Punkte 
permutieren sich zu Paaren in der Weise, dass die Verbindungsgerade 
zweier zusammengehörenden Punkte durch den äusseren Fixpunkt 
zieht, während zugleich diese drei Punkte samt dem Schnittpunkte 
ihrer Geraden mit der schon genannten Polarebene ein harmonisches 
Quadrupel bilden. Im Anschluss hieran erwähnen wir noch, dass eine 
harmonische Perspectivität mit Centrum im Kugelinnern auf den gleich- 
falls in „M.“ I pg. 198 betrachteten Fall einer Inversion an einem 
imaginären Symmetriekreis führt. — 
Ein bemerkenswertes und späterhin oft zur Verwendung kommen- 
des Princip, aus der für den hyperbolischen Raum gewonnenen Cre- 
mtgruppe Untergruppen auszuschalten, gründet sich anf folgende 
Maassnahme. Wir sammeln die gesamten reellen Collineutionen unserer 
Gruppe, welche einen vorgeschriebenen Punkt des hyperbolischen Kaum s 
zum Firpwikte haben. Es ist klar, dass diese Collineationen für sich 
eine Untergruppe bilden. Die hierbei zur Geltung kommenden Colli- 
Neationen erster Art wird man als „Rotationen“ um den gewählten 
uukt bezeichnen können: es sei dieserhalb erlaubt, die hier gemeinten 
Untergruppen als Ztotationsyruppen und den fest gewählten Punkt als 
zugehöriges Centrion zu bezeichnen. 
Die Rotationsgruppen ordnen sich ersichtlich in drei Classen an, Je 
y. 
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nachdem das Centrum ausserkalb, innerhalb oder auf der absoluten Kugel 
der Iıyperbolischen Maassbestimmung gelegen ist. 

Eine Gruppe der ersten Classe lag bereits oben in $ 6, pg. 23 u. f. 
vor, als wir die hyperbolische Ebene durch orthographische Projection 
auf die Kugel übertrugen. Es handelt sich dort um diejenigen Be- 
wegungen des hyperbolischen Raumes, welche einen im Sinne der 
gewöhnlichen Raumanschauung unendlich weit gelegenen Punkt fest- 
lassen, und es ergiebt sich, dass dieselben mit den Bewegungen der 
hyperbolischen Ebene in sich direet identisch sind. Analog treffen wir 
eine Gruppe 2t Classe in $ 10, pg. 38, bei Übertragung der elliptischen 
Ebene auf die Kugel. Die Übertragung geschah dureh Centralprojection 
vom Kugelmittelpunkt aus und die Bewegungen der elliptischen Ebene 
verwandelten sich in Übereinstimmung hiermit in diejenigen Bewegungen 
des hyperbolischen Raumes, welche den Kugelmittelpunkt festlassen. 
Nun bemerke man, dass eine analoge Deziehung notwendigerweise immer 
auftritt, wenn wir das Centrum einer Rotationsgruppe ausserhalb oder 
innerhalb der Kugel annehmen. 

Zum Beweise benutze man den Umstand, dass die Polarebene des 
Centrums bezüglich der Kugel dureh die Operationen der Untergruppe 
in sich transformiert wird, und dass innerhalb dieser Polarebene der 
Schnittkreis derselben mit der Kugel insbesondere wieder eollinear auf 
sich selbst bezogen erseheint. Dieser Sehnittkreis ist einteilig oder 
nullteilig, je nachdem das Centrum ausserhalb oder innerhalb der 
Kugel hegt. Hiermit haben wir aber für die projeetive Auffassung 
, pg. la, an Men 
Gruppen der hyperbolischen, bez. der elliptischen Ebene hinführte. 

Liegt das Centrum auf der Kugel selbst, so wird das Resultat 
etwas anders. Es ist zweckmässig, die Überlegung in folgender Weise 
direct an é anzusehliessen. Man denke & so gewählt, dass im Cen- 
trum der Gruppe der Wert &= œ vorliegt, was nötigenfalls durch 
lineare Transformation von & erreichbar ist. Alle Substitutionen erster 
Art der Untergruppe, um nur von diesen zu spreehen, werden daun 
in der Gestalt: 

(3 =at + B 

erseheinen; denn dies sind die Substitutionen, welche &=c zum 
Yixpunkte haben. Der Vergleich mit (2) und (3) pg. 8 u. f. liefert 
den Satz: Line Tolationsgruppe mit Centrum auf der Kugel ist nicht direct 
identisch mit der in S 2 aus der parabolischen Maassbestimmung abgeleiteten 
Gruppe; sie umfasst jedoch die letztere und entspringt aus ihr durch Zu- 
satz der Gruppe aller Ahnliehkeitstransformationen: 


(4) p = a$. 


genau den Ansatz wiedergewonnen, der in § 4 
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Auf die so erweiterte Gruppe hätten wir bereits oben (pg. 10) bei 
Besprechung der parabolischen Maassbestimmung eingehen können. 
Gegenüber der erweiterten Gruppe würde alsdann zwar der damalige 
Ausdruck Wu, v), nicht aber E(x, y) den Charakter der Invarianz 
besessen haben; in der That stellt ja die Ähnlichkeitstransformation 
eine zwar conforme, aber nicht congruente Abbildung dar. 

Mit diesen Erörterungen sind die Gruppen der Ebene, die wir 
früher nur beiläufig auf die $- Kugel übertragen haben, allgemein und 
systematisch in die Betrachtung des auf die Kugel als absolute Fläche 
zu sründenden hyperbolischen Raumes eingeordnet. 

Wir verweisen zum Schluss noch auf die Untersuchung von 
Schilling im 44°® Bande der Mathematischen Annalen*), es wird 
dort die geometrische Betrachtung der Bewegungen des hyperbolischen 
Raumes nach verschiedenen Seiten weiter entwickelt. 


$ 14. Beziehung des hyperbolischen Raumes auf den -Halbraum. 


Man wird bemerkt haben, dass die Entwicklungen über den 
hyperbolischen Raum zahlreiche Analogieen zu den bei der hyper- 
bolischen Ebene besprochenen Verhältnissen darbieten. Es gilt hier 
zum Schluss diese Analogieen noch weiter auszudehnen, indem wir der 
pg. 22 u. f. entwickelten Beziehung zwischen der hyperbolischen Ebene 
und der &-Halbebene eine entsprechende Beziehung für den hyper- 
bolischen Raum an die Seite stellen. Den Punkten der Ellipse der 
hyperbolischen Ebene entsprach seinerzeit die reelle &-Axe, wihrend 
einem einzelnen Punkte im Ellipseninnern ein bezüglich der reellen 
£-Axe symmetrisch gelegenes Punktepaar zugehörte. Gerade so lassen 
wir gegenwärtig der Kugel des hyperbolischen Raumes die -Ebene cnt- 
reechen; einem einzelnen Punkte des Kugelinnern aber weisen wir zwei 
Punkte des „&- Raumes“ zu, die zur -Ebene symmetrisch liegen. Unter 
£-Raum soll dabei ein gewöhnlieher dreidimensionaler Raum gemeint 
sein, in welchem die &-Ebene gelegen gedacht wird. 

Wie diese Zuordnung nun des näheren beschaften sein soll, werden 
wir am einfachsten gleich analytisch festlegen. Wir knüpfen an die 
rechtwinkligen Coordinaten £, y der &=(&-+ in) Ebene an und führen, 
um die Punkte des é-Raumes bezeichnen zu können, die zur &-Ebene 
senkrechten Ordinaten $ ein. Indem wir X, Y, Z wie im vorigen 
Paragraphen (pg. 49) als reehtwinklige Coordinaten im hyperbolischen 


*) Beiträge zur geometrischen Theorie der Schwarz'schen s- Function (1594 
Vergl. insbes. § 7 daselbst. 
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Raume brauchen, soll die in Rede stehende Beziehung des hyper- 
bolischen Raumes auf den &-Raum festgelegt sein durch: 





N Y Eh vı X: Zee - 2: 
(1) a Be.) ve i 


Für die Punkte der Kugel kommen wir, wie es sein muss, auf 
die Formel (2) pg. 49 zurück. Ein Punkt ausserhalb der Kugel des 
hyperbolischen Raumes liefert imaginäres ð; ein Punkt des Kugel- 
innern liefert; wie es sein sollte, zwei bezüglich der -Ebene sym- 
metrische Punkte. Will man Eindeutigkeit der Beziehung erzielen, so 
wird man den &-Raum durch die &-Ebene, die wir etwa horizontal 
denken, in zwei Hglbräume zerlegen; der obere Halbraum möge posi- 
tiven Werten $ zugehören und soll fortan als positiver Halbraun. be- 
zeichnet werden; auf das Kugelinnere des hyperbolischen Raumes ist 
letzterer dann eindeutig bezogen. 

Man hat nun für die so begründete Beziehung folgende Sätze, die 
sich wiederum entsprechenden Sätzen über die hyperbolische Ebene 
und &-Halbebene genau anschliessen: Den Ebenen und Geraden des 
hyperbolischen Raumes entsprechen im &- Halbraum Halbkugeln bez. Halb- 


Kreise, die gegen die -Ebene orthogonal gerichtet sind. Die Gleiehung 
einer Ebene des hyperbolischen Raumes: 


(2) w X te, Y+twZ+w=0 
transformiert sich nämlich vermöge (1) auf die Gestalt: 
(3) Ge, Hea) (E? A n? + 2) Hee E H aean T ee 


und hierdurch ist in der That cine Kugel dargestellt, deren Mittel- 
punkt der ¢-Ebene angehört. Eine Gerade des hyperbolischen Raumes 
als Schnitt zweier Ebenen liefert dann weiter den Schnitt zweier 
solchen Kugeln, d. i. einen auf der &-Ebene senkrecht stehenden 
Kreis. 

Indem wir die hyperbolische Maassbestimmung aus dem projec- 
tiven Raum in den &-Halbraum übertragen, ist die Definition der 
lintfernung zweier Punkte unmittelbar zu geben. Man wird den durch 
die beiden Punkte hindurchziehenden, zur &-Ebene orthogonalen Halb- 
kreis zeichnen, das Doppelverhältnis der beiden Punkte und der Fuss- 
punkte dieses Halbkreises nach Maassgabe der bezüglichen anfänglichen 
Festsetzungen (von pg. 4) berechnen u. s. w. Vor allem wichtig ist 
der Satz: Die hyperbolische Winkelmessung des &- Halbraumes stimmt 
überein mit der Winkelmessung der elementaren Raumgeometrie. Man 
beweist dies wohl am kürzesten durch Benutzung des entsprechenden 
Satzes in $7, pg. 27. Um nämlich z.B. den Neigungswinkel zweier „Ebe- 
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nen“, d. i. zweier auf der &-Ebene orthogonalen Halbkugeln zu messen, 
errichte man eine Halbebene J? senkrecht zur &-Ebene durch die beiden 
Mittelpunkte jener Halbkugeln, wobei nun der fragliche Neigungs- 
winkel als Winkel zwischen den beiden Schnittkreisen in # vorliegt. 
Der Ebene EZ gehört im hyperbolischen Raume eine Ebene K’ zu, 
welche durch den &= œ tragenden Punkt der absoluten Kugel hin- 
durchzieht. Die Beziehung zwischen der Ebene FE’ und der Halbebene 
P ist alsdann genau diejenige, welche wir in §§ 6 und 7, pe. 22 f. 
ausführlich besprachen. Der gegenwärtige Satz über die Winkel- 
messung ist hiermit eine unmittelbare Folge des damaligen. 
Die eben eingeführte Halbebene % wollen wir noch einmal be- 
nutzen, um Formeln für die Differentiale von Bogen, Fläche und Vo- 
lumen aus den auf die &-Halbebene bezüglichen Formeln (7) pg. 28 
abzulesen. Offenbar ergiebt sich der Satz (der übrigens weiterhin 
kaum Anwendung findet): Sind ds, dt, du Maasszahlen von Doyen- bez. 
Llüchen- und Raumelementen des &-luumes, im elementaren Sime ye- 
messen, so gelten fir die in der Iyperbolischen Maassbestimmung ausge- 
drückten Maasszahlen do, dr, dv dieser Elemente die Formeln: 


ds 
g? 


dt du 


dt = = dv 


(4) do = J? — 93° 


unter © jedesmal den senkrechten Abstand des Ilementes von der &- Ebene 
verstanden. Für = 0 werden diese Formeln illusorisch, dem Um- 
stande entsprechend, dass im Sinne unserer hyperbolischen Maass- 
bestimmung die Punkte der &-Ebene die unendlich fernen Elemente 
des Halbraumes sind. 

Bei der analytischen Darstellung der „Bewegungen“ des &-Halb- 
raumes in sich ist es zweckmässig, 
Coordinatenbestimmung einzuführen. Zuvörderst ersetzen wir & und » 
dureh ¢ = E + iy und é = § — in; andererseits wollen wir als Ersatz 
von 9 das Quadrat der Entfernung r des Punktes (E, 7,9) vom Nnll- 
punkte = 0, = Q0 einführen, wobei im Anschlusse an (1) die For- 
mel gilt: 


statt È, 7, © eine etwas andere 


Z 


Be ie 
E22 +8 


Man hat hiernach unter Wiedereinlührung des in $ 1? pe. 15 benutzten 
a l ei 


If {j D TE Y = 
(6) Yı —- y == i; - = t. 
l 4 NA 


Dus Gleichungssystem (10) pyg. AT liefert hiernach als Ausdrucksform der 
„bewegung“ des E- Raumes in sich: 
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Nr car + aßg + Bat + BB, 
rr + yòt + ôyé + T 
1 O 
yyt? H ros Toye cT 
a + yB + set + òp. 
yyr? + yòt + yé + T 
wobei «, ß,.. die in $ 12, pg. 46 angegebene Bedeutung haben. Die Ope- 
rationen zweiter Art wird man dureh Combination dieser Substitutionen 
(7) mit der Substitution = £, = ¢, r? = 7? erzeugen. Für Punkte 
der ¢-Ebene selbst müssen wir dabei auf die gewöhnlichen &-Substi- 
tutionen zurückkommen. Hier ist in der That $=0 und ? = &££: 
dann aber liefert die zweite Formel (T): 


v — Bi Fe 
wit leta 760 


(T) 


wie es sein muss. 

Dass wir die einzelne &-Substitution erster Art auch im &-Halb- 
raum durch ein System von Bahmeurven und Niveaufläehen veranschan- 
lichen können, braucht kaum gesagt zu werden. Hierbei bieten wieder 
die nicht-loxodromischen Substitutionen keinerlei Schwierigkeit. Bei- 
spielsweise sind bei einer hyperbolischen Substitution die sesamten 
den Raum erfüllenden Kreise durch die beiden in der -Ebene gelege- 
nen Fixpunkte die Bahneurven, die dazu orthogonal verlaufenden Kugeln 
aber die Niveauflächen. Bei einer elliptischen Substitution bleibt der 
durch die beiden Fixpunkte der &-Ebene hindurchlaufende zu dieser Ebene 
orthogonale Halbkreis Punkt für Punkt fest, und die Bewegung hat 
den Charakter einer Wälzung oder Wirbelbewegung um diesen Kreis. 
Bei einer loxodromiselen Substitution endlich wird der die beiden 
ixpunkte verbindende zur &-Ebene orthogonale Halbkreis wie bei 
einer hyperbolisehen Substitution in sich selbst transformiert. fm 
übrigen windet sieh bei Ausführung der Bewegung der &-Halbraum 
um diesen Halbkreis spiralförmig von einem Fixpunkt zum andern 
hin, wobei in der &-Ebene selbst die bereits in „M.“ I pg. 172 be- 
sproehenen Doppelspiralen auftreten. 

Unter den Substitutionen zweter Art sind natürlich wieder die- 
jenigen besonders zu nennen, welche symmetrische Umformungen oder 
Spiegelungen darstellen. Dieselben werden nun im &-Raume Trans- 
formationen durch reciproke Radien an Kugeln, die zur -Ebene senk- 
reeht verlaufen. 

Die Beziehung des $-Raumes auf sich selbst, wie sie durch eine 
einzelne -Substitution dargestellt ist, werden wir nach Analogie einer 
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früheren Benennung als cine Augelverwandtschaft bezeichnen und 
sprechen von einer direeten oder indireeten Kugelverwandtsehaft, je 
nachden eine &-Substitution erster oder zweiter Art vorliegt. Das 
Wesentliche an dieser Beziehung ist, dass sie ein wechselweise eindeu- 
tiges Enisprechen für die Punkte des &- Itaumes festlegt, wobei Kugeln 
immer wieder in Kugeln übergehen. Die Ebenen sind dabei besondere 
Fälle von Kugeln. Im übrigen muss betont werden, dass wir hier 
doch nur mit solchen Kugelverwandtschaften zu thun haben, bei denen 
die -Ebene stets sich selbst entspricht. Dies ist ganz analog der oben 
bei der hyperbolischen Maassbestimmung in der Ebene hervorgehobenen 
Sachlage, dass wir dort nur mit Kreisverwandtschaften der &-Ebene 
zu thun hatten, bei denen die reelle é- Axe stets in sich selbst übergeht. 
Die hyperbolische Maassbestimmung eines Halbraumes in der 
hier besprochenen Gestalt findet sich in Poincar&'s „Mémoire sur 
les groupes Kleineens“*) ausführlich entwickelt; doch werden dort 
die &-Substitutionen direct, d. h. ohne Vermittlung der Maassbestim- 
mung im projectiven Raume, als Transformationen des -Raumes 
untersucht; und es wird nur am Schlusse der Analogie der sich er- 
webenden Maassbestimmung zur Lobatschewski’schen Geometrie gedacht. 
Infolgedessen bleibt auch die eigentliche Quelle des Formelsystems (7) 
pg. 56, d.i. die Collineationsgruppe des projectiven Raumes, unerwähnt, 
Unter allen Transformationen des &- Halbraumes in sich greift Poincaré 
die Inversionen durch reciproke Radien an Kugeln als einfachste auf, 
deren geometrischer Sinn sofort evident ist. Die übrigen &-Substitu- 
tionen werden dann dadurch zugänglich gemacht, dass sie durch eine 
Folge mit einander combinierter Spiegelungen ersetzt werden. In- 
zwischen werden sowohl die Anzahl als die Auswahl der ım einzelnen 
Falle anzuwendenden Spiegelungen l. c. noch sehr willkürlich gelassen. 
Es sei hierzu die Bemerkung gestattet, dass eine nicht-loxodromische 
Substitution stets aus zwei, eine loxodromische Substitution stets aus 
vier Spiegelungen hergestellt werden kann, sofern man mit der klein- 
sten Anzahl von Spiegelungen reichen will; die Symmetriekreise sind 
Niveaulinien der nicht-loxodromischen Substitution bez. der beiden 
nicht-loxodromischen Substitutionen, aus denen sieh die loxodromisehe 
erzeugen lässt (vergl. auch die pg. 55 genannte Arbeit von Schilling). 


$ 15. Schlussbemerkungen zur Einleitung. 


Für die Abgrenzung der in der Einleitung vorgetragenen Ent- 
wicklungen in sachlicher und methodischer Hinsicht war emang die 


ET —— u M 


*) Acta mathematica, Bd. 3 pg. 49 (18833). 


T5 Einleitung. 


Absicht maassgeblich, diese Entwicklungen als Einleitung zu den nun 
folgenden Untersuchungen gelten zu lassen. Aus diesem Grunde ist 
von den projectiven Maassbestimmungen im Raume allein die hyper- 
bolische zur Sprache gekommen, die sich auf eine einteilige, nicht- 
geradlinige Fläche zweiten Grades als absolutes Gebilde bezieht. Es 
sind natürlich die gruppentheoretischen Erörterungen in gleicher Weise 
auch auf den parabolischen und elliptischen Raum anwendbar. Auch 
kann man im elliptischen Falle wieder durch Vermittlung der beiden 
(reradenscharen die Bewegungen durch Paare linearer Substitutionen 
der beiden Parameter darstellen, wie dies u. a. von Klein in der 
mehrfach citierten Arbeit „Zur nicht- euklidischen Geometrie”) (im 
Artikel I) entwickelt wird. Die Bedingung einer reellen Collineation 
ist hier die, dass jede der beide Substitutionen unabhängig von der 
andern den Typus (3) pg. 42 besitzen muss; im Gegensatz hierzu war 
im hyperbolischen Falle die zweite Substitution mit der ersten als 
zu ihr conjugiert ohne weiteres mitgegeben. Während wir also hier 
mit einer Substitution reichen, ist man im elliptischen Falle durchaus 
genötigt, Substitutionspaare zu betrachten; deshalb aber fällt der 
elliptische Raum aus unserem Programm, Substitutionsgruppen einer 
Veränderlichen zu betrachten, hinaus. 

Betrefis der Methode ie vorangehenden Entwicklungen sind fol- 
gende Bemerkungen nachzutragen. Zu jeder Art geometrischer Be- 
trachtungen hat man nach bekannten modernen Grundsätzen**) eine 
Gruppe von Transformationen als zugehörig zu betrachten. Geo- 
metrische Gebilde, die durch eine Substitution der Gruppe aus einander 
hervorgehen, heissen alsdanı äquivalent und gelten als nicht wesent- 
lich verschieden; man soll dann, vom prineipiellen Standpunkte aus, 
die Darstellung so einrichten, dass bei der Formulierung der Sätze 
äquivalente Gebilde immer zugleich einbegriffen sind. 

Dieser Forderung „invarianter Darstellung“ entspricht die bisherige 
Entwicklung nur zum Teil. Bezüglich der Gesamtgruppe aller Kreis- 
verwandtschaiten hat die reelle -Axe nichts vor irgend einem Kreise 
der -Ebene voraus. Wir könnten in $§ 6 und 7 die reelle Axe in 
diesem Sinne durch einen beliebigen anderen Kreis der &-Ebene er- 
setzen, den wir dann Hauptkreis nennen, und durch den wir die &-Ebene 
in das Hauptkreis-Innere und -Aussere (an Stelle der beiden Halbebenen) 
teilen. In ähnlicher Weise könnten wir die Kugel des hyperbolischen 
Raumes durch irgend eine mit ihr collineare Fläche ersetzen u. s. w. 


*) Mathem. Annalen, Bd. 37 pg. 548 ff. 
**) CF. Klein, Erlanger Programm, 1872. 
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Wenn wir nun diese Allgemeinheit der Denkweise oben vielfach 
zemieden und sodann meist an particuläre geometrische Vorstellungen 
anknüpften, so geschah dies wesentlich aus praktischen Gründen. Der 
Leser wird leichter die allgemeine Auffassung erwerben, wenu man 
ihn allmählich zu derselben hinanführt, als wenn man gleich anfangs 
von ihm eine volle Beherrschung derselben verlangt. Auch der gereifte 
Mathematiker wird immer gern auf solche Formeln zurückgehen, bei 
denen alle vorkommenden Grössen eine unmittelbare elementar-gro- 
metrische Bedeutung haben. 

Diese Sachlage soll uns nieht hindern, in der Folge, so oft es 
angezeigt erscheint, kreisverwandte oder kugelverwandte Figuren als nicht 
wesentlich verschieden zu behandeln. So werden wir gelegentlich die 
£-Ebene mit den beiden Halbräumen durch eine Kugel und das Kugel- 
Innere und -Äussere ersetzen. Es wird ferner z. B. die an die ele- 
mentare Maassbestimmung in der Ebene geknüpfte Bewegungsgruppe 
aus allen elliptischen und parabolischen Substitutionen bestehen, welche 
einen beliebig fixierten Punkt der &-Ebene zum gemeinsamen Fixpunkte 
haben u. s. w. 





Erster Abschnitts 


Grundlagen für die Theorie der discontinwierlichen 
Gruppen linearer Substitutionen einer Variabelen. 


Erstes Kapitel. 


Die Discontinuität der Gruppen mit Erläuterungen an einfachen 
Beispielen. 


Unter Vorbehalt der sogleich zu entwickelnden Definition der 
„eigentlich diseontinuierlichen Gruppen“ ist es möglich, das gemeinsame 
Therma aller weiteren Untersuchungen dieses Werkes in dem nach- 
folgenden Satze zu formulieren: Es sollen aus der continwerlichen bez. 
gemischten Gesamtgruppe aller co° linearen &-Substitutionen diejenigen 
Untergruppen ausgesondert werden, welche eigentlich discontinwierlich sind; 
und es es soll die Bedeutung dieser Untergruppen für Geometrie, Arith- 
metik und Iunctionentheorie dargestellt werden. Eine Anzahl dieser 
Gruppen ist bereits in der Theorie der Modulfunctionen zur Sprache 
gekommen; wir werden dieselben hier in die Gedankenentwicklung der 
Einleitung einzuordnen haben. Doch wird es zuvörderst nötig sein, 
vom Begrifle der Discontinuität der Gruppen zu handeln. 


S 1. Unterscheidung continuierlieher und discontinuierlicher 
Substitutionsgruppen. 


Mit den continuierlichen Gruppen sowie den aus mehreren con- 
timuierlichen Scharen bestehenden gemischten Gruppen oder Gruppen 
zweiter Art hatten wir bereits in der Einleitung zu thun. Das wesent- 
liche und definierende Merkmal dieser Gruppen ist, dass ihre Substi- 
tutionscoeffieienten einen oder mehrere continwierlich veränderliche Para- 
meter enthalten, die emtiweder begrenzt oder unbegrenzt variabel sind. So 
wurde die Gruppe aller Drehungen der Kugel um den Mittelpunkt durch 
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die Substitutionen (3) pg. 42 dargestellt, und hierbei waren a, b, €, d 
(die freilich nur ihren Verhältnissen naeh in Betracht kommen) vier 
reelle variabele Parameter, welche nur an die Bedingung gebunden 
waren, nicht unendlich zu werden oder zugleich zu verschwinden. 

Es ist nun zweckmässig, das Bisherige sogleich mit dem Begriffe 
der Pımktäquivalenz in Connex zu setzen, die wir bezüglich einer 
einzelnen Substitution oder einer Gruppe von Substitutionen je nach- 
dem in der &-Ebene, dem &-Raume oder der projeetiven Ebene bez. 
dem projective Raume in bekannter Weise*) begründen. Dei einer 
Gruppe der in Rede stehenden Art bilden alsdann die Systeme einander 
äqwwalenter Punkte ganze Punktcontinua, die je nach der Mächtigkeit 
der Gruppe Volumina, Oberflächen oder Curven vollständig ausfüllen. So 
hat man im hyperbolischen Raume (pg. 48) bezüglich der Gruppe aller 
00% Bewegungen als System äquivalenter Punkte das im Innern der 
Kugel gelegene Volumen. Für eine Rotationsgruppe mit Centrum 
ausserhalb der Kugel bilden die äquivalenten Punkte Oberflächen 
zweiten Grades, welche die Kugel längs eines gemeinsamen Kreises 
berühren u. s. w. 

Den bisherigen Gruppen stehen nun die discontinuierlichen gegen- 
über, welche wir in folgender Weise zu definieren haben: Fine Sub- 
stitutionsgruppe soll stets dann discontinuierlich heissen, wenn die Coeffi- 
cienten der Substitutionen keine continuierlich variabelen Parameter ent- 
halten, wenn also der Übergang von irgend einer Substitution der Gruppe 
zu einer anderen stets nur diseontinuierlich vollzogen werden kann, voraus- 
gesetzt, dass man keine Zuvischenglieder einschaltet, welche der Grupp 
nicht angehören. Wir wenden diesen Begriff der Discontinuität nur 
auf Gruppen aus linearen Z-Substitutionen an, die also letzten Endes 
alle in der Gesamtgruppe aller œo? E-Substitutionen oder auch in der 
Gesamtgruppe aller © Bewegungen des hyperbolischen Raumes als 
Untergruppen enthalten sind. 

Gruppen von endlicher Ordnung, diejenigen also, welehe ans der 
Theorie der regulären Körper entspringen, sind selbstverständlieh dis- 
continuierlich. Unter den Gruppen von der Ordnung œ möge etwa 
die Modulgruppe, d. h. die Gruppe aller ganzzahligen Substitutionen 
der Determinante 1, als erstes Beispiel einer diseontinuierliehen Gruppe 
gelten. Auch die gesamten ganzzahligen Substitutionen etwa von 
positiver Determinante werden eine discontinuierliehe Gruppe bilden. 
——_ 

*) Siehe z. B. „M.“ I pg. 183. Es sei daran erinnert, dass der Äqnivalens- 
begriff nur daun seine volle Tragweite hat, wenn die Gruppe mit jeder Substitution 
Buch deren inverse enthält, was wir in der Folge immer vorimssetzen. 
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welche die Modulgruppe offenbar als Untergruppe in sich enthält. 
Ein weiteres naheliegendes Beispiel einer discontinuierlichen Gruppe 
liefert die Gesamtheit derjenigen &-Substitutionen, deren Coefhcienten 
ganze complexe Zahlen der Gestalt (a + ib) sind. Setzen wir die 
einschränkende Bestimmung hinzu, dass die Determinante gleich 1 
sein soll, so entspringt eine neue discontinuierliche Gruppe, mit der 
wir uns bald zu beschäftigen haben. Überall ist hier die Gruppen- 
discontinuität begründet in der Eigenschaft der Systeme ganzer Zahlen, 
discontinuierliehe oder discrete Mannigfaltigkeiten zu ‘sein. 

Die Systeme äquwivalenter Punkte bezüglich einer discontinwierlichen 
Gruppe bilden discrete Punktmannigfaltigkeiten. Aber es kann dabei 
schr wohl sein, dass ein einzelnes solehes Punktsystem eine Curve 
oder eine Oberfläche oder selbst ein Volumen überall dicht bedeckt 
bez. erfüllt. Bezüglich der schon genannten Modulgruppe bilden z. B. 
die gesamten rationalen Punkte der reellen &-Axe ein System äqui- 
valenter Punkte, welches die reelle &-Axe zwar überall dicht, aber 
nicht continuierlich bedeckt. Andererseits bilden bei der Modulgruppe 
z. B. die mit &=i äquivalenten Punkte ein System, dessen Disconti- 
nuität unmittelbar anschaulich ist”). 

Der Gruppenbegriff hat sich historisch an Gruppen endlicher 
Ordnung und also an discontinuierlichen Gruppen entwickelt; es waren 
dies bekanntlich die Gruppen der Permutationen der n Wurzeln einer 
Gleichung 2t Grades. Im Gegensatz zur Theorie der continuierlichen 
Gruppen, betreffs deren Ausbildung wir bereits in der Einleitung (pg. 12) 
einige Nachweise gegeben haben, zeichnen sieh die discontinulerlichen 
Gruppen durch innere Verwandtschaft zur Zahlentheorie aus. Neben 
den eben voraugegangenen Erörterungen vergl. man in letzterer Hin- 
sicht „M.“ I pg. 243 ff. sowie vor allem die Entwicklungen des unten 
folgenden dritten Abschnitts. 


g 2. Unterscheidung eigentlich und uneigentlich discontinuierlicher 


Substitutionsgruppen. 


Für die discontinulerlichen Gruppen haben wir nunmehr die er- 
neute Fallunterscheidung in eigentlich und uneigentlich diseontinmierliche 
Gruppen zu treffen. Wir werden unter Vorbehalt einer späteren 
analytischen Begrifisdefinition die fragliehe Arteinteilung der Gruppen 
an die Vorstellung zugehöriger Fundamentalbereiche oder (wie wir 
fortan sagen wollen) Diseontinwitätsbereiche””) knüpfen. Die Begrifts- 


*) Vergl. hierzu „M.“ I pg. 211 f. 
+) Die biermit befürwortete Bezeichnnng ist für die vorliegenden Verhältnisse 
charakteristischer. 
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bestimmung dieser Bereiche für die Punktäquivalenz in der &- Ebene 
wurde in „M.“ I pg. 155 des ausführlichen entwickelt. Wenn wir hier 
Punktäquivalenzen auch in der projectiven Ebene oder vielleicht 
gelegentlich auf einer Geraden derselben oder auch im hyperbolischen 
Raume u. s. w. betrachten, so bedarf es kaum der besonderen Er- 
klärung, dass wir auch dem Begriff des Discontinuitätsbereiches einen 
dementsprechend grösseren Umfang verleihen. Wesen und Bedeutung 
dieses Bereiches erfahren bei dieser Ausdehnung keinerlei Modification, 
so dass es überflüssig erscheint, hier bei erneuten Begrifiserklärungen 
zu verweilen. 

Wir stellen nun die folgende Definition auf: Fine discontinuier- 
liche Gruppe linearer &-Substitutionen soll innerhalb eines Gebietes, auf 
dessen Punkte wir die Aquivalenz bezüglich der Gruppe anwenden, stets 
and nur dann eigentlich discontinwerlich heissen, wenn der Discontinuitäts- 
bereich der Gruppe in diesem Gebiete ein geometrisches Gebilde von der 

gleichen Dimensionenanzahl vorstellt, wie das Gesamtgebiet selbst. Der 

Charakter einer Gruppe als einer eigentlich discontinuierlichen ist 

solchergestalt nur bedingungsweise angegeben, nämlıch mit Rücksicht 
~ auf das Gebiet, dessen Punkte bezüglich der Gruppe als äquivalent 
angesehen werden. So z. B. nennen wir eine Gruppe innerhalb der 
Ellipse der hyperbolischen Ebene eigentlich discontinuierlich, wenn sie 
daselbst einen Discontinuitätsbereich von endlicher Flächenausdehnung 
besitzt. Eine und dieselbe Gruppe kann in einem Gebiete uneigentlich, 
in einem anderen eigentlich discontinwmerlich sein. Wenn wir z. B. 
bei der Modulgruppe die Punktäquivalenz einzig auf die reelle S-Axe 
beziehen, so würde die Modulgruppe nur erst uneigentlich disconti- 
auierlich sein; dahingegen erweist sich dieselbe innerhalb der positiven 
&-Halbebene bekanntlich als eigentlich discontinwerlich (ct. „M.“ l 
pg. 210). Andere Gruppen werden wir bald kennen lernen, welche 
zwar noch nicht innerhalb der &-Ebene, wohl aber im &-Halbrannı 
eigentlich discontinuierlich sind. 

Nebenher sei hier folgende Bemerkung erlaubt: Die getroffene 
Fallunterscheidung der Gruppen in eigentlich und uneigentlich dis- 
eontinuierliche, so folgenreich sie sich auch weiterhin gestaltet, greift 
keineswegs in dem Grade in das Wesen der Gruppen selbst ein, wie 
die vorhergehende Einteilung in continuierliche und diseontinmerliche 
Gruppen. Man ist bei vielen Untersuchungen gewöhnt, einzig in der 
Struchn einer Gruppe deren eigentliches Wesen zu sehen. Demgegen- 
über sei hier ohne Beweis angegeben, dass es nieht allein von der 
Struetur, sondern auch von der speciellen Derstellungsform einer Gruppe 
von &-Substitutionen abhängt, ob eigentliche Discontinnität vorliegt oder 
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nicht. Man kann in der That Gruppen von verschiedener Ansdrucks- 
form angeben, die genau isomorph sind, und von denen doch die eine 
innerhalb der &-Ebene einen Diseontinuitätsbereich von endlicher 
Flächenausdehnung besitzt, während sich die andere unter allen Um- 
ständen nur als uneigentlich discontinuierlich erweist. Es hängt dies 
damit zusammen, dass nach den von G, Cantor gegebenen Entwick- 
lungen Punktmengen, die überall dicht liegen, doch abzälhlbar sein 
können. Indessen treten derartige tiefer liegende Gegenstände im 
grössten Teile der nachfolgenden Entwicklungen in den Hintergrund. 

Dass die gegebene Definition der eigentlichen Discontinuität einer 
Gruppe sachgemäss ist und keine Widersprüche einschliesst, kann 
ausführlich nur erst durch die späteren Untersuchungen selber bewiesen 
werden. Es ist denn auch in der historischen Entwieklung dnrehaus 
nicht leicht gewesen, die Tragweite des fraglichen Begriffes klar zu 
erfassen. Man vergleiche in dieser Hinsicht die Erörterungen von 
Klein in seiner Arbeit „Neue Deiträge zur Riemann schen Funchonen- 
theorie“ *), Abschnitt III S 5. Es werden dort „brauchbare“ Gestalten 
von Discontinuitätsbereichen direct zum Ausgangspunkt der Unter- 
suchung gewählt, da die Anknüpfung an eine nicht näher specifieierte 
Gruppe aus £&-Substitutionen eben wegen der Sehwierigkeit der hier 
in Frage stehenden Discontinuitätsbegriffe einstweilen nicht opportun 
erschien. In der That bedurften die anfänglichen Angaben Poincare’s 
in dieser Hinsicht der Ergänzung, die dann in prineipieller Weise von 
Poincaré selbst durch Hereinnahnie des &-Halbraumes gegeben worden 
ist. Poimcar@ hat hierüber iù einer Reihe von Noten m den Comptes 
Rendus von 1592 und 1893 sowie im Zusammenhang in der Arbeit 
„Mémoire sur les groupes Kleincens“**), § 2, berichtet, und wir kommen 
hierauf unten ausführlich zurück. 

Die Bezeichnungsweise, welche wir oben brauchten, stimmt übrigens 
mit der von Poincaré ursprünglich eingeführten nicht überein. Die 
letztere unterliegt in der That der Kritik: Em System disereter 
Punkte, welches eine Curve oder Fläche überall dicht bedeckt, 
heisst darum noch keineswegs continuierlich. Entsprechend darf 
eine Gruppe, welche Substitutionen enthält, die unendlieh wenig von 
einander verschieden sind, aus diesem Grunde allen noch nieht 
continwerlich heissen. Dies ist vielmehr erst statthaft, wenn der- 
artige Substitutionen der Gruppe nicht als discrete Elemente ange- 
hören, sondern vielmehr in einander überführbar sind durch eontinuier- 


— 


*) Mathem. Annalen, Bd. 21 pg. 141 (18832). 
+*+) Acta mathematica, Bd. 3 pg. 19 (1883). 
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liche Veränderung von variabelen Parametern, die in den Coeffieienten 
der Gruppe enthalten sind. Die von Poincaré a. a. O. § 2 gegebene 
Definition der Continwität einer Gruppe ist in diesem Sinne unzuläng- 
lich, und es sei hier die Zwischenbemerkung gestattet, dass die Dar 
stellung von Lie und Engel in Bd. I pg. 3 ihres oben (pg. 12) genannten 
Werkes denselben Mangel aufweist. Indem der Begriff der continuier- 
liehen Gruppen oben richtiger gefasst wurde, konnte die Benennung 
„eigentlich“ und „uneigentlich discontinuierliel“ nicht im Sinne Poin- 
care’s beibehalten werden; wir sagen dafür vielmehr „eigentlich dis- 
eontinwierlich in der &-Ebene bez. im &-haume“, eine Benennung, die 
freilich etwas länger, aber dafür sachgemäss und bezeichnend ist. 

Nach den an die Spitze dieses Kapitels gestellten Bemerkungen 
sollen sich die ferneren Untersuchungen einzig auf solche Gruppen 
beziehen, welche, sei es im &-kaume, sei es in der $-Ebene, eigent- 
lich discontinuierlich sind. Wir beginnen damit, einige besonders 
bekannte Beispiele solcher Gruppen zur Erläuterung der vorangehen- 
den allgemeinen Erörterungen zu betrachten. 


$ 3. Recapitulation und Ergänzung betreffend die Discontinuitäts- 
bereiche cycelischer Gruppen. 


Die Discontinuitätsbereiche eyelischer Gruppen, d. h. derjenigen 
Gruppen, welche durch Wiederholung einer einzigen Substitution ent- 
springen, sind in „M.“ I pg. 156. untersucht. Eine ausführliche 
Betrachtung finden dortselbst die aus einer nicht-loxodromischen Sub- 
stitution entstehenden Gruppen, jedoch lassen sich die Gruppen mit 
loxodromischen Erzeugenden ebenso leicht erledigen. 

Die citierten Untersuchungen beziehen sich einzig auf die Dis- 
continuitätsbereiche innerhalb der &-Kbene In den nicht-loxodroni- 
schen Fällen ist es hier am einfachsten, den Discontinuitätsbereich 
durch zwei Niveaukreise einzugrenzen. Der fragliche Bereich hat als 
dann die Gestalt eines Kreisringes im hyperbohschen "alle, emer 
Sichel mit den Fixpunkten als Spitzen im elliptischen Falle, während 
der parabolische Fall, wie es sein muss, den Übergang zwischen jenen 
beiden darstellt; man vergl. hierzu die Figuren ++ bis AT m „M“ | 
pg. 187 ff. Auch im Falle einer loxodromischen Tirzeugenden würde 
man den Discontinuitätsbereich durch zwei Niveauceurven eingrenzen 
können. Indessen würde dies den Nachtheil im Gefolge haben, dass 
sich der so gewählte Discontinuitätsbereich um jeden der beiden lix- 
punkte unendlich oft herumwinden wirde (ef Figur +} im „M.“ l 
ng. 172). Wir ziehen demnach vor, nach Art von Figur 9 den Dis- 


"ricke-Kloin, Antomorpho Munctionen. J. 5 
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eontinuitätsbereich auch hier durch zwei Kreise einzugrenzen, von 
denen der eine aus dem anderen durch einmalige Ausübung der er- 
zeugenden loxodromischen Substitu- 
tion entsteht. 

Die eyelischen Gruppen sind, ab- 
geschen von einem emzigen Ausnahme- 
falle, innerhalb der &- Ebene, aber auch 
bereits auf einer einzelnen Dalmcwrve, 
eigentlich discontinuierlich. Der Aus- 
nalımefall ist bereits in „M.“ I pg. 191 
besprochen; er tritt ein, wenn die 

Fig erzeugende Substitution der Gruppe 

elliptisch und als solche aperiodisch 

ist, d. h. wenn der l. ec. mit è bezeichnete Winkel, um welchen die 

elliptische Substitution dreht, zu 2x in einem èrrationalen Verhältnis 
steht. 

Zwei Eigenschaften, welche jeden Discontinuitätsbereich einer 
Gruppe erster Art, d. h. einer nur aus Substitutionen erster Art be- 
stehenden Gruppe, zukommen, sollen hier mit Bezugnahme auf die 
ebenen Discontinuitätsbereiche der eyelischen Gruppen in Erinnerung 
gebracht werden. Einmal sind die Randcurven eines Discontinuitäts- 
bereiches bei einer Gruppe erster Art paarweise einander durch die 
Erzeugenden der Gruppe zugeordnet. Unter zwei solchen Randeurven 
gilt alsdann nur die eine als dem Bereiche zugehörig, wie dies an 
den vorhin genannten Figuren und auch vorstehend in Figur 9 stets 
zum Ausdruck gebracht ist. Andrerseits muss hier erneut auf die 
grosse Willkür in der Gestalt des Discontinuitätsbereichs einer Gruppe 
erster Art hingewiesen werden. Diese Willkür ist für die eyclischen 
Gruppen in „M.“ U pg. 191 besprochen und führte im Verfolg der 
Untersuchungen von „M.J zum Begriff der „erlaubten Abänderung“ 
eines Discontinuitätsbereichs. Es ist dieser Begriff in „M.“ I pg. 280 
und 315 erläutert; derselbe wird hier aufgenommen und fernerhin oft 





P . è . si: 
zur Anwendung gebracht”). 


*) Es liegt keineswegs im Sinne der weiteren Untersuchungen des Textes, 
die grosse Willkür in der Gestaltung der fraglichen Discontinunitätsbereiche hier 
noch weiter im einzelnen zu verfolgen. Indes sei doch auf die bezüglichen Unter- 
suchungen von Schilling in seiner oben (pg. 53) genannten Abhandlung pg. 180 ff. 
aufmerksam gemacht. Insbesondere im loxodromischen Falle wählt Schilling den 
Discontinnitätsbereich einmal als Kreissichel, sodann nach Art von Figur 9 des 
Textes als Kreisband und zeigt durch ein }. c. näher erläutertes „Princip der 
Meridian- und Breitenenrven“ die Gleichberechtigung beider Gestalten. 
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Die letzten Sätze verlieren ihre Gültigkeit bei den „Diseontinuitäts- 
bereichen zweiter Art“, wie wir kurz sagen wollen, wenn die zu Grunde 
liegende Gruppe eine solche von der zweiten Art ist. Unter den 
eyelisechen Gruppen der ersten Art lassen sich die nicht-loxodromischen 
stets durch Spiegelungen zu Gruppen der zweiten Art erweitern, und 
es sind die Discontinuitätsbereiche dieser erweiterten Gruppen in „M.“ I 
pg. 205 ff. besprochen und daselbst in den Figuren 52 bis 54 erläutert. 
Die fraglichen Bereiche sind von zwei auf einander folgenden Sym- 
metriekreisen der Gruppe begrenzt, und es ist eine weitere Deforma- 
tion der Bereiche nicht mehr statthaft. In dieser Bestimmtheit der 
Umrandungen liegt ein entschiedener Vorzug der Discontinuitätsbereiche 
zweiter Art, eine Sachlage, die für die Modulgruppe in „M.“ I pg. 230 ff. 
im einzelnen discutiert wird, und die in der Folge wiederholt zur 
Geltung kommen soll. 

Diese Untersuchungen verallgemeinern wir nun so, dass wir statt 
in der &-Ebene auch in der projeetiven Ebene oder im hyperbolisehen 
Raume oder endlich im $-Raume Discontinuitätsbereiche eyclischer Unter- 
gruppen construieren. In den nicht-loxodromischen Fällen ist es dabei 
zweckmässig, zunächst an die in § 9 der Einleitung entwickelten Vor- 
stellungen anzuknüpfen und also eine eyelische Untergruppe innerhalb 
der Gruppe der Bewegungen der hıyperbolischen Ebene zu betrachten. 
Dabei soll der Kürze halber nur von Diseontinuitätsbereichen erster Art 
gehandelt werden, da die Übertragung auf die Gruppen zweiter Art 
nach „M.“ I pg. 205 ff. leicht vollzogen werden kann. Wir knüpfen 
nun übrigens unmittelbar an die in in § 9, pg. 32 fE, der Einleitung 
gegebenen Figuren an. 

Hat die eyclische Gruppe eine Ahyperbolische Erzeugende, so giebt 
Figur 10 die einfachste Gestalt des Discontinuitätsbereiches an. Der im 
Ellipseninnern gelegene Teil des Be- = 
reiches ist dureh Schraffierung hervor- 7 Å NS C 
gehoben. Die beiden Randeurven sind / Ss = 
zwei von dem ausserhalb der Ellipse > 
gelegenen Fixpunkte ausstrahlende Ge- 
rade, von denen die eine durch Aus- 
übung der erzeugenden Substitution in | 
die andere übergeht. Der Discontinui- 
tätsbereieh zieht sich auf diese Weise m 
Gestalt eines geradlinig begrenzten 
Winkels von endlicher Ausdehnung an den Fixpunkt heran. Dieser 


~~ 


— 





Fir. 10. 


Winkel hat, projeetiv gemessen, natürlich einen rein imaginären Betrag. 
Übrigens haben wir damit den Discontimmitätsbereich nur erst für 


Fr 
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denjenigen Teil der gesamten projeetiven Ebene construiert, der durch 

die beiden Tangenten von wiederholt genannten Fixpunkte an die 

Ellipse eingegrenzt ist. Es wäre nicht schwer, den Bereich so zu er- 

gänzen, dass er für die „gesamte“ projeetive Ebene Diseontinuitäts- 
bereich ist. 

Den parabolischen Fall fassen wir als Grenzfall des eben besproche- 

nen auf in dem Sinne, dass wir den bislang ausserhalb der Ellipse 

| gelegenen Fixpunkt auf diese selbst 

zZ RES rücken lassen. Es entspringt hier der 

= in Figur 11 angedeutete Bereich, wel- 

eher mit seiner über die Elipse hinaus 

beiderseits angedenteten Fortsetzung 

nunmehr für die ganze projeetive Ebene 

den Diseontinuitätsbereich darstellt. Es 

findet dabei für die projeetive Auf- 





fassung, gerade wie aueh im hyper- 
bolischen und elliptischen Falle, na- 
türlich Zusammenhang des Bereichs durch das Unendliche statt. Der 
Winkel, mit welehem sich der Bereich an den Fixpunkt heranzieht, 
hat im Sinne der auf die Ellipse zu gründenden Iıyperbolisehen Maass- 
bestimmung im vorliegenden Falle die Grösse null. l 

Im elliptischen Falle endlieh tritt Figur 12 ein. Der Fixpunkt, an 
welchen sich der Diseontinuitätsbereieh als geradlinig begrenzter Winkel 
heranzieht, liegt nui im Innern der 
Ellipse; und der fragliehe Winkel ist 
im Sinne der hyperbolischen Maass- 
bestimmung ein aliquoter Teil von 
2x. Der Bereieh ist für die „ge- 
samte“ projective Ebene Diseontinui- 
tätsbereieh, wenn wir ihn, wie in der 
Figur angedeutet, über die Ellipse 
hinaus durch das Unendliche bis zur 
Polare des Fixpunktes fortsetzen *). 

Man wolle sieh auch noch veranschaulichen, wie der Diseontinui- 
tätsbereich im hyperbolischen Raume für eine einzelne cyclische Gruppe 
gestaltet ist. Der Discontinuitütsbereich lässt sich in Übereinstimmung 





Fig. 12. 


+) Eine weitere Ausgestaltung finden die im Texte entwickelten Vorstellungen, 
falls man die projective Ebene als Doppelebene auffasst. Wir gehen hierauf in- 
dessen nicht mehr ein, da die Betrachtung im Falle der hyperbolischen Ebene, für 
welchen die Figuren des Textes gedacht sind, weiterhin meist auf das Ellipsen- 
innere eingeschränkt bleibt. 








I, 1. Erläuterung der Gruppendiscontinuität an Beispielen, ms 


mit den Figuren 10 bis 12 stets durch zwei Ebenen eingrenzen, 
welche durch die Drehungsaxe der erzeugenden Substitution hindurch- 
gehen und somit Niveauflächen der letzteren darstellen. Im hyper- 
bolischen Falle verläuft die Drehungsaxe ausserhalb der absoluten 
Kugel, im elliptischen Falle durchschneidet sie die Kugel. Die vorhin 
mitgeteilten Figuren 10 bis 12 können als ebene Sehnitte der räum- 
lichen Discontinuitätsbereiche gelten. 

Loxodromische Substitutionen kommen noch nicht in der projectiven 
Ebene, sondern erst im hyperbolischen Raume vor. Wollten wir unter 
Einhaltung der in Fig. 9 pg. 66 befolgten Maassnahme für das Kugel- 
innere des hyperbolischen Raumes einen Discontinuitätsbereich con- 
struieren, so würden wir eine erste Ebene in einfachster \Veise so 
auswählen, dass sie dureh die zur Verbindungsgeraden der auf der 
&-Kugel gelegenen Fixpunkte eonjugierte Polare hindurchzieht. Diese 
Ebene wird durch einmalige Ausübung der loxodromischen Erzeugenden, 
d. h. durch die ihr entsprechende Schraubenbewegung des hyper- 
bolischen Raumes, in eine zweite Lage übergeführt; und der zwischen 
der ersten und zweiten Ebene gelegene Teil des Raumes ist der Dis- 
continuitätsbereich. 


$ 4. Die Gruppen der regulären Körper und die regulären 
Einteilungen der elliptisehen Ebene. 


Abgesehen von den eyelischen Gruppen des elliptischen Falles sind 
die Gruppen von endlieher Orduung aus $&-Substitutionen durch die 
vier in der Theorie der regulären Körper auftretenden Gruppen des 
Dieders, Tetraeders, Oktaeders und Ikosaeders erschöpft. Der Beweis, 
dass es keine anderen endlichen Gruppen aus linearen Substitutionen 
einer Variabelen giebt, ist in „Ikos.“ pg. 115 u. f. entwickelt; der 
fragliche Nachweis ist daselbst freilich auf funcetionenthieoretische Er- 
örterungen basiert, die unseren gegenwärtigen Betrachtungen tern 
liegen; doch werden wir später Gelegenheit finden, einen rein gruppen- 
tıeoretisch-geometrischen Beweis des in Rede stehenden Satzes zu 
liefern. Die vier Gruppen selbst sind in „Ikos“ und „M.“ 1 bereits 
sehr ausführlich untersucht worden; insbesondere sehe man in „M.“ l 
Fig. 12 bis 15 und 28 bis 31 die figürlichen Darstellungen sowohl der 
Kugelteilungen als deren stereographische l’rojeetionen auf die Ebene 
nach und vergleiche dies mit den in $ 11 der Einleitung (pg. 41 ft.) 
der elliptischen Maassbestimmung gewidmeten Entwicklungen. 

Gruppen endlicher Ordnung sind unter allen Umständen eigentlich 
diseontinuierlich, und man würde nach den eben eitierten Entwick- 
lungen der Einleitung für die in Rede stehenden Gruppen innerhalb 
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der elliptischen Ebene die Discontinuitätsbereiche etwa noch con- 
struieren können. Es soll diese Ergänzung zur Theorie der Gruppen 
der regulären Körper hier mitgeteilt werden; sie bildet eine günstige 
Gelegenheit, die Übertragung von Kugelfiguren auf die projective Ebene 
an charakteristischen Beispielen einzuüben. 

Nach pg. 38 der Einleitung haben wir im Einzelfall die reguläre 
Teilung der Kugeloberfläche durch Centralprojection auf eine Ebene 
zu übertragen, auf welche letztere man ın richtiger \Veise die elliptische 
Maassbestimmung bezieht. Wir wollen über die Lage der so gewon- 
nenen elliptischen Ebene zur Kugel keine besonderen Voraussetzungen 
machen. | 

Unter den unendlich vielen Specialfällen 
diedrischer Kugelteilungen ist die zur Dieder- 
gruppe der Ordnung 6 gehörende in, ,„M.“Ipg.72 
dargestellt. Die Centralprojection dieser Ein- 
teilung auf die elliptische Ebene liefert die 
in Figur 13 dargestellte Einteilung dieser 
Ebene in sechs Dreiecke, die im Sinne der 
elliptischen Maassbestimmung abwechselnd 
symmetrisch und congruent sind. Jedes der 
Dreiecke in Figur 15 entspricht zwei Kreis- 

bogendreiecken der Kugel- 

teilung. Man muss die Ein- 

| teilung so auffassen, dass 
vier unter den Dreiecken 
\ sich durch das Unendliche 
s hindurchziehen, wobei na- 
= türlich diese Ausdrucks- 
ba Ä A weise im gewöhnlichen 
| = Sinne, aber nicht im Sinne 
mW a ag der elliptischen Maassbe- 
ME ı stimmung zu verstehen ist. 
Die 24 Kreisbogendrei- 
ecke der Tetraederteilung, 
wie man sie in Figur 29 
„M.“ I pg. 104 vorfindet, 
übertragen sich auf die 
zwölf geradlinigen Drei- 
ecke der in Figur 14 dar- 
gestellten regulären tetraedrischen Einteilung der elliptischen Ebene. 
Es ist interessant, dass wir hier direet die Figur des vollständigen Vierecks 
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“vor uns haben (womit aufs neue hervortritt, dass diese niedersten 
Gruppen linearer Substitutionen einer Veränderlichen überall in die 
Elemente eingreifen). Die vier Ecken des Vierecks erscheinen dabei 
(vermöge der ein-zweideutigen Beziehung) gleichzeitig den vier Tetra- 
ederecken und den vier Seitenmitten zugeordnet. Die sechs Kanten- 
mitten des Tetraeders liefern die drei Schnittpunkte der Gegenseiten 
des Vierecks"). 

Von hieraus ist der Übergang zur oktacdrischen Einteilung der 
elliptischen Ebene dadurch zu gewinnen, dass man die drei eben zuletzt 
genannten Schnittpunkte der Gegenseiten des Vierecks paarweise durch 
Gerade mit einander verbin- 
det. Es ergeben sich die 
24 Dreiecke der Fig. 15, die 
natürlich wie immer ım 
Sinne der Maassbestimmnung 
abwechselnd symmetrisch 
und congruent sind. Es ist = 
hier im Gegensatz zu den z — EZ N u 





Figuren 15 und 14 eine Be- N 
merkung zu machen, die sich N 
zugleich auf Fig. 16 beziehen | 
soll. Sowohl bei der okta- u 
edrischen, wie ikosaedri- u 
schen Einteilung der Kugel- y 


oberfläche, welche man in 
„M.“ I pg. 76 und 106 dar- 
gestellt findet, trifft es sich, 
dass jedesmal ein schraffier- 
tes Dreieck einem freien diametral ist. Man muss demnach die in 
Fig. 15 und 16 gegebenen Projectionen so auffassen, dass sie immer 
nur die Einteilung der einen Seite der elliptischen Ebene liefern. Die 
andere Seite ist zwar durch dieselben Geraden eingeteilt; indessen liegt 
jedesmal unter einem schraffierten Dreiecke ein freies und umgekehrt. 
Dabei werden in den nur einseitigen Figuren 15 und 16 diejenigen 
Dreiecke, welche sich durch das (im gewöhnlichen Sinne) Unendlich- 





+) Es ist interessant zu untersuchen, welches die Lage des absoluten Kegel- 
sehnitts der elliptischen Maassbestiinmung in den Ebenen der Figuren 13 1. ist. 
In dieser Hinsicht sei wenigstens die eine Bemerknug gestattet, dass im Falle der 
Figur 14 der absolute Kegelschnitt von dem in der synthetischen Geometrie wohl- 
bekannten nullteiligen Kegelschnitte geliefert wird, in Bezug nuf den das Vierseit 
der Figur 14 sich selbst zugeordnet ist. 
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ferne der Ebene hindurchziehen, zum Teil schraffiert zum Teil frei 
sein. Es ist offenbar ein Mangel der gewöhnlichen geometrischen 
Untersuchungen derartiger Configurationen, dass man dabei die durch 
dieselben vermittelten Gebietseinteilungen insbesondere auf der als 
Doppelflüche angesehenen Ebene nicht in Betracht zieht. 

Es bleibt endlich noch die ikosaedrische Einteilung der ellip- 
tischen Ebene übrig, welche in Figur 16 entworfen ist. Es ist diese 
Figur im Sinne der projectiven Geometrie, ohne dass man ihren Zu- 
sammenhang mit dem Ikosaeder bemerkt hätte, wiederholt und aus- 
führlich untersucht worden, worüber sogleich noch näher zu berichten 





ist. Um hier wenigstens die Construction der Figur näher zu erläutern, 
so ist zuvörderst klar, dass, wenn einmal das Fünfeck ADCLK der 
Figur gewonnen ist, alles weitere durch lineare Construction zu 
erledigen ist. Das fragliche Fünfeck ist aber kein willkürliches, son- 
dern muss der Bedingung genügen, mit einem (im gewöhnlichen Sinne) 
regulären Fünfeck projecetiv zu sein. Es wird nämlich direct ein sol- 
ches, falls die elliptische Ebene, auf welche wir die ikosaedrisch 
geteilte Kugel von ihrem Mittelpunkt aus projicieren, letztere ın 
einem von zehn Dreiecken umlagerten Punkte (d. h. in einem Eck- 
punkte des Ikosaeders) berührt. Bis auf Lineareonstructionen wird 





i 


ua 
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somit die ikosaedrisehe Teilung der elliptischen Ebene nach bekannten 
Sätzen dureh einmalige Construetion der Irrationalität Y5 gewonnen 
werden können. Wir werden übrigens, um jede Besonderheit in der 
Lage der elliptischen Ebene zu vermeiden, folgendermaassen verfahren: 

Das Viereck mit den Eekpunkten A, D. C, D wird zunächst will- 
kürlich gewählt, womit der Eckpunkt J als Schnittpunkt der Diago- 
nalen zugleich gegeben ist. Um sodann den Punkt F auf der Diago- 
nale BD zu bestimmen, führe man Dreieck ADC als Coordinaten- 
dreieck 2,, 2, 23 ein und wähle die 
Seite z = 0 dem Punkte A gegen- 


über ete.; der Punkt D soll die Co- \ k , 
ordinaten (1,—1,1) bekommen. Man vr. >= 
ziehe nun, wie in Figur 17 ausge- Ri F 
führt, die Geraden AF und CF, | ö 5 
durch deren Verlängerung man die _ a F / 
Punkte @ und H gewinnt. Werden ar P 
die Coordinaten von I vorläufig Pe | A: 
(1, œ, 1) genannt, so bekommen (r N i 
und H die Coordinaten (0, «œ, 1) bez. N / 
(1, «, 0). Man berechne nun weiter / 
den Schnittpunkt J der Geraden Cr D f 

t 


mit der Axe z, = 0, sowie darauf- 
hin die Gleichungen der Geraden 
JF und DH: 

te) — 2a et, 

«z — z — («+ l)a = 0. 
Der Punkt 7 ist nun derart zu bestimmen, dass sich die beiden letz- 
teren Geraden auf der Axe 


2 205 


0) ? 


| 


2, = durchschneiden. Diese Forderung 


liefert & = 





so dass die Gewinnung des Punktes 7, wie schon 


erwähnt, durch Construction von V5 zu erzielen ist. Alles weitere folgt 
sodann, wie bereits bemerkt wurde, dureh Linearconstruetion. 

Auf rein synthetischem Wege ist unsere Figur am ausführliehsten 
durch Schröter in dem Aufsatze Das Clebsch’sche Scechseck“ *) unter- 
sucht worden. Greift man aus Figur 16 die fünf Ecken A. D, C. L. K 
heraus und fügt ihnen noch den Punkt 7" hinzu, so hat man sechs 
Punkte, die in zehu verschiedenen Anordnungen die Ecken Brianchon- 
scher Sechsecke liefern. Auf die Existenz derartiger Sechsecke hatte 
Clebsch in einer sogleich zu nennenden Abhandlung aufmerksam ge- 


+) Mathen. Annalen Bd. 28 pg. 457 (1586). 
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macht, und hierher rührt die von Sehröter gewählte Benennung. Etwa 
zu gleicher Zeit mit Schröter hat auch Hess in seiner Abhandlung 
„Beiträge zur Theorie der mehrfach perspecliven Dreiecke und Tetraeder“ *) 
die in Rede stehende Figur betrachtet. Es handelt sich hierbei überall 
um weitere Einzelheiten der ikosaedrischen Einteilung der elliptischen 
Ebene, wie sie in Figur 16 vorliegt. Die hier zu nennenden Arbeiten 
von Clebseh, an welche Hess und Schröter angeknüpft haben, sind 
die folgenden: „Über die Anwendung der quadratischen Substitution auf 
die Gleichungen fünften Grades und die geometrische Theorie des ebenen 
Fünfseits sowie „Über das ebene Fünfeck“**). In $ 17 der zuerst 
genannten Arbeit gewinnt Clebsch die wiederholt erwähnte Figur, in- 
dem er die von ihm als Diagonalfläche bezeichnete Fläche dritter Ord- 
nung auf die projective Ebene abbildet; die sich weiter anschliessen- 
den algebraischen Entwieklungen von Clebsch kommen hier nicht in 
Betracht. 


$ 5. Die zur Modulgruppe gehörende Einteilung der {-Halbebene 
und der hyperbolisehen Ebene. 


Das lehrreichste Beispiel zur Erläuterung der oben über die Gruppen- 
diseontinuität entwickelten Principien liefert die Modulgruppe, d. h. die 
Gruppe aller reellen &-Substitutionen mit vier rationalen ganzzahligen 
Coefficienten der Determinante 1. Zugleich kommen hierbei die Ent- 
wicklungen der Einleitung, die hyperbolische Ebene betreffend, ausgiebig 


zur Verwendung. 

Die Modulgruppe hat in „M.“ I eine fast allseitige Untersuchung 
vefunden, und es ist vor allem die ihr zugehörige Dreiecksteilung der 
&-Halbebene in den Mittelpunkt der Betrachtung gestellt. Letzteres 
ist die Einteilung, welehe man in „M.“ I pg. 113 Fig. 36 dargestellt 
tindet, und welehe dann zumal l. e. pg. 208 ff. ausführlich in Discussion 
gezogen wurde. Aus dieser Figur erweist sieh die Modulgruppe als 
eigentlich discontinwierlich zwar nicht auf der reellen &-Axe, wohl aber 
in der &-Ebene, ein Umstand, der sehon oben ($ 1 und 2 des vorl. 
Kap. pg. 63) hervorgehoben wurde. 

Da die -Halbebene auf die hyperbolische Ebene, d. h. auf das 
Ellipseninnere der projeetiven Ebene, wechselweise eindeutig bezogen 
ist, so ist die fragliche Gruppe auch hier eigentlich diseontinuierlieh. 
Sie giebt zu einer Tnteilung des Illipseninnern in geradlinige Dreiecke 
Anlass, die auch bereits in „M.“ I nämlich pg. 239 tf. besprochen 


təf 


*; Mathem. Annalen Bd. 28 pg. 167 (1886). 
**) Mathem. Annalen Bd. 4 pg. 284 und pg 176 (1871). 
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urde. Es ist diese geradlinige ligur, welche wir hierneben in Fig. 18 
reproducieren, um so interessanter, als sie ganz allein dureh Linearcon- 
struction, nämlich durch fortgesetzte Construction vierter harmonischer 
Punkte gewonnen werden kann; es ist 
darüber l. c. pg.240 ausführlich berichtet 
und auch darauf hingewiesen, dass 
diese Figur wieder in der synthetischen 
Geometrie ihre wichtige Rolle spielt. 
Nach § 3 und 4 der Einleitung 
pg. 1% u.f. kann man die Collineationen 
der geradlinigen Einteilung der Figur 15 
in sich in ihrer Gesamtheit leicht an- 
geben; wir haben einfach die pg. 14 
unter (7) angegebenen Substitutionen: 


* 


E a + 2eß2 + Pas, 


(1) z = «y2, + («ð + Pr). + pz. 

| z = yz, + 27i +6 
für die Gesamtheit aller Quadrupel ganzer Zahlen «, , y, d zu bilden, 
welche der Bedingung «ô — By = + 1 genügen; das untere Zeichen 
liefert hierbei die Substitutionen zweiter Art. Für die Beziehung der 
s zur complexen Variabelen & gilt dabei die Gleichung (2) pg. 20, und 
die Ellipse ist durch 2,2; — z,°= 0 gegeben. 

Es ist nun besonders interessant, die in „A.“ I pg. 245 fi. ent- 
worfene Theorie der binären quadratischen Formen nicht wie dort an 
die &-Halbebene, sondern an die hyperbolische Ebene zu knüpfen. Die 
einzelne l. c. symbolisch durch (a, b, c) bezeichnete quadratische Form 
wird alsdann direct durch den Punkt , = a, £, = b, z, = c der pro- 
jectiven Ebene gedeutet, und dieser Punkt liegt innerhalb oder ausser- 
halb der Ellipse, je nachdem die Determinante der Form negativ oder 
positiv ist. Die Gleichung (1) stellt uns dann direct den Übergang 
zwischen äquivalenten Formen dar und stimmt in der That mit der 
bekannten Formel aus den Elementen der arithmetischen Theorie der 
binären quadratischen Formen überein*). Die repräsentierenden Punkte 
der Formen positiver Determinante sind die rationalen Punkte der 
projeetiven Ebene ausserhalb der Ellipse, d. h. die Punkte, welche man 
durch ganzzahlige Coordinaten 71, %,, 5 geben kann; diese Punkte 
iegen, was wir sogleich benutzen wollen, im Ellipsenäusseren überall 


in 
Ir 
en 
` 


*) Siehe z. B. die von Dedekind herausgegebenen Dirichlet’schen Vor- 
sungen über Zahlentheorie, 4. Aufl. pg. 130; man vergl nueh unsere obigen be 
züglichen Angaben pg. 19. 
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dicht. Will man die Betrachtung einzig auf das Ellipseninnere be- 
schränken, so wird man an Stelle des ausserhalb der Ellipse gelegenen 
Punktes seine Polare setzen; diese ist es dann, welche dem Smith’schen 
Halbkreise aus „M.“ I pg. 251 entspricht. Neuerdings ist Hurwitz 
auf diese Theorie in einer Arbeit: „Über die Reduction der binären qua- 
dratischen Formen“ *) ausführlich zurüekgekommen. Hurwitz entwickelt 
daselbst eine neue Ableitung der in Fig. 18 vorliegenden Einteilung 
des Ellipseninnern und gründet sodann die Behandlung der quadratischen 
Formen auf die sogenannten Farey’schen Polygone, welche in gewisser 
Weise aus Symmetrielinien der Figur 18 aufgebaut sind. 

Es ist hier micht der Ort, diese Gegenstände weiter zu entwickeln; 
wohl aber wollen wir aus bekannten Sätzen der Theorie der binären 
quadratischen Formen umgekehrt einen Schluss auf die Eigenart der 
Figur 18 thun. Da nach „M.“ I pg. 255 und 260 zu jeder ganzzahligen 
binären quadratischen Form positiver Determinante eine cyclische Unter- 
gruppe hyperbolischer Substitutionen gehört, welche die Form in sich 
transformieren, so ist jeder ausserhalb der Ellipse gelegene rationale 
Punkt der projectiven Ebene Fixpunkt einer solchen eyclischen Unter- 
gruppe aus Substitutionen (1). Man veranschauliche sich nun die 
geometrische Bedeutung der hyperbolischen Substitutionen (1) nach 
der oben pg. 35 besprochenen Figur 3 und wird sofort ermessen, dass 
der ausserhalb der Ellipse gelegene Fixpunkt eine Häufungsstelle äqui- 
valenter Punkte bezüglich der eyclischen Untergruppe und also auclı 
bezüglich der Gesamtgruppe (1) abgiebt. Da nun die fraglichen Fix- 
punkte, wie schon bemerkt, das Ellipsenäussere überall dicht bedecken, 
so ist es nicht möglich, dass dortselbst ein Discontinuitätsbereich der 
Gruppe von endlicher Flächenausdehnung vorliegt: Die Modulgruppe 
besitzt nur im Illipseninnern der hyperbolischen Ebene. aber nicht ausser- 
halb desselben, so wenig wie auf der Ellipse selbst, den Charakter der 
eigentlichen Discontinuität. 

Es ist interessant, die ganze Theorie der Modulfunctionen an dieser 
„hyperbolischen“ Figur zu entwiekeln, wie es überhaupt unter Um- 
ständen funetionentheoretisch wichtig sein dürfte, statt der &-Ehene 
die hyperbolische Ebene zu Grunde zu legen. 





S 6. Einführung und Erweiterung der Picard’schen Gruppe 
mit complexen Substitutionscoefficienten. 
Es wurde oben (pg. 62) auf eine Gruppe hingewiesen, in welcher 
die Coefficienten der &-Substitutionen ganze complexe Zahlen der Ge- 
stalt (a + ib) sind. Wir schreiben in diesem Siune: 


*) Math. Annalen Bd. 45, pe. 85 (1894). 
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(l) «=a tid, Beb+iW, yectid, d=d+ it, 


, . E F 
so dass a, a, b, .. rationale ganze Zahlen sind, und verlangen, dass 


die Determinante «ò — By entweder = |] oder = ¿ ist. Die l'orde- 
rung, dass die Determinante — 1 oder — sei, würde keine neuen 


Substitutionen ergeben, da selbige durch Aufnahme des gemeinsamen 
Factors ¿ in die vier Coeflicienten auf die Substitutionen der Deter- 
minanten 1 und © zurückgeführt werden. Mit ftücksieht auf diese 
Sachlage ergiebt sich der Satz: Die Gesamtheit aller Substitutionen: 
(2) gr, hl oder =i 

mit ganzen complexen Coefficienten der Gestalt (1) und von der Deter- 
ninante 1 oder i bilden eine Gruppe, innerhalb welcher iie Substitutionen 
der Determinante 1 eine ausgezeichnete Untergruppe des Index 2 bilden. 
Die Gesamtgruppe möge kurz T, die Untergruppe T, heissen. 

Die Gruppe I, und mit ihr T’ sind noch nieht in der &-Ebene, 
wohl aber im &-Halbraum eigentlich discontinuierlich, und wir haben 
demnach hier ein erstes Beispiel für die pg. 64 erwähnten Anschauungs- 
weisen Poincarés im &-Halbraum. Unter diesen Gesichtspunkten ist 
die Gruppe I, zuerst von Picard untersucht in einer unten noch zu 
nennenden Arbeit; wir erwähnen dort auch die frühere Litteratur des 
Gegenstandes. Picard hat a. a. O. den Discontinuitätsbereich der 
Gruppe I, festgestellt, aus welchem sich derjenige für I fast unmittel- 
bar ableiten lässt; es sei dieserhalb erlaubt, die fraglichen Gruppen 
nach dem Namen Picard’s zu benennen. 

Bei der näheren Untersuchung der Pieard’schen Gruppe, wie wir 
sie im folgenden geben, ist die Behandlung der Modulgruppe in „MI 
pg. 208 ff. bis ins einzelne vorbildlich. 

In diesem Sinne stellen wir zunächst die in der Pieard'sehen 
Gruppe enthaltenen Substitutionsarten fest. Nach „M.“I pg. 164 häng! 
die Natur einer Substitution in erster Linie von der Summe (« + 0) 
des ersten und vierten Coefficienten ab, vorausgesetzt, dass die Deter 
minante gleich 1 ist. Man hat eine nicht-loxodrommsche Substitution 
stets und nur danu, wenn (œ + ò) reell ist, und zwar hat man eine 
elliptische, parabolische oder hyperbolische Substitution, je nachdem 
der absolute Betrag der fraglichen Summe «+ò ve ist; alle Sub- 
stitutionen mit nicht-reeller Summe (« + 0) sind loxodromiseh. 

Wenden wir diese Sätze auf die Picard'sehe Gruppe L} an, deren 
Substitutionen die Determinante 1 haben, so sind die reellen (@ + ò) 


bei der hier vorliegenden Natur der Substitntionseveflieienten gewöhn 
liche ganze Zahlen. Es folgt demnach: Die Gruppe 1; enthält an «llıp- 
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tischen Substitutionen höchstens solche der Perioden 2 oder 3, ausserdem 
aber parabolische und hyperbolische, sowie endlich auch loxodromische. Das 
Vorkommen der ersten vier Substitutionsarten ist aber bereits durch 
den Umstand gewährleistet, dass die Modulgruppe in I, enthalten ist. 
Dass auch loxodromische Substitutionen vorkommen, ist leicht zu sehen 
und wird übrigens weiterhin noch unmittelbar evident. 

Eine in der umfassenderen Gruppe T, aber noch nicht in I, ent- 
haltene Substitution liefert einmal wiederholt eine Operation der T),. 
Neben den Perioden 2 und 3 könnten demnach bei den elliptischen 
Substitutionen der Gruppe I’ die Perioden 4 und 6 vertreten sein. 
Bringt man aber- die zunächst mit der Determinante ¿ behafteten Sub- 
stitutionen der Grüppe I' (dureh Multiplication der Coeffieienten mit 





1— i 
dem gemeinsamen Faktor ) auf die Determinante 1 und untersucht 


at 


sodann die Summe des ersten und vierten Coefficienten, so zeigt sich, 
dass in T zwar clliptische Substitutionen der Periode 4, nicht aber solche 
der Periode 6 enthalten sind. 

Bei der Untersuchung des Discontinuitätsbereiches der Modulgsruppe 
m „M.“ I pg. 227 ff. brachte es eine erhebliche Vereinfachung mit sich, 
von der Erweiterung der Gruppe durch Spiegelungen Gebrauch zu 
machen. Auch bei der Picard’schen Gruppe ist eine Erweiterung nach 
dieser Richtung hin angebracht, und zwar setzen wir gerade wie bei 
der Modulgruppe die Spiegelung an der imaginären Axe ! = —& 
hinzu, so dass an Substitutionen der Gruppe I zweiter Art neu hinzu- 
kommen: 

(3) ee, 

15— 9 
a, B, y Ò in derselben Bedeutung wie in (2) gebraucht. In der That 
beweist man leicht, dass diese Substitutionen im Verein mit den Ope- 
rationen (2) eine Gruppe bilden. In ihr ist als Untergruppe I, dann 
die aus IT, durch Erweiterung mit &° = — & entspringende Gruppe 
enthalten. 

Unter den Operationen zweiter Art der Gruppe I sind die Spe- 
gelungen an reellen (einteiligen) Symmetriekreisen für die weitere Unter- 
suchung die wichtigsten. Nach „M.“ I pg. 198 sind solche Spiege- 
lungen charakterisiert durch die Substitutionen: 

(4) g _ Arts B 1:1 1: Tr 

Cg — (A — i A) 
wo A. A’, D, C reelle Grössen sind, die der vorstehenden Ungleichung 
genügen. Soll die Substitution (3) eine solche Spiegelung sein, so muss: 


&« =6(A4 +i), B=6B, y=060, ð= 0 (0 ii) 
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sein, unter 6 einen Proportionalitätsfactor verstanden. Hieraus er- 


giebt sich: 


ad — By = (4 + A” — BCO) = 1 oder =i, 

je nachdem die zweite oder dritte (leichung (2) gilt. lm ersten Falle 
ist o recll, im zweiten aber ist ø das Product von (1 + ¿) mit einer 
reellen Zahl. Indem wir den gemeinsamen Factor 6 in die Coefficienten 
von (4) wirklich einführen und sodann für «, B, y, Ò ihre in (1) er- 
klärte Schreibweise benutzen, ergiebt sich das Resultat: Jn der vor- 
liegenden Gruppe zweiter Art I giebt es zwei Typen von Spiegelungen 
mit reellen Symmedtriekreisen; sie sind gegeben dureh: 


(6) E Ea tA, @+a?—2be=|1; 


ei +i)E — («a + ia) 
man hat dabei für a, a, b.c nach und nach alle Quadrupel ganzer 
rationaler Zahlen zu setzen, welche den unter (5) und (6) an zweiter 
Stelle beigefügten Gleichungen geniigen. 
Als Gleichungen der zu den Spiegelungen (5) und (6) gehörenden 
Symmetriekreise gewinnt man: 


(7) eE + n’) — 2a§ — 2a) +b = 0, 

(8) el + nê) — (+a5— i Iei a HH L IEO, 

wenn man, wie in der Einleitung, Ẹ = § + in setzt. Für c= 0 hat 
man sowohl in (7) wie (8) eine gerade Linie. Ist e von null ver- 
schieden, so liegen Kreise mit endlichen Radien vor; und zwar hat 


. . a: : 2 1 Š a a 
man in (7) einen Kreis mit dem Radius o um dan Punkt $= E 
e . rP . . . 1 e 
in (8) aber einen Kreis mit dem Radius — - um den Punkt mit den 

ey 

A a +a u“ — a 

Coordinaten ë = N 
j 5 20 l 2c 


$ T. Die zur Picard’schen Gruppe gehörende tetraedrische 
Einteilung des {-Halbraums. 


Während für die geometrische Interpretation der reellen 5-Sub- 
stitution in der Einleitung die Iyperbolische Ebene und damit die 
&-Ebene ausreichte, führte uns der Fall complexer Substitutionscoefth- 
cienten zum hyperbolischen Zaume und damit zum &- Halbraum. Die 
Zugrundelegung der letzteren für die weitere Untersuchung der Picard- 
schen Gruppe wird demnach für uns der gewiesene Weg sein, und 
wir werden die Substitutionen erster Art unserer Gruppe als Be- 
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wegungen des Halbraums in sich deuten, sowie vor allem die unter 
(5) und (6) gewonnenen Substitutionen als Spiegelungen des Halbraumes 
an Halblsugeln, die auf der -Ebene orthogonal stehen. Brauchen wir, 
wie in der Einleitung, als Coordinatenbestimmung im ¢-Halbraum 
‚ so werden die bei der Picard’schen Gruppe [’ eintretenden 
Symmetriellalbkugeln durch: 


(1) (&+ +9) dai 2ayti=0, 
2) EHEN) — (e t a)i — (a — ajy HOI 


gegeben sein; die Bedeutung der ganzen Zahlen a, «, b, c ist dabei 


Ç- 
a 


dieselbe wie im vorigen Paragraphen. 

Die Aufsuchung des Discontinuitätsbereichs der Picard’schen Gruppe 
im &-Halbraunıe führt zu Ergebnissen, die den bei der Modulgruppe 
vorliegenden Verhältnissen aufs genaueste analog sind. Wir werden 
im vorliegenden Paragraphen nur erst das System aller Symmetrie- 
halbkugeln (1) und (2) der Gruppe P aufsuchen und die durch diese 
gegebene Einteilung des &-Halbraums feststellen. Die letztere ent- 
spricht der zur Modulgruppe gehörenden Dreiecksteilung der &-Halb- 
ebene, wobei nun den Kreisbogendreiecken oder allgemeiner Kreis- 
bogenpolygonen der &-llalbebene Augelschalenpolyeder des &-Halbraums 
gegenübertreten, deren begrenzende Halbkugeln orthogonal gegen die 
&-Ebene verlaufen. Es ist aber die wichtigste Eigenschaft der durch 
die Kugeln (1) und (2) gelieferten Einteilung des Halbraums, dass 
dieselbe eine reyulär-symmetrische ist, diese Benennung im Sinne von 
„M.“ I (2. B. pg. 308, 336 u.s. w.) gebraucht. Denn da eine einzelne 
Spiegelung (5) oder (6) pg. 79 als Operation von [’ diese Gruppe in sich 
transformiert, so wird durch diese Spiegelung auch das Gesamtsystem 
der Symmetriekugeln (1) und (2) in sieh übergeführt. Je zwei benaclı- 
barte Parcellen der Einteilung müssen also durch die Inversion an 
ihrer gemeinsamen Seite in einander übergehen, und es wird die ge- 
samte durch (1) und (2) bewerkstelligte Polyederteilung des &-Halbraums 
in woldbekannter Weise nach dem auf den Taum übertragenen Princip 
der Symmetrie aus einem ersten Ausgangspolyeder abgeleitet werden 
können. 

Um nun die gedachte reguläre Einteilung des &-Halbraums zu 
sewinnen, untersuchen wir zuvörderst die in (1) und (2) enthaltenen 
Ebenen. Für letztere ist c = 0 charakteristisch, worauf die weitere 
Behandlung der zweiten Gleichungen (5) und (6) pg. 79 leicht ausführbar 
ist. Man findet, duss die gesamten unter (1) und (2) enthaltenen benen 
durch die vier Gleichungen: 


(3 25 =b, eb, {+q =b, er 
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gegeben sind. wobei b jedesmal alle ganzen rationalen Zahlen zu durch- 

laufen hat. Der in der ¢-Ebene gelegene Grundriss des hiermit ge- 

wonnenen Ebenensystems ist in 

Fig. 19 dargestellt. Derselbe liefert Tu pbt O 

Menn M.“ I pg- 107 an zweiter /î | | 

Stelle angegebene geradlinige Ein- SU 

teilung der &-Ebene, auf die wir | 

in einem der folgenden Paragraphen 
" 
{ 





er 
wii 





{ 
nochmals zurückkommen. Der ¢- jj 
Halbraum selbst erscheint durch die [ | 
Ebenen (3) offenbar in ein System N | | i 
von dreiseitigen Prismen eingeteilt, PFS la ers ir | 
die überdies rechtwinklig und gleich- Fe. 
schenklig sind. 

Man nehme nunmehr e in (1) und (2) von null verschieden an 


und darf alsdann aus naheliegendem Grunde c œ> Q0 voraussetzen. Es 
1 


ey2 


| 





ist jetzt eine Kugel vom Radius - bez. dargestellt, je nachdem (1) 


oder (2) vorliegt. Da ce ganzzahlig ist, so ist der grösste überhaupt 
vorkommende Radius 1; dieser tritt für e= 1 ein und zwar allein für die 
Gleichung (1). Es gilt dann, alle ganzzahligen Lösungen der Gleichung: 
e+dl—b=l 
festzustellen, und hier sind offenbar die beiden ganzen Zahlen a und 
@ willkürlich wählbar, während b in jedem Falle eindeutig bestimmt 
ist. Es hat sich so ergeben: Unter den Symmetriekugeln der Gruppe T 
finden sich alle Kugeln mit dem Radius 1 um die yanzzahligen Punkte 
=a -ia der -Ebene und keine eigentliche Kugel von grösserem 
Jadius. 
Weiter brauchen wir die Aufzählung besonderer Symmetriekugeh 

(1) und (2), wie sich bald zeigen wird, nicht mehr zu treiben. Wir 
greifen vielmehr unter den bisher gewonnenen Symmetrie-ebenen bez. 
-kugeln die speciellen vier auf, welche durch: 
Bo, Er y=0, itı=), Ppt 
gegeben sind. Die drei an erster Stelle genannten Ebenen grenzen 
ein erstes unter den schon genannten dreiseitigen Prismen ein; die dureh 
die vierte Gleichung dargestellte Halbkugel durehschneidet das Prisma; 
und wir wollen jetzt insbesondere denjenigen Teil des Prismas be- 
trachten, der ausserhalb der fraglichen Halbkugel gelegen ist. Wir 

nennen diesen Teil 7, und dürfen ihu mit demselben Reehte als 
i ein Nugelsehalentetraeder bezeichnen, mit welehem wir in „M.“ | 


Fricke-Klein, Aulomorphe Fuuctionen. 1. Ò 
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pg. 227 den Ausgangsraum der Modulgruppe als Kreisbogendreieck 
benannten; beide Male ist freilich eine Ecke des Bereiches im Un- 
endlichen gelegen. Um die Lage des Tetra- 

zu. eders 7, noch näher zu beschreiben, sind 

x =“ in Figur 20 die Grundrisse der Ebenen 
(FR und Kugel (4) gezeichnet. Man muss sich 
a nun senkrecht zur Papierebene die zu den 
\ 1 \ drei Geraden gehörenden Ebenen, sowie die 
| zum Kreise gehörende Halbkugel errichtet 
en denken; das Tetraeder 7, wird dann nach 
unten von der Halbkugel begrenzt und zieht 

sich nach oben zwischen den drei Ebenen 

ins Unendliche In noch direeterer Weise mag Figur 21 die Lage 
und Gestalt des Tetraeders 7, versinnlichen. Die Kanten des Tetra- 
eders 7, sind in dieser Figur, die wir gleich noch weiter verfolgen, 


Fig. 20. 


duren stärkeres Ausziehen hervorgehoben. 

Nach Analogie von „M.“ I pg. 228 
können wir die Punkte des 'letraeders 7, 
durch gewisse Ungleichungen definieren, 
welche für die Coordinaten &, n, ® der- 
selben bestehen. In der That findet man 
leicht den Satz, dass für die Punkte des 








E Tetraeders T, folgende drei Ungleichungen 
NER NR. Dy T charakteristisch sind: 
NE A 6) |0<S-5 E 
l N Fan ? \ 5) d rA 
i t D 22 2 2 
T E, T | ®?+-N"+9>1. 
"a o an Man untersuche nunmehr, ob iv das 
u a: 0) Tetraeder 7, noch irgend welche andere 
Vi 7527, Symmetriekugeln der Gruppe I’ eindringen 
a 
Fig. 21. können. Von allen Punkten des Tetra- 
eders 7%, ist die Ecke von den Coordinaten 
1 1 5 À 
E = 1) = — 4, 9 = 7 der -Ebene am nächsten gelegen. Bei der 
[7 A 
T 1 i Ä 
schon oben festgestellten Grösse - und der Radien der Symmetrie- 
ch 2 


kugeln kann sonach in das Innere von 7, jedenfalls nur eine Sym- 
metriekugel des Radius 1 eindringen. Diese Kugeln aber haben die 
ganzzahligen Punkte ¢ = a 4+ ia zu Centren, und es folgt demnach, 
dass zwar die Kugel um &= — 1 durch eine Kante von Z, hindurch- 
geht, dass aber keine dieser Kugeln in 7, eindringt. 

Denken wir nunmehr die gesamten Symmetriehalbkugeln (1) 
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und (2) pg. SO construiert, so werden sie, wie schon ausgeführt wurde, 
eine Einteilung des Halbraumes liefern, in welcher je zwei benach- 
barte Parcellen bezüglich ihrer gemeinsamen Seite symmetrisch sind. 
Es handelt sich hier also um eine vollständige und überall einfache Aus- 
felhng des Halbraumes mit Tetraedern Ti, T,, Ty, .... welche durch 
immer wiederholte Spiegelung aus dem Ausgangstetraeder T, gewonnen 
werden können. Die Tetraeder senken sich, wie man noch in Figur 2] 
sehen wolle, mit Spitzen zur &-Ebene herab, und die letztere ist in 
ganz derselben Weise eine natürliche Grenze für den Spiegelungs- 
process, wie die reelle Axe bei der Dreiecksteilung der Modulgruppe. 
Beim Durclischreiten des Halbraumes gegen die -Ebene hin trifft man 
auf Tetraeder, die, im elementaren Maasse gemessen, kleiner und 
kleiner werden, und die in unmittelbarer Nähe der &-Ebene unbegrenzt 
usammenschrumpfen. 

Auf Grund der hiermit gewonnenen Ergebnisse werden wir nun 
leicht über den Discontinuitätsbereich und die Erzeugung der Picard- 
schen Gruppe endgültige Angaben machen können. 


$ 8. Der Diseontinuitätsbereich und die Erzeugung der 
Pieard’schen Gruppe. 


Es soll hier zunächst für die dureh Spiegelungen erweiterte Picard- 
sche Gruppe I’ der Discontinuitätsbereich abgeleitet werden. Zu diesem 
Ende übe man auf den mit der Tetraederteilung versehenen &-Halb- 
raum irgend eine symbolisch durch V zu bezeichnende Substitution der 
Gruppe I aus. Durch V wird die Gruppe [’ in sich trausformiert, 
und insbesondere wird jede in I’ enthaltene Spiegelung durch 1” wie- 
derum in eine Spiegelung dieser Gruppe transformiert. Jede Symmetrie- 
halbkugel der Tetraederteilung wird demgemäss durch V wieder in 
eine ebensolche Symmetriehalbkugel übergeführt, d. A. die zur Gruppe T 
gehörende Tetraederteilung wird nicht nur durch die Spiegelungen, sondern 
überhaupt durch jede Operation von T in sich selbst transformiert. 

Man greife nun irgend einen Punkt des Ausgangstetraeders 7, ant 
und denke die sämtlichen mit diesem Punkte bezüglich I äquivalenten 
Punkte markiert. Ist noch ein zweiter unter diesen Punkten innerhalb 
Tp gelegen, so giebt es nach dem soeben ausgesprochenen Satze eine 
von der Identität verschiedene Operation in I, welche 7, in sich trans- 
formiert. Die dem Tetraeder 7, angehörende parabohsche Spitze g = X 
wird bei dieser Transformation in sich übergehen und also würden 
wir es mit einer Substitution der Gestalt: 


č =+ p oder g = iy -+p 
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bez., falls eine Substitution zweiter Art vorliegt, der Gestalt: 


=—ġ +p oder = —i4+Bß 
zu thun haben. Alle diese Substitutionen sind in der zu Figur 19 pg. 81 
gehörenden Dreiecksgruppe enthalten und können sonach das Tetraeder 
Ty nicht in sieh transformieren. Innerhalb des Tetraeders 7, kann es 
bei dieser Sachlage keine zwei bezüglich I’ äquivalente Punkte geben. 

Auf der anderen Seite giebt es zu jedem Punkte des &-Halbraumes 
einen äquivalenten Punkt innerhalb 7,; denn jener erste Punkt kann 
durch eine Kette von Spiegelungen der Gruppe I’ in 7, hinein trans- 
formiert werden. 

Hiermit schliesst sich der zu liefernde Nachweis, und wir haben 
den Satz gewonnen: Das durch die Bedingungen (5) pg. 82 definierte 
Ausgangstetraeder T, ist der Discontinwitätsbereich der Gruppe T, welche 
letztere somit zwar noch nicht innerhalb der &- Ebene, wohl aber im 
&- Halbraum eigentlich discontinwierlich ist. 

Die uneigentliche Discontinuität der Gruppe I’ innerhalb der &Ebene 
wurde zwar in der voraufgehenden Entwicklung mecht besonders hervor- 
gehoben, folgt aber z. B. schon aus dem Umstande, dass die mit 
einander äquivalenten Tetraederspitzen die -Ebene überall dicht be- 
decken. 

Man bringe nun die vier Seiten des Ausgangstetraeders in die 
Reihenfolge, wie sie dureh die Gleichungen: 


a c Z g2 2 CE =A 
G) n=0, 2+1=0, p+ tel, E 
festgelegt ist, und bezeichue die vier zugehörigen Spiegelungen durch 
A, B, C, D; man hat somit explicite: 


D AO-5 BQ=—t—1, CO Do 


Es entsprechen diese Substitutionen den drei in „M.“ I pg. 232 mit 
A, D, C bezeichneten Modulsubstitutionen, wie mau denn hier über- 
haupt die genaueste Analogie zu den damaligen Entwicklungen be- 
merkt. Vor allem gilt: Die erweiterte Picard'sche Gruppe T lässt sich 
aus den vier Spiegelungen A, D, C, D erzeugen. 

Als Spiegelungen genügen die erzeugenden Substitutionen A, B, 
C, D den vier Relationen: 


(3) 4&=1, BP=1, C=4i, DE 

Es sind dies aber nicht die einzigen zwischen A, B, C, D bestehenden 
?} s . . . . 
Relationen. Um die Gesamtheit derselben in Erfahrung zu bringen, 


muss man die in „M.“ I pg. 452 ff. auf ebene Polygonteilungen ange- 
wandte Überlegung auf Polyederteilungen des &-Halbraumes übertragen. 





























I, 1. Erläuterung der Gruppendiscontinuität an Beispielen. 85 


Das Wesen der fraglichen Betrachtung bleibt dabei völlig unverändert. 
Die einzelne für A, B, C, D gültige Relation /(A, D.C, D=|1 
wird durch eine geschlossene Linie versinnlieht, welche von einem 
Punkte des Tetraeders 7, beginnt und dort endet. Die Zusammen- 
setzung dieser Relation aus primitiven Relationen wird dann genau, 
wie ]. c. ausführlich geschildert wurde, durch Zusammenziehung jenes 
geschlossenen Weges gewonnen. Es zeigt sich, dass die Anzahl der 
ausser (3) noch hinzukommenden Relationen mit der Anzahl der Classen 
äqwivalenter Tetraederkanten unserer Einteilung übereinstimmt; wir haben 
dabei, einem allgemein üblichen Brauche der Arithmetik folgend, die 
Bezeichnung „Classe“ für den Inbegriff äquivalenter Gebilde irgend 
welcher Art (hier von Teetraederkanten) benutzt. Die nähere Gestalt 
der einzelnen Relation bestimmt man dann entweder aus dem Neigungs- 
winkel, welchen das Tetraeder 7, an der einzelnen Kante darbietet, 
oder durch Rechnung aus der Gestalt (2) der Substitutionen A, B. C, 
D. Man findet: Neben den Relationen (3) bestehen fir die vier orzen- 
genden Substitutionen der Picard’schen Gruppe T den sechs durchweg in- 
äqwivalenten Tetraederkanten entsprechend die sechs Relationen: 


a jAaBr=1, =i, (ADY=1, (ÈC =1, 
BD =1, (CD =1. 


Sollen wir die Seiten des Tetraeders 7, für den Augenblick selbst 
A, B, C. D nennen, so spricht sich in den Relationen (4) sofort aus, 
welche Neigungswinkel bei 7, vorkommen. Drei rechte Winkel liegen 
vor bei den Seitenpaaren (A, D), (A, C) und (C, D); die Seiten I und 


C bilden den Winkel =, die Paare (A, D). (B. D) die Winkel i Der 


genaue Zusammenschluss der Tetraeder um die gemeinsamen Kanteu 
ist damit auch nach dem Princip der Symmetrie unmittelbar ersichtlich. 
Wenn man von I’ zur Picard’schen Gruppe erster Art I übergehen 
will, so hat man ganz wie bei der Modulgruppe „M.“ I pg. 250 hier 
zwei Tetraeder, die benachbart sind, zusammenzufassen. Wir vereinen 
etwa mit 7, sein an der Seite D entworfenes Spiegelbild, wodurch ein 
von den fünf Symmetrie-halbkugeln bez. -halbebenen: 


= 2% S + i =l, 
(5) 7 0, 1 0 - "+ 


SU, 2y—l=0 
eingegrenztes Pertaeder P) entspringt. Das dami gewonnene Pentaeder 


Pa dessen Punkte wir auch durch die Ungleichungen: 
1 h u a 
(6) eo, 0<y& PEPS 


” 
"t 


lefinieren können, ist der Disconlimuitätsbereich der Picard’schen Gruppe 
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erster Art T. Gerade wie beim Ausgangsdreieck für die Modulgruppe 
erster Art wolle man auch hier nur diejenigen Randpunkte dem Penta- 
eder zurechnen, welche als solche dem ursprünglichen Tetraeder 7, 
angehören. In den beiden ersten Ungleichungen (6) ist dies bereits 
zum Ausdruck gebracht; für die dritte Ungleichung (6) müssen wir den 
Zusatz machen, dass das untere Zeichen nur dann gelten darf, falls 
E+-n<O ist. 

Bezeichnen wir das Pentaeder P, gemäss seiner Entstehung als 
Doppeltetraeder, so sind die sechs freien Seitenflächen desselben zu 
Paaren durch die Erzeugenden der Gruppe I’ einander zugewiesen, 
Es ergiebt sich: . Die ursprüngliche Gruppe T lässt sich aus den drei 
elliptischen Substitutionen der Perioden 4, 4, 2: 


(7) AD=S$, BD=T, CD=U 
erzeugen, deren cxplicite Gestalt sich auf Grund von (2) zu: 
r s [4 . r 1 
9 O ë= (Di--i-i. (U) E= 
berechnet. Durch Combination der Substitutionen S, T. U folgt: 
DI- = AB, TU~ =C] US = CA. 


Es ergiebt sich somit auf Grund von (4) weiter: Zwischen den drei 
erzeugenden Substitutionen der Pieard’schen Gruppe I bestehen die sechs 
Relationen: 


(9) | St = 1. Ti = 1. U? = 1., 
è | (ST)? = 1 CLEN m: ie ( US 1. 


Endlich seien hier auch betreffs der Untergruppen I, und T; 
einige nähere Angaben gemacht. Die vier Spiegelungen (2) haben 
bis auf die letzte, nämlich D, Determinanten + 1 oder — 1. Nehmen 
wir somit aus der Tetraederteilung alle mit D äquivalenten Symmetrie- 
halbkugeln heraus, so entspringt als zur Gruppe T, gehörig eine Pentaeder- 
teiluny des &-Halbraumes, wobei das Ausyangspentaeder durch die fünf 
unter (5) dargestellten Seiten eingegrenet ist. Unter den fünf erzengenden 
Spiegelungen A, B, C, D, LE’ sind die ersten drei die bisher unter 
dieser Benennung gebrauchten Operationen; für D und E’ hat man: 
(10) Di, Mei 
Awischen diesen Substitutionen bestehen gewisse acht Relationen, 
welche den acht Pentaederkanten entsprechen, sodann aber die fünf 
Gleichungen 4° = 1, ..., denen die A, ... als Spiegelungen genügen. 


Wir wollen von hieraus auch noch die Erzeugenden der Gruppe 
erster Art I, aufstellen. Als Discontinuitätsbereich soll dasjenige 
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„Doppelpentaeder“ benutzt werden, welches aus P, durch Anfügung 
seines an D’ eutworfenen Spiegelbildes entsteht. Das als Disconti- 
nwitätsbereich der Gruppe T, fungierende Doppcelpentacder kann somit als 


durch die Ungleichungen: 
Br Esci OSa E+y+e>ı 


definiert angeschen werden mit dem Zusatz, dass in den beiden letzten 
Gleichungen die Gleichheitszeichen nur dann gelten dürfen, wenn E< 0 
ist. Als Erzeugende der Gruppe T, kann man die folgenden vier ver- 
wenden: 


ERTED, W=-0D, V=ED, 


deren explicite Gestalt sich berechnet zu: 

r [4 1 1 f e 
rede, TH=E-L, a v’)=--—-E-Hi. 
Man hat als Resultat: Die Gruppe L, lässt sich aus vier Substitutionen 
erzeugen, von denen drei elliptisch von der Periode zwei sind, nämlich 
S, U‘, V’, während T’ parabolisch ist. Die Substitutionen 7’ und U’, 
für sich allein genommen, erzeugen die ın I, enthaltene Modulgruppe. 

Die Substitutionen 6’, 7’, V’, für sich combiniert, liefern die 
Gruppe aller Substitutionen; 
E = + é+ (a + ib), 
wo a und b beliebige rationale ganze Zahlen, also (æ + ib) eine be- 
liebige complexe ganze Zahl dieser Gestalt ist. Compbinieren wir mit 
den Substitutionen dieser Art immer wieder die Substitution U’, so 
erkennt man leicht, dass sich für die Substitutionen der Gruppe T, 
eine Kettenbruchentwicklung ergiebt: 
, i 1 
£ = (a, F ib,) = un 
1 
ati) EE 
welche für die vorliegende Gruppe I, das Analogon der in „M.“ I 
pg. 220 für Modulsubstitutionen aufgestellten Kettenbruchentwicklung ist. 


§ 9. Bemerkungen über Untergruppen der Picard’schon Gruppe. 
Historisches. 


Man wird das Problem, die gesamten Untergruppen der Picard- 
schen Gruppe aufzuzählen, bei dem Charakter des analogen Problems 
innerhalb der Theorie der Modulgruppe (ef. „M.“ IT pg. 418) als ein 
sehr schwieriges ansehen müssen; und es sollen hier auch nur nach 
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zwei Richtungen hin einige vorläufige Angaben über Untergruppen der 
eben betrachteten Gruppen gemacht werden. 

Indem wir zuvörderst etwa an die umfassenden Gruppen T und I 
anknüpfen, wollen wir die den Kanten und Ecken des Ausgangs- 
tetraeders 7, entsprechenden Untergruppen vom Charakter der cycli- 
schen bez. der Rotationsgruppen (cf. pg. 51) aufstellen. Wir finden 
solcherweise eine erste Gelegenheit, die früher entwickelten allgemeinen 
Ansätze, betreffend cyclische Gruppen und Rotationsgruppen, an einem 
concreten Beispiel zur Ausführung zu bringen. Im übrigen wird auch 
hier wieder die schon mehrfach hervorgehobene Analogie zur Modul- 
gruppe bestehen bleiben; es handelt sich speciell um Übertragung der 
Entwicklungen in „M.“ I pg. 216 u. f. 

Nach den Erörterungen der Einleitung (pg. 56) gehört zu jeder 
cyelischen Untergruppe aus elliptischen Substitutionen im &-Halbraume 
ein Punkt für Punkt festbleibender Halbkreis, der senkrecht gegen die 
&-Ebene verläuft. In diesem Sinne finden wir den sechs Kanten des 
Tetraeders 7, entsprechend insgesamt sechs Classen eyelischer Unter- 
gruppen aus elliptischen Substitutionen innerhalb der Picard schen Gruppe 
T. Die mit einander gleichberechtigten Gruppen sind dabei nach der 
schon vorhin eingeführten Sprechweise in eine „Classe“ zusammen- 
gefasst. Nach der Formel (4) des voriger Paragraphen (pg. 85) oder 
auch bei der Grösse der Kantenwinkel des Tetraeders 7, haben drei 
unter diesen Gruppen die Ordnung zwei, eine die Ordnung drei und 
endlich die beiden letzten die Ordnung vier. 

Von den vier Ecken des Ausgangstetraeders liegen drei im Innern 
des &-Halbraumes. Sammeln wir alle Substitutionen aus T, welche 
eine einzelne dieser Ecken in sich selbst überführen, so entspringt not- 
wendig eine Jtotationsuntergruppe vom Typus der in der Theorie der re- 
gulären Körper auftretenden Gruppen, da das Centrum dieser Rotations- 
gruppe im &-Halbraum und also im Kugelinnern des projectiven Raumes 
liegt. Man spricht demnach allgemein von einer diedrischen, tetraedri- 
schen cete. Ecke, je nachdem die zugehörige Rotationsuntergruppe eine 
Diedergruppe, Tetraedergruppe ete. ist, und unterscheidet die Dieder- 
gruppen noch näher durch Angabe ihrer Ordnungen 2n. Man kaun 
nun aus den für die Gruppe I’ oben mitgeteilten Figuren leicht ab- 


| Ar l = 1 /3 

lesen, dass die beiden Leken 6 = 0, 8 =1 und = —;, = u 

diedrisch von den Ordnungen 8 und 6 sind, während wir in der dritten 
3 1 i i ge i 

Icke = — t ‚9 =. eine oktaedrische vor wns haben. Doch kann 


man diese Resultate auch auf dem Wege der Rechnung gewinnen, wie 
wir etwa für die oktaedrische Ecke ausführen wollen. 
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Die gesamten Symmetriehalbkugeln der Einteilung des Halbraunıs 
in Tetraeder sind durch die Gleichungen (1) und (2) pg. 50 angegeben, 
wo für die ganzen Zahlen a, a, b, c alle Lösungen der Gleichungen (5) 
bez. (6) pg. 79 einzusetzen sind. Um somit alle Symmetriehalbkureln 
1 t 
durch den Eckpunkt E = — a 


C 


1 
‚9= E zu erhalten, trage man in 


die Gleichungen (1) und (2) pg. 80 für die Coordinaten €. y. 9 die 
Werte: 


t| ma 


E = — 


ein und hat somit einmal alle ganzzahligen Auflösungen des Glei- 
chungspaares: 


atada+b+c=0, @+a?— be= l, 
sodann aber des Paares: 
a+b+c=(, @+a’— ?be = 1 


aufzusuchen. Doch geben dabei zwei Auflösungen, die durch gleich- 
zeitigen Zeichenwechsel aller vier Zahlen aus einander hervorgehen, 
eine und dieselbe Halbkugel. 

Das erste Gleichungspaar führt durch Elimination von b auf: 


(2a 4 e p RE peA +2 =4. 

Diese Gleichung führt insgesamt nur auf sechs Lösungen (a. a, b, ©, 
nämlich (1,0, — 1,0), (0, 1 — 1,0), (— 1,— 1,1, D, , — 1,0, D, 
(— 1,0,0,1), (0,0,— 1,1). Das zweite Gleichungspaar führt durch 
Elimination von «@ auf: 

wer Le=i|, 

eine Gleichung, die noch leichter zu discutieren ist. Es zeigt sich, 
dass insgesamt nur noch drei weitere Lösungen hinzukommen, nämlich 
(1,0,0,0), (9, — 1,1,0), (0, — 1,0,1). Es gehen somit im ganzen 
neun Symmetriehalbkugeln der Halbraumteilung durch die in Rede 
stehende Ecke, und wenn man unter Benutzung der Gleichungen (1) 
und (2) pg. SO die neun in der &-Ebene gelegenen Grundrisse dieser 
Kugeln zeichnet, so ergiebt sich das Kreissystem der Figur 22 (pg. 20), 
in welchem man unter Vergleich mit „A.“ I pg. 15 die Oktaederteilung 
erkennt. Der oktaedrische Charakter der fraglichen Ecke von 7, ist 
damit aufs neue bewiesen. 

Es ist endlich noch die vierte, bei <= X gelegene Feke des Tetra- 
eders zu disentieren. lm projectiven Raume gedacht, wird der frag 
liche Eckpunkt auf der absoluten Kugel der hyperbolischen Maass 
bestimmung selber gelegen sein. Wir müssen demmach zufolge der 
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allgemeinen Erörterungen von pg. 52 hier zu einer Rotationsunter- 
gruppe von solchem Typus geführt werden, wie sie bei den elemen- 
taren Bewegungen der parabolischen Ebene in sich auftreten. Dies 
bestätigt sich sofort: Die Substitutionen der Picard’schen Gruppe, 
welche die Ecke &= œ des Tetraeders in sich transformieren, sind 
in ihrer Gesamtheit gegeben durch: 


(1) E = g + (a + ib), 
wo v = (), 1,2,3 zu nehmen ist. Wir sind damit zur Gruppe des 


e o . s TU 3 .._ 
geradlinigen Dreiecks der Winkel 7 geführt, deren zugehörige 


Ei 
27,4% 
Teilung der &-Ebene bereits oben Figur 19 pg. 81 sowie andrerseits 
in „M.“ I pg. 107 dargestellt ist. 
Wir haben in der vorstehenden Behandlung der Picard’schen 
Gruppe überall den ¢-Halbraum zu Grunde gelegt, um mit der Be- 
| handlung der Modulgruppe 
n „M.“ I allenthalben glei- 
chen Schritt zu halten. Doch 
wird man nun mit Recht 
fragen, welches für die Pi- 
card’sche Gruppe das Ana- 
logon der in „M.“ I pg. 239 
studierten und oben in Fi- 
gur 18 pg. 75 reproducier- 
ten „geradlinigen Modul- 
figur“ ist. Um hierauf zu 
antworten, haben wir nur 
nötig, die Einteilung des 
&£-Halbraumes in Tetraeder 
auf das Kugelinnere des 
hyperbolischen Raumes zu 
übertragen. Wir wählen da- 











—_ bei den oben als oktaedrisch 
erkannten Eckpunkt § = — zu 8 = = zum " Kugelmittelpunkt, 


worauf die zu den neun Kreisen der Figur 22 gehörenden Halbkugeln 
neun Diametralebenen der absoluten Kugel des hyperbolischen Raumes 
liefern, und zwar offenbar die neun Symmetriecbenen eines der Kugel 
eingeschriebenen regulären Oktacders. Aber auch die acht Seitenflächen 
dieses Oktaeders stellen sich ein; denn eine unter ihnen ist, wie man 
mit Hilfe von Figur 21 oder 22 leicht feststellen wird, die Symmetric- 
ebene der Spiegelung € —=&, und die übrigen sieben Seiten des 
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Oktaeders folgen dann vermöge der Regularität der Einteilung von 
selber. 

Auf Grund dieser Ergebnisse entspringt folgendes schöne Bild von 
der fraglichen regulären Einteilung: Man construiere ein der absoluten 
Kugel eingeschriebenes reguläres Oktaeder und reprodueiere dasselbe 
nach dem Princip der Symmetrie: Ls entspringt cine regqulär-synımetrische 
löinterlung des Kugelinnern in lauter Oktaeder, deren Teken auf der Kugel 
liegen. Dabei ist die einzelne Kante immer von vier Oktaedern nmlagert ; 
denn sämtliche Kantenwinkel des Ausgangsoktaeders sind, wie man 
leicht aus Figur 21 pg. S2 abliest, rechte. Setzen wir nun noch die 
Syminetrieebenen jedes Oktaeders hinzu, so wird das einzelne unter 
ihnen in 48 Tetraeder zerlegt; und damit liegt dann endgültig die zur 
Picard'schen Gruppe L gehörende Einteilung des Kugelinnern in Tetra- 
cder vor. Hiermit ist das Analogon der „geradlinigen Modulfigur“ ge- 
wonnen. Auch würden wir nach dem Muster von „M.“ I pg. 240 eine 
projective Erzeugung unserer regulären Raumteilung durchführen 
können; doch gehen wir hierauf der Kürze halber nicht mehr ein. — 

Die oben betrachteten Untergruppen von I’ sind übrigens nur erst 
diejenigen unter den cyclischen und Rotationsuntergruppen der Picard- 
schen Gruppe, die sich nach den Sätzen der Einleitung ohne weiteres 
ergaben. Für das Studium der cyelischen Untergruppen aus hyper- 
bolischen oder aus loxodromischen Substitutionen, sowie andrerseits 
der Rotationsuntergruppen, deren Centren im hyperbolischen Raume 
ausserhalb der absoluten Kugel liegen, sind erst noch weitere Hilfs 
mittel heranzuholen. Die letzteren bestehen einmal in geometrischen 
Entwicklungen, die erst im Verlaufe der nächsten Kapitel ausge- 
führt werden, andrerseits, was besonders interessant ist, in der arith- 
metischen Theorie von zwei Arten quadratischer Formen mit complexen ganz- 
zahligen Ooefficienten der Gestalt (a + ib). Mit der Theorie der hier 
gemeinten quadratischen Formen steht nämlich die Pieard’sche Gruppe 
fund die ihr zugehörige Halbraumteilung in derselben engen Be- 
ziehung wie die Modulgruppe zufolge „M.“ I pg. 243 ff. mit der Theorie 
der gewöhnlichen Gauss’schen quadratischen Formen. Wir kommen aut 

diesen Gegenstand unten ausführlich zurück: doeh erscheinen einige 
© vorläufige historische Angaben schon hier angebracht. 

An erster Stelle haben wir die grosse Untersuehung Dirichlet’s 
zu nennen, welche den binären quadratischen Formen: 

(2) ax? + 2bay-+ ey 

gilt, in denen die Coeftieienten ganze complexe Zahlen der hier imn 
Rede stehenden Art sind. Es sind diese Untersuchungen zusammen- 
gefasst in der Abhandlung .„Ztecherches sur les formes quadratiques a 
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coifficients et à indetermindes complexes“*), welche die Methode anlan- 
send an den Disquisitiones arithmeticae ihr Vorbild findet und rein 
aritımetisch sich aufbaut. Neuerdings ist Hilbert in seiner Abhand- 
lung „Über den Dirichlet'schen biquadratischen Zahlkörper“ **) auf die 
Dirichlet'schen Untersuchungen zurückgekommen und hat dieselben 
in dem von Dirichlet selbst geplanten Sinne vervollständigt. Es ist 
nun möglich, diese Theorie auf Grund der Raumteilung der Picard- 
schen Gruppe in geometrischer Form zu entwickeln, wobei die Behand- 
lung der gewöhnlichen Gauss’schen quadratischen Formen m „M.“ I 
pg. 243 ff. als Modell dienen kann. Insbesondere zeigt sieh dabei, dass die 
Dirichlet schen Formen (2) zu den eyelischen Gruppen innerhalb der Picard- 
schen Gruppe in enger Beziehung stehen. Wir verschieben die aus- 
führliche Besprechung der Einzellieiten auf später. 

Die Picard’sche Gruppe ist nun aber noch weiter tragend; sie 
bietet nämlich auch einen schr eleganten geometrischen Eingang in 
die Theorie der sich selbst conjugierten binären quadratischen Formen, 
d. h. der Formen: 

(3 "ax +bay+ bzy + cyy, 

wo a und c reelle ganze Zahlen sind, b und b aber zwei conjugiert 
complexe Zahlen unserer Art, ebenso wie x und x, y und Y.. Diese 
Formen sind von Hermite in der noch mehrfach zu nennenden Ab- 
handlung „Sur la théorie des formes quadratiques“ ***) eingeführt und 
untersucht worden. Die geometrische Theorie der Formen (3), über 
welche wir späterhin gleichfalls im Zusammenhang berichten, wird 
ihr Hauptinteresse in dem Umstande finden, dass sie in unmittelbarer 
Beziehung zu den Rotationsgruppen innerhalb der Picard’schen Gruppe 
steht. Es ist dies gerade dieselbe Beziehung, wie sie in „M.“ I pg. 252 fi. 















D)? 
zwisehen den damaligen Formen und den eyclischen Untergruppen inner- 
>) D 


halb der Modulgruppe hervortrat, und wie wir sie zwischen den Dirichlet- 
schen Formen (2) und den cyelischen Untergruppen der Pieard’schen 
Gruppe schon erwähnten. 

Der erste, der die hier gedachte geometrische Theorie der Her- 
mite’schen Formen (3) in Angriff genommen hat, ist Pieard gewesen; 
man sehe hierüber dessen Abhandlung .Sur une groupe des transforma- 
tions des points de Vespace situcs du méme côté dun plan“). Picard 


+) Crelle's Journal Bd. 24 pg. 291 (1842) oder Gesammelte Werke Bd. 1 
pg. 535 ff. 
**) Mathem. Annalen Bd. 45 pg. 309 (1894). 
**#) Crelle’s Journal Bd. 47 pg. 343 ff. (1853). 
+) Bulletin de la société mathématique de France, Bd. 12 (1884); siehe auch 
Mathem. Annalen Bd. 39 pg. 142. 
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gelangt daselbst dureh geometrisehe Interpretation der bereits von 
Hermite aufgestellten Reductionsbedingungen für die späterhin als de- 
finit zu bezeichnenden Formen (3) zum Diseontinuitätsbereich der oben 
mit I, bezeichneten Gruppe im £-Halbraum, ein Umstand, der uns 
oben veranlasste, die fragliche Gruppe mit Picard’s Namen zu belegen. 

In neuerer Zeit hat Bianchi, ohne zunächst mit den Picard’sehen 
Resultaten bekannt zu sein, diese Gegenstände sehr ausführlich in 
Untersuehung gezogen und bei verschiedenen Gelegenheiten darüber 
berichtet; vergl. namentlich die Note „Sur gruppi di sostituzioni lincari 
a coefficienti interi complessi *) sowie die ausführliche Arbeit Geo- 
metrische Darstellung der Gruppen linearer Substitutionen mit ganzen 
complexen Coeffieienten nebst Anwendungen auf die Zahlentheorie: **), 
T Bianchi giebt hier eine Behandlung der oben mit T, bezeichneten 

Gruppe, für welche die Untersuchung der Modulgruppe in „M.“ l 
| pg- 211 ff. vorbildlich ist; d. h. es wird von den Substitutionen zweiter 

Art kein Gebrauch gemacht. Die Behandlung der Dirichlet'schen 
Formen (2) und der Hermite’schen Formen (3) auf Grund der Halb- 
gannteilung entwickelt Bianchi in der zweiten der beiden eben ge- 
nannten Abhandlungen. 

Es sei hier endlich noch die Arbeit von Hurwitz „Über die Ent- 
wicklung complexer Grössen in Kettenbrüche‘ ***) erwähnt, in welcher 
insbesondere Kettenbrüche complexer Zahlen mit Teilnennern behandelt 
werden, welche ganze complexe Zahlen der Gestalt (a + ib) sind. Die 
- Hurwitz'sche Untersuchung steht in unmittelbarer Beziehung zu der 
T Pg. 87 erwähnten Kettenbruchzerlegung der Substitutionen der Gruppe 
T,, und die Hurwitz’schen Resultate könnten aus der Theorie der 
Pieard’schen Gruppe gerade in derselben Art abgeleitet werden, wie 
die bekannten Sätze über Kettenbruchentwieklung reeller Grössen aus 
der Theorie der Modulgruppe. 


Die Picard’sche Gruppe hat vorstehend eine etwas breitere Be- 
handlung gefunden, weil sie das erste Beispiel einer nur erst im 
&-Halbraume eigentlich discontinuterlichen Gruppe abgiebt. Wir sind 
aber nun dureh die in diesem Kapitel hesprochenen Gruppen ın den 
Stand gesetzt, für die allgemeinen Erörterungen der nachfolgenden 
Kapitel überall zweekmässige Einzelbeispiele zur näheren Illustration 
zur Hand zu haben. 

*) Rendiconti della R. accad. dei Lincei vom 20. April 1890. 
+*+) Mathem. Annalen Bd. 35 pg. 313 11590). 
TER) Acta mathematica Bd. 11 pg. 187 (15855). 


Zweites Kapitel. 


Die Gruppen ohne infinitesimale Substitutionen und ihre normalen 
Discontinnitätsbereiche. 


Die eigentliche Discontinuität einer Gruppe aus &-Substitutionen 
wurde oben in geometrischer Weise definiert. Es giebt aber Kenn- 
zeichen, auf Grund deren man an den Substitutionen der Gruppe direct 
entscheiden kann, ob dieselbe eigentlich diseontinuierlich ist oder 
nicht. Indem wir diese Kennzeichen zur Discussion bringen, werden 
wir auf neue Art, und zwar analytisch, die für uns in Betracht 
kommenden Gruppen charakterisieren können. Diese Gruppen werden 
alsdann entweder in der projeetiven, d. i. elliptischen, parabolischen 
oder hyperbolischen Ebene (der &-Ebene) oder doeh jedenfalls im 
hyperbolischen Raume (im &-Halbraume) endliche Discontinuitäts- 
bereiche besitzen. Über die Gestaltung derselben sollen hier mehrere 
allgemeine Anschauungsweisen entwickelt werden, welche wir auf den 
Begriff des „normalen Diseontinuitätsbereiches“ gründen wollen. Die 
Substitutionen setzen wir vorab als von der ersten Art voraus; die 
Erweiterung auf Substitutionen und Gruppen der zweiten Art wird 
hernach keine besondere Schwierigkeit machen. Wir denken die Sub- 
stitutionen als unimodular geschrieben, wie sogleich noch näher er- 
läutert werden soll. 


$ 1. Der Begriff der infinitesimalen Substitutionen. 


Die Untersuchungen, welche wir hier anzustellen haben, beruhen 
auf der Möglichkeit, den Differentialbegriff auf die linearen &-Substi- 
tutionen in Anwendung zu bringen. Indem wir hier immer an den 
für die &-Ebene bez. den &-Raum erklärten Maassbestimmungen fest- 
halten, stellen wir unter Vorbehalt künftiger schärferer Fassung folgende 
Definition auf: Fine lineare &- Substitution soll imifinitesimal heissen, 
wenn die ihr zugehörige „Bewegung“ der -Ebene oder des &- Raumes in 
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sich eime Diflerentialverschiebuny darstellt. Durch eine etwa vorliegende 
infinitesimale Substitution V gehe & m (g + dg) über, wo natürlich 
dg mit E veränderlich sein wird und speciell in den Fixpnnkten von 
V verschwindet. Unter diesen Umständen gilt für die C'oeflicienten 


von Y die Gleichung: 


yE + (ò VE B + (rE + ð)dé = 0, 


aus welcher sich ergiebt, dass (y$? + (ò — «)g— p) unabhängig von ¢ 
unendlich klein sein wird. Wir finden somit: Bei einer infimitesimalen 
Substitution sind die drei Zahlwerte B, y, (x — ô) unendlich Kein: und 
auch umgekehrt ist jede Substitution, von der letzteres gilt, infinitesimal. 
Wir denken hierbei, um den unbestimmten gemeinsamen Factor der 
vier Substitutionscoefficienten festzulegen, etwa stets die Gleichung 
«ò — y = 1 als erfüllt; man bezeichnet eine in dieser Weise nor- 
mierte Substitution als unimodular. Auch schon aus der anfüne- 
lichen Definition hätte gefolgert werden können, dass eine infinitesi- 
male Substitution von der Identität 1 unendlich wenig verschieden ist; 
wir werden sie aber auch als von 1 thatsächlich verschieden aufzu- 
fassen haben. 

Die bekannte Arteinteillung der Substitutionen in elliptische ete. 
bleibt natürlich für die infinitesimalen Substitutionen ohne Einschrän- 
kung bestehen. Man wolle sich in den einzelnen Fällen die verschieden- 
artigen Differentialverschiebungen klar machen, welche die &-Ebene 
oder der -Raum oder auch der projective Raum erfahren. So wird 
z. B. eine loxodromische Substitution für den hyperbolischen Raum 
eine unendlich kleine Schraubenbewegung liefern. Jede loxodromische 
Substitution V lässt sich in eindeutig bestimmter Art durch Verbin- 
dung einer hyperbolischen und einer elliptischen Substitution herstellen, 
welche die gleichen Fixpunkte wie V haben (cf. „M.“ I pe. 16-4). Es 
sei hier festgestellt, dass bei einer infinttesimalen loxodromischen Sub- 
stitution sowohl der hyperbolische als der elliptische Destandteil, d. i. sowohl 
die Verschiebung längs der Schraubenaxe wie die Drehung um «dieselbe 
infinitesimal sein werden. 

Genau wie bei der Begründung des Differentialbegritfes können 
wir den Begriff der infinitesimalen Substitution nur erst dann scharf 
durchführen, wenn ein System von unendlich vielen Substitutionen 
vorgelegt ist. Jüs ist zwar keineswegs erforderlich, aber doch für die 
Folge zweckmässig, wenn wir als ein solches System direet eine 
Gruppe I aus uneudlich vielen 5-Substitutionen geben. Wir werden 
alsdann sagen, die Gruppe I’ enthalte infinitesimale Substitutionen, wenn 
es nach luswahl einer von null verschiedenen, aber beliebig kleinen posi- 
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tiven Zahl e doch stets noch möglich ist, innerhalb T eine von der Identität 
verschiedene Substitution V auszuwählen, für welehe die Zahlen B, y, («—6), 
absolut genommen, alle drei zugleich kleiner als e sind. Bei der Willkür- 
lichkeit in der Answahl der Grösse e folgert man von hieraus sogleich 
weiter: Enthält die Gruppe T im cben erklärten Sinne eine infinitesimale 
Substitution, so enthält sie deren sogleich unbegrenzt viele. 

Ist die Gruppe I'eine eontinuierliche oder besteht sie aus mehreren 
continuierliehen Seharen von Substitutionen, so enthält sie stets in- 
finitesimale Substitutionen. Ist nämlich V eine Substitution der Gruppe, 
so möge V durch eine Differentialveränderung der Parameter in V” 
übergehen; alsdann ist Y’P! infinitesimal. Indessen ist sehr zu 
betonen, dass die obigen Ansätze ohme jede Einschränkung auch für die 
discontinwierlichen Gruppen gelten, wie denn auch bei der Grundlegung 
der Differentialrechnung die Stetigkeit in der Veränderliehkeit der 
Differentiale durchaus nieht zu den notwendigen Voraussetzungen gehört. 

Wenn man will, kann man die zuletzt gegebene Begrifiserklärung 
der infinitesimalen Substitutionen auch geometrisch formulieren. So 
z. B. wird man sagen, die Gruppe I’ enthalte infinitesimale hyper- 
bolische Substitutionen, wenn sich nach Auswahl einer beliebig kleinen, 
von null verschiedenen Strecke e im hyperbolisehen Raume aus T’ stets 
noch eine byperbolische Substitution herausgreifen lässt, welche die 
Punkte des Raumes um weniger als e verschiebt. Soll es sich um 
elliptische Substitutionen handeln, so wird man den Drehungswinkel 
€ vorab beliebig klein auswählen; bei loxodromischen Substitutionen 
wird man etwa wieder auf deren Zusammensetzung aus elliptischen 
und hyperbolischen Substitutionen zurückgehen ete. 

Unter den „endlichen“ loxodromischen Substitutionen giebt es zwei 
besondere Arten, die hier noch zu besprechen sind; diejenigen nämlich, 
welche entweder von den hyperbolischen oder von den elliptischen 
Substitutionen unendlich wenig verschieden sind. Es soll sich also 
um solche loxodromische Substitutionen handeln, die zwar nicht selbst 
infinitesimal sind, die jedoch entweder einen elliptischen oder hyperbolischen 
infinitesimalen Destandteil enthalten. Man mache sich die Eigenart der 
Sehraubenbewegung des hyperboliselien Raumes in diesen beiden Fällen 
deutlieh. Ist nur der elliptische Bestandteil der loxodromischen Sub- 
stitution V infinitesimal, der hyperbolische hingegen endlich, so werden 
offenbar die successiven Potenzen V, V?, V?.-- stets denselben Charakter 
haben; wir betonen insbesondere, dass diese Potenzen niemals infini- 
tesimal werden können, da die in ihnen enthaltenen hyperbolischen 
Versehiebungen grösser und grösser werden. Dahingegen werden sich 
unter den Potenzen von V stets infinitesimale finden, falls der hyperbolische 
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Bestandteil von V infinitesimal ist. Dieser für die Fortsetzung unserer 
Untersuchung wichtige Satz wird durch folgende Überlegung bewiesen. 
Es wird angenommen, dass in I’ loxodromisehe Substitutionen 
der eben bezeichneten Art vorkommen, von denen also nur der hyper- 
bolische, aber nicht der elliptische Bestandteil infinitesimal ist. Be- 
zeichnet man somit durch 9 einen von null verschiedenen Winkel, 
i während man e beliebig klein, aber von null verschieden und positiv 
auswählt, so giebt es in I’ loxodromische Substitutionen, deren 
elliptischer Bestandteil um einen Winkel ># dreht, während der 
hyperbolische Bestandteil eine Verschiebung < e’ bewirkt. Das System 
dieser loxodromischen Substitutionen nennen wir X. 


4 
i 


Man wähle nunmehr eine zwar endliche, aber beliebig grosse 
; SH 2 ni 
Zahl n aus, und zwar insbesondere so, dass „ <®# wird. Weiter 


wähle man in der eben immer wieder bezeichneten Weise eine beliebig 
kleine Zalıl e und brauche die soeben schon benutzte Zahl e° in der 


£ € .. .. 2z F 
Bedeutung -a während man abkürzend Je: schreibt. Ist 


nunmehr P eine Substitution aus Æ, so ist evident, dass sich unter 
den w ersten Potenzen V, V, --, V” zwei, F? und F?, nachweisen 


. . - ET . 
lassen, für welche die Differenz der Drehungswinkel < ~F =€ Ist. 


Ist der elliptische Bestandteil von V periodisch, so wird man sogar 
zwei solche Potenzen V?, Y? von gleichen Drehungswinkeln auffinden 
können, wenn man n hinreichend gross gewählt hat. Man setze nun- 
mehr y—qg=m, so das m<n ist, und schreibe F” = W’. Der 
hyperbolische Bestandteil von I” verschiebt den projeetiven Raum 
durch eine Strecke, welche kleiner als me <ne, d.h. kleiner als e 
ist, während, wie wir gerade sahen, der Drelungswinkel von F’ kleiner 
als & ist. Hiermit ist der zu beweisende Satz ersichtlich. 

Die eontinuierlichen Gruppen enthalten, wie wir schon oben be- 
merkten, stets infinitesimale Substitutionen; und die letzteren spielen 
in der Theorie der continuierlichen Transformationsgruppen eine prim- 
eipielle Rolle, worüber man die beiden oben (pg. 12) genannten Werke 

yon Lie und seinen Schülern vergleichen wolle. Für die Theorie der 
automorphen Functionen sind die infinitesimalen Substitutionen dureh 
Poincaré im Verlaufe seiner Arbeit „Mémoire sur les groupis Klemeens“ *) 
herangezogen. Doch spielen dieselben hier einstweilen nur eme nega- 
tive Rolle, insofern nämlich für die Theorie der eindeutigen auto- 
morphen Kunctionen einer complexen Veränderliehen, wie wir gleich 





*) Acta mathematica, Bd. 3 pg. 37 (18853). 


Fricku-Klein, Automorpho Munctionen. 1. 
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schen werden, nur die Gruppen olme infinitesimale Substitutionen in 
Betracht kommen. 


S 2. Die eigentliche Diseontinuität der Gruppen ohne infinitesimale 
Substitutionen. 


Um die Entwicklung späterhin nicht zu unterbrechen, soll hier 
ein Hilfssatz vorausgesandt werden, den wir in bekannter abkürzender 
Sprechweise so formulieren: Sind U und V zwei elliptische Substitubtionen, 
und ist das Paar der Fixpunkte von U nur unendlich wenig vom Paar 
der Fixpunkte von V entfernt gelegen, so ist U—V UV! infinitesimal. 
Denn es sind UT!YU und V zwei elliptische Substitutionen der 
gleichen Drehungswinkel, während das eine Fixpunktepaar dem andern 
unendlich nahe gelegen ist. Zugleieh ist UV U von V und damit 
U-!YUYV! von 1 verschieden, da V nur mit solchen Substitutionen 
vertauschbar ist, deren Fixpunkte genau mit denen von V eoincidieren. 

Ist nun eine vorgelegte Gruppe I’ in der &-Ebene oder doch im 
&-Halbraum eigentlich discontinuierlich, so wird sie daselbst einen 
endlichen Diseontinuitätsbereich besitzen. Durch die gesamten Sub- 
stitutionen der Gruppe l geht dieser Bereich in unendlich viele”) 
neue mit ihm äquivalente Bereiche über, welche sich nach Art der 
im vorigen Kapitel besprochenen Beispiele in der &-Ebene bez. im 
Halbraum lückenlos und einfach an einander schliessen. Die mit ein- 
ander äquivalenten Punkte als homologe Stellen der an einander gereihten 
Bereiche sind hier stets durch endliche Intervalle von einander getrennt. 
Es gilt also der Satz: Kine Gruppe T, welche in der -Ebene oder doch 
jedenfalls im &-HHalbraum eigentlich discontinwierlich ist, kann keine in- 
finitesimale Substitutionen enthalten. 

Von diesem Satze gilt nun auch die Umkehrung: Kine Gruppe T 
aus &-Substitutionen, unter denen sich keine infinitesimale 
finden, ist entweder schon in der -Ebene oder doch jedenfalls 
im &-Halbraum eigentlich discontinuierlich. Wir werden darauf- 
hin in den Stand gesetzt sein, für diejenigen Grappen, mit denen sich 
das vorliegende Werk beschäftigt, eine neue und erschöpfende Defini- 
tion zu geben: es sind die -Gruppen ohne infinitesimale Substitutionen. 

Wir beweisen dieses Theorem zunächst für diejenigen Gruppen, 
welche bei den Bewegungen der hyperbolischen Ebene auftreten, und 
welche nach pg. 52 als Rotationsyruppen mit einem Centrum ausserhalb 
der Kugel zu bezeichnen sind. Durch zweckmässige Auswahl von & 


*) Man denke bei der vorliegenden Discussion die Gruppen der regulären 
Körper als zu elementar allemal bei Seite gelassen. 





i 
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kann man bei solehen Gruppen T’ erreichen, dass «die Substitutions- 
eoefficienten durehgängig reell und von positiver Determinante werden; 
überdies kommen loxodromische Substitutionen in I’ nicht vor. 

Es soll nun I keine infinitesimale Substitutionen enthalten; 
jedoeh nehme man an, diese Gruppe sei in der &-Halbebene nicht 
eigentlich discontinuierlich. Es finden sich dann in jedem im Innern 
der Halbebene eingegrenzten noch so kleinen, jedoch endlichen Be- 
reiche wenigstens noch zwei bezüglich der Gruppe äquivalente Punkte. 
Diese Äquivalenz aber kann durch keine hyperbolische oder para- 
bolische Substitution von I’ vermittelt werden, da die Substitutionen 
dieser Art aus I’ einen Punkt im Innern der Halbebene immer durch 
eine endliche Strecke verschieben. Die in Rede stehende Aquivalenz 
muss somit durch eine elliptische Substitution vermittelt sein; und 
zwar müssen die beiden fraglichen Punkte in unmittelbarer Nähe des 
Fixpuuktes dieser Substitution gelegen sein, da wir ja hier jedenfalls 
mit einer periodischen elliptischen Substitution zu thun haben. Aus 
dieser Sachlage folgt, dass die &-Halbebene überall dicht von Fix- 
punkten der elliptischen Substitutionen von IT bedeckt ist; auf Grund 
des am Anfang des Paragraphen formulierten Hilfssatzes schliessen 
wir sonach auf das Vorkommen infinitesimaler Substitutionen in T. 
Wir fassen nochmals zusammen: Destcht die Gruppe I aus Substitutionen 
mit reellen Coefficienten positiver Determinante und kommen unter diesen 
Substitutionen infinitesimale nicht vor, so ist T in der S-Halbebene 
eigentlich discontinwierlich. 

Wir mögen nun eine ganz beliebige Gruppe I’ ohne infinitesimale 
Substitutionen haben und verlegen alsdann die Betrachtung im das 
Kugelinnere des hyperbolischen Raumes. Wäre I’ daselbst nicht 
eigentlich discontinuierlich, so würde man in jedem noch so kleinen, 
jedoch endlichen räumlichen Bereiche stets wenigstens zwei äquivalente 
Punkte nachweisen können. Man diseutiere wieder, durch was für eine 
Substitution von I diese Äquivalenz vermittelt wird. Eine hyper- 
bolische, parabolische oder eine loxodromische Substitution wmit end 
lichem hyperbolischem Bestandteil kann es ersichtlich nicht sein. Loxo- 
dromische Substitutionen mit infinitesimalem hyperbolischen Bestand- 
teil kommen zufolge des vorigen Paragraphen nicht vor. Es bleiben 
nmur die elliptischen Substitutionen von I’ übrig, wobei die beiden 
fraglichen äquivalenten Punkte in unmittelbarer Nähe der Axe der 
zugehörigen elliptischen Substitution liegen müssen. Es folgt: Die 
Axen der in T enthaltenen elliptischen Snbstitutionen erfüllen das Kugel- 
immere überall dicht. 


Nun aber kann man leicht sehen, dass sich in jedem System von 
-$ 
‘ 
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Kugelsehnen, welches das Kugeliunere überall dicht ausfüllt, auch 
Sehnen nachweisen lassen, die einander längs ihrer ganzen Ausdehnung 
unendlich nahe liegen. Man wolle nämlich etwa concentrisch mit der 
Kugel A eine etwas kleinere Kugel A, construieren und nur diejenigen 
elliptischen Sehnen betrachten, welche das Innere von Kọ erreichen. 
Von allen diesen Sehnen fixiere man je einen auf K gelegenen End- 
punkt. Da es sich um unendlich viele Sehnen handelt, so werden 
diese Punkte auf K wenigstens eine Häufungsstelle P darbieten. 
Daraufhin wolle man um P einen beliebig kleinen, aber endlichen 
Bereich auf K eingrenzen und die unendlich vielen von hier aus- 
strahlenden Sehnen des zuletzt gedachten Systemes auffassen; dieselben 
liegen insgesamt im Innern des von P an A, ziehenden Tangenten- 
kegels. Die unendlich vielen anderen Endpunkte der fraglichen 
Sehnen besitzen dann auf der durch den letzteren Tangentenkegel von 
K abgeschnittenen Calotte wenigstens einen Grenzpunkt @. Damit 
ist der am Anfang dieses Absatzes ausgesprochene Satz bewiesen”). 

Wir schliessen nun sofort weiter, dass sich aus I’ Paare elliptischer 
Substitutionen U, V herausgreilen lassen, für welche die Fixpunkte 
der einen von denen der anderen nur unendlich wenig verschieden 
gelegen sind. Der Hilfssatz vom Anfang des Paragraphen zeigt dann, 
dass I’ unter diesen Umständen infinitesimale Substitutionen enthalten 
müsste, was der Voraussetzung widerstreitet. Die obige Behauptung, 
dass jede &-Gruppe ohne infinitesimale Substitutionen im &-Halbraum 
eigentlich diseontinuierlich ist, haben wir damit bewiesen, — 

Aus dem nunmehr allgemein bewiesenen Satze über die eigent- 
liche Discontinuität der Gruppen ohne infinitesimale Substitutionen 
im &-Halbraum oder im hyperbolischen Raume liesse sich der oben 
speciell für die Rotationsgruppen ausgesprochene Satz als besonderer 
Fall leicht wiedergewinnen. Man hat sich nur klar zu machen, wel- 
cher Art die Drehungen des projectiven Raumes um das Centrum der 
fraglichen Gruppe sind; doch gehen wir hierauf nicht näher ein. 

Zu einer ersten Erläuterung der gewonnenen allgemeinen Sätze 
mögen die Gruppen des vorigen Kapitels dienen. Die Modulgruppe 
gehört zu den Kotationsgruppen der soeben wiederholt genannten Art. 
Ihre Substitutionen haben die Determinante 1 und die Coeffieienten 
sind ganzzahlig; es kommen somit infinitesimale Substitutionen nicht 
vor, und also ist die Modulgruppe in der &-Halbehene eigentlich dis- 


*) Etwas abstracter kann man die im Texte gegebene Überlegung dahin 
zusammenfassen, dass in der vierdimensionalen Mannigfaltigkeit aller das Innere 
von A, durchziebenden Geraden die unendlich vielen elliptischen Axen wenigstens 
eine Häufungsstelle anfweisen müssen. 
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continuierlich, wie ja auch bekannt ist. Auch die Picard’sche Gruppe 
enthält keine infinitesimale Substitutionen. Da sie jedoch keine 
Rotationsgruppe ist, so werden wir auf ihre eigentliche Discontinuität 
mit Sicherheit erst im &-Halbraum schliessen dürfen. In der That ist 
die Picard’sche Gruppe in der &-Ebene nur erst uneigentlich disconti- 
nuierlich, da diese Ebene, wie wir oben sahen, überall dieht von Fix- 
punkten der Substitutionen der Gruppe bedeckt ist. 

Auf der anderen Seite betrachten wir etwa die Gruppe aller ganz- 
zahligen reellen Substitutionen einer beliebigen positiven Determinante n. 
Diese Gruppe ist in der &-Ebene und auch im &-Raume nur erst 
uneigentlich discontinuierlich; in der That enthält sie, wenn wir ihre 
Substitutionen nur unimodular schreiben, offenbar infinitesimale Substi- 
tutionen. Man wähle nämlich zunächst e beliebir klein, aber endlich 


. . 1 
und bestimme die ganze Zahl œ so gross, dass «(« — 1) =n > 4 
zz 


i Be ee () 
wird. Die in der Gruppe enthaltene Substitution E- o) welche 
ll E 
unimodular geschrieben die Coefficienten: 
r x r ’ , “ t 
Q = = AN m. Ò = — 
Vn ! i i f |n 


liefert, genügt alsdann, ohne gleich 1 zu sein, den Bedingungen, dass 
&« — ô, ß, y absolut <e sind. 

Der in diesem Paragraphen bewiesene Hauptsatz über die eigentliche 
Discontinuität der Gruppen ohne infinitesimale Substitutionen ist von 
Poincaré aufgestellt und bewiesen worden; ef. $ 2 der schon genannten 
Abhandlung „Mémoire sur les groupes Kleincens'*). Durch Herein- 
nahme des &-Halbraumes in die Betrachtung war es möglich, unter 
direeter Anknüpfung an die Substitutionsgruppe den fraglichen Satz 
zu gewinnen, der infolge seiner grossen Allgemeinheit grundlegend 
ist. Die voraussehenden Untersuchungen von Klein, über welehe in 
den „Neuen Beiträgen zur Riemann'schen Iunetionentheorie 7) zu- 
sammenhängeud Bericht erstattet ist, bewegten sieh allein in der Ebene 
selbst. Es hat dies zur Folge, dass hier gewisse Gruppen in den 
Vordergrund der Untersuchung gerückt werden, welehe bei Poincaré 
zunächst zurücktreten, die aber gleichwohl für die funetionentheore 
tischen Zwecke höchst wichtig sind. Um emseitigen Auffassungen 
vorzubeugen, wollen wir im folgenden Paragraphen auf die hier vor- 
liegenden methodischen Unterschiede näher eingehen. 


4 
— —_. 


*) Acta mathematica, Bd. 3 pg. 57 (1883). 
**) Mathem. Annalen, Bd. 21 (1882). 
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$ 3. Einführung der Begriffe der Polygon- und der 
l Polyeder-Gruppen. 


Die Modulgruppe hatte die Eigenschaft, auf der Ellipse der pro- 
jectiven Ebene sowie ausserhalb derselben nur erst uneigentlich dis- 
continuierlich zu sein, wie oben (pg. 76) ausdrücklich hervorgehoben 
wurde. Die bei den Bewegungen der hyperbolischen Ebene in sich auf- 
tretenden Gruppen, zu denen ja aueh die Modulgruppe gehört, können 
wir nach der im Schlussparagraphen der Einleitung befürworteten 
Sprechweise auch als Hauptkreisgruppen benennen. Im speciellen wird 
der Hauptkreis zur reellen &-Axe, falls wir & so auswählen, dass die 
Substitutionscoefficienten reell sind. Zu den Hauptkreisgruppen ge- 
hören auch die Gruppen der Kreisbogendreiecke dritter Art, die ın 
„M.“ I pg. 108 unter dieser Benennung besprochen wurden. Auch 
diese Gruppen besitzen in der projeetiven Ebene allein im Innern der 
Ellipse den Charakter der eigentlichen Discontinuität. 

Demgegeniiber müssen wir nunmehr auf die Existenz von Haupt- 
kreisgruppen aufmerksam machen, welche nicht nur im Innern der i 
Ellipse, sondern auch auf derselben und also in der &-Ebene auf dem 
Hauptkreise (der reellen Axe), sowie selbst noch im Isllipsenäussern eigent- 
lich discontinwierlich sind. Indem wir eine eingehendere Behandlung 
aller dieser Gruppen bis späterhin versparen, gilt es hier nur erst, an 
einem einfachsten Beispiele deren Vorkommen darzutlun. 

Zu diesem Ende wolle man z. B. den durch die drei Geraden der 
Figur 25 eimgegrenzten Bereich als den auf das Ellipseninnere (die hyper- 
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bolische Ebene im engeren Sinne) bezüglichen Discontinuitätsbereich einer 
Gruppe zweiter Art anschen, die sich somit aus den drei zu diesen Geraden 
gehörenden Spiegelungen erzeugen lässt. In der positiven &-Halbebene 
gewinnen wir den in Figur 24 angedeuteten Bereich, an dessen Be- 
randung drei Strecken der reellen &-Axe teilnehmen. Die lückenlose 
und einfache Bedeckung der ganzen positiven Halbebene mit äqui- 
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valenten Bereichen dieser Art vollzieht sich nach dem Princip der 
Symmetrie im wesentlichen gerade so, wie im Falle der Modulgruppe 
oder eines Kreisbosendreiecks dritter Art, der in „M.“ I pe. 103 aus- 
führlieh geschildert wurde. Nun aber wird jeder Bereich der Halb- 
ebenenteilung längs dreier endlich ausgedehnten Strecken an die reelle 
Axe heranreichen; oder wir können das Sachverhältnis auch dadurch 
charakterisieren, dass der Discontinuitätsbereich mit seinem am Haupt- 
kreise entworfenen Spiegelbilde zusammenhängt, entgegen der Sachlage, 
wie er z. B. bei der Modulgruppe oder einer sonstigen Dreiecksgruppe 
dritter Art vorliegt. Unsere Gruppe ist sonach bereits auf dem Laupt- 
kreise eigentlich discontinwerlich und besitzt dortselbst einen aus drei end- 
lichen Bogenstücken bestehenden Discontinuitätsbereich. 

Auch in der projectiven Ebene wolle man sich die vorliegenden 
Verhältnisse noch deutlich machen. Wie der ursprüngliche Bereich 
der Figur 23 so wird jeder weitere Bereich des Netzes mit drei Ecken 
in den ausserhalb der Ellipse gelegenen Teil der Ebene hinausragen. 
Diese Ecken lagern sich ohne Collision neben einander und bedecken 
dadurch einen kleinen Teil des Ellipsenäusseren, wie wir dies weiter- 
hin noch bei mehreren Gelegenheiten näher betrachten werden. Unsere 
Gruppe ist also, wiederum entgegen der Modulgruppe, jedenfalls auch noeh 
in einem Teile des Ellipsenäusseren eigentlich discontinnierlich”). 

Fast Wort für Wort dieselben Überlegungen wiederholen sich 
für den &-Halbraum oder den Ayperbolischen Raum. Die Picard sche 
Gruppe ist in der &-Ebene ımeigentlich discontinuierlich, und dement- 
sprechend hängt der Discontinuitätsbereich derselben im &-Halbraume 
mit seinem an der &-Ebene entworfenen Spiegelbilde nicht zusammen; 
dabei wird Zusammenhang in einem Punkte gerade wie bei der Modul- 
gruppe nicht gerechnet. Demgegenüber ist es nun auch hier leieht, 
die Existenz von Gruppen nachzuweisen, die sicher nicht den elementaren 





— _[.- 





*) Nebenher sei bemerkt, dass der Charakter der eigentlichen Discontinuität 
der fraglichen Gruppe im Ellipsenänsseren auch noch über den im Texte bezeich- 
neten, aus den Ecken der Dreiecke zusammengesetzten Bereich hinaus gewahrt 
bleibt. Der Bildung eines Discontinuitätsbereiches für das gesamte Ellipsenäussere 
tritt bier freilich zunächst der Umstand hindernd in den Weg, dass die hyper- 
bolischen Fixpunkte im Ellipsenäusseren ein System disereter Punkte abgeben, 
dessen Structur erst dureh eine besondere Untersuchung festzustellen ist. Man 
hat aber hierin keine principielle Schwierigkeit zu sehen, und wir werden im näch- 
Sten Abschnitte (allerdings für andere Gruppen) derartige Punktsysteme ausführlich 
in Untersuchung ziehen. Auf die schliessliche Gestalt des Discontinuitätsbereiches 
gehen wir un dieser Stelle nieht weiter ein, bemerken jedoch, dass man hier nur 
dann zu endgültigen und durchsichtigen Ergebnissen gelangt, wenn man die pro- 
jective Ebene als Doppelfliche auffusst. 
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Charakter der Rotationsyruppen haben, aber gleichwohl auf der Begren- 
zung des &- Halbraumes, bez. der absoluten Kugel des projectiven Raumes 
sowie auch noch ausserhalb der absoluten Kugel eigentlich discontimuier- 
lich sind. 
Man wolle z. B. im projectiven Raume ein Tetraeder construieren, 
dessen sämtliche Seiten die absolute Kugel durchschneiden, während 
a alle sechs Kanten ausserhalb der Kugel ver- 

A N laufen. Dieses Tetraeder mache man zum 

" ‚A Discontinuitätsbereich einer Gruppe zweiter 
å | ) A Art, welche sich demgemäss aus vier Spie- 
\ > ss gelungen erzeugen lassen wird. Die Pro- 
| d f ko a j jection der Schnittkreise der Tetraederseiten 
| | j mit der Kugel auf die &-KEbene liefert Figur 25, 
h ~ 4 in welcher der schraftierte Teil der -Ebene 

` ` von demjenigen Teile der absoluten Kugel 
herrührt, welcher im Innern des Ausgangs- 
tetraeders unserer Gruppe gelegen ist. 
Der Spiegelungsprocess des Symmetrieprincips lässt sich nun ohne 
Schwierigkeit auch auf den Bereich der Figur 25 anwenden*), Es 


— 


Fig, 22 


wird sieh im Innern der jedesmal noch frei bleibenden Kreise,je ein 
neuer mit dem ursprünglichen äquivalenter Bereich anlagern, und diese 
Bereiche werden schliesslich, wenn man von gewissen Grenzpunkten 
absicht, zu einer vollständigen und einfachen Bedeekung der &- Ebene 
führen. Wir müssen uns vorbehalten, auf die Eigenart der so zu ge- 
winnenden Ebenenteilung unten noch ausführlich zurückzukommen. 
Jedenfalls aber ist schon hier ersichtlich, dass die aufgestellte Gruppe 
zwar Hauptireisgruppen als Untergruppen in sich enthält, dass sie selbst 
aber nicht mehr den einfachen Charakter einer Llauptkreisgrauppe dar- 
bietet. Nehmen wir nämlich nur drei unter den vier Spiegelungen 
der Figur 25 zu erzeugenden Substitutionen, so entspringt allerdings 
eine Hauptkreisgruppe, da drei einander nicht schneidende Kreise unter 
allen Umständen einen gemeinsamen Orthogonalkreis haben. Die vier 
Kreise der Figur 25 haben aber keinen gemeinsamen Orthogonalkreis, 


+) Das im Texte vorgelegte Beispiel ist bereits von Riemann behandelt 
worden. Siehe die späterhin noch öfter zu nennende Arbeit Riemann’s „Gleich- 
gewicht der Kleetricität auf Cylindern mit kreisförmigem Querschnitt und parallelen 
Aren“, Gesammelte Werke, pg. 413. Diese Arbeit ist zuerst 1876 aus Riemann’s 
Nachlasse publiciert worden, gerade als Schottky, unabhängig von Riemann, 
denselben Gegenstand in Untersuchung genommen hatte (Dissertation, Berlin 1875, 
umgearbeitet in Crelle’s Journal, Bd. 83, 1377); vgl. hierzu auch die Bemerkungen 
von Schottky in Bd. 20 der Mathem. Annalen pg. 299 u. f. (1882). 
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wie man auch schon daraus schliessen mag, dass diese vier Kreise 
auf der absoluten Kugel des hyperbolischen Raumes durch vier, nicht 
durch einen Punkt gehende Ebenen ausgeschnitten werden. 

Die auf der direeten Untersuchung der &-Substitutionen beruhen- 
den Betrachtungsweisen Posncar&@’s, wie wir sie soeben in § 1 und 2, 
pg. 95 u. f. schilderten, gaben sofort das Mittel, die von den Bewe- 
gungen der hyperbolischen Ebene gelieferten Hauptkreissruppen als 
eine besondere Gattung zu charakterisieren; durch richtige Auswahl 
von & kann man hier nämlich lauter reelle Substitutionscoefficienten 
positiver Determinante erzielen. Dagegen mangelt es diesen Ansätzen 
zur Zeit noch an einer einfachen Methode, für diejenigen Gruppen, 
welche weder Hauptkreisgruppen sind noch einer der anderen elemen- 
taren Classen der Rotationsgruppen angehören, durch alleinige De- 
trachtung der Substitutionseoefheienten zu entscheiden, ob nur erst im 
&-Raume oder nach Analogie des Beispiels der Figur 25 schon in der 
-Ebene eigentliche Discontinuität vorliegt. 

Auf der anderen Seite ist zu betonen, dass die hier hervortretende 
Fallunterscheidung, je nachdem die eigentliche Discontinuität bereits 
in der Ebene oder erst im &-Raume stattfindet, nieht nur an sich we- 
sentlich ist, sondern bei unseren späteren funetionentheoretischen Unter- 
suchungen fundamentale Bedeutung sewinnt: In der That kommen für 
die Theorie der eindeutigen automorphen Functionen einer Variabelen ent- 
sprechend dem heutigen Zustande der Functionentheorie allein die bereits 
in der -Ebene eigentlich discontinwierlichen Gruppen in Detracht. 

Bei dieser Sachlage erscheint es denn auch berechtigt, wenn 
Klein bei seiuen ersten Untersuchungen über automorphe Funetionen, 
wie wir schon pg. 64 hervorlioben, nieht an die Gruppen, sondern, 
von functionentheoretischen Erwägungen geleitet, direct an die Dis- 
eontinuitätsbereiche in der -Ebene auknüpft, welehe ihrerseits danu 
umgekehrt die Gruppen definieren. Eben auf diesem geometrischen 
Wege wurde Klein damals zu den Gruppen geführt, welche, olme 
Hauptkreissruppen oder sonstige hotationsgruppen darzustellen, gleich- 
wohl in der &-Ebene eigentlich diseontinnierlich sind. Seine Ergeb- 
nisse teilte Klein brieflich an Poincaré mit*), welek’ letzterer dann 
in seinen bezüslichen Noten der Comptes rendus sowie Im der wieder- 
holt genannten Abhandlung im 9. Bande der Acta mathematica für 
die fraglichen Gruppen die Benennung „Nlein’sehe Gruppen“ im Vor- 
schlag brachte. Für die den Bewegungen der hyperbolisehen Ebene 
entstammenden Hauptkreisgruppen braucht Poincaré demgegenüber den 


- —— -2 


*) Von Poincaré veröffentlicht in den Comptes rendus von 1581 Bd l pg. 1486 
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Namen der „Fuchs’schen Gruppen“ und definiert sie übrigens als Grup- 
pen reeller &-Substitutionen positiver Determinante. Diese Angaben 
bezweeken hier nur erst eine vorläufige Orientierung: die näheren 
Ausführungen zur Terminologie unserer Gruppen finden erst im niich- 
sten Kapitel ihren Platz. 

Es wird nun für die Entwicklung der Theorie der automorphen 
Funetionen von prineipieller Wichtigkeit sein, dass wir zwischen func- 
tionentheoretisch brauchbaren Gruppen und solchen, die es nieht sind, 
unterscheiden. Diese Rücksichtnahme aber veranlasst die Einführung 
einer neuen Terminologie, die wir schon hier nennen wollen. Wie 
wir bald sehen werden, und wie die Pieard’sche Gruppe bestätigt, lassen 
sich die Discontinuitätsbereiche im projectiven haume stets in Gestalt 
von Polyedern angeben, von deren Seitenflächen wir einstweilen un- 
entschieden lassen, ob dieselben eben oder gekrümmt sein mögen. 
Liest überdies bereits eigentliche Discontinuität auf der &Kugel selbst 
vor, so kann man den Discontinuitätsbereich dortsellst stets als Po- 
lygon wählen, dessen Seiten Kreise oder sonstige Curven sein mögen. 
Wir wollen demgemüss, einem Vorschlage von Bianchi folgend, die 
gesamten bereits auf der &-Kugel (oder in der &-Ebene) eigentlich dis- 
continuierlichen Gruppen unter der gemeinsamen Benennung der Poly- 
gongruppor zusammenfassen, während alle &-Gruppen ohne infinitesi- 
male Substitutionen, die erst im Raum eigentlich discontinuierlich 
sind, Polyedergruppen heissen sollen. Für die späteren functionen- 
theoretischen Anwendungen wird somit einzig die Theorie der Poly- 
songruppen zur Geltung kommen. Dieser Einteilung entsprechend 
könnte man diejenigen Hauptkreisgruppen, welche bereits auf dem 
Hauptkreise selbst eigentlich discontinuierlich sind, etwa als „Seg- 
mentgruppen“ in eine besondere Vorclasse vereinen und würde sich 
auf diese Segmentgruppen beschränken, wenn man automorphe Fune- 
tionen einer einzelnen reellen Variabelen untersuchen wollte. Doch 
machen wir von dieser Einteilung weiter keinen Gebrauch. 


S 4. Einführung der normalen Diseontinuitätsbereiche der 
projeetiven Ebeno bei Rotationsgruppen. 


Nachdem die eigentliche Discontinuität der Gruppen ohne infini- 
tesimale Substitutionen festgestellt ist, wird es nun an der Zeit sein, 
über die Gestalt der Discontinuitätsbereiche nähere Untersuchungen 
anzustellen. Wir handeln hier bis auf weiteres ausschliesslich von 
Gruppen der ersten Art, d. h. solchen Gruppen, welche einzig aus Sub- 
stitutionen der ersten Art bestehen. Bei ihnen sind die Disconti- 
nuitätsbereiche noch sehr willkürlich wählbar, worüber oben (pg. 66) 
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und in „M.“ I pg. 191 und pg. 216 nähere Ausführungen gegeben sind. 
Wir werden hier gewisse Normalsestalten der Discontinuitätsbereiche 
empfehlen, deren Theorie in ihren Grundzügen sogleich entwickelt 
werden soll. Dabei beschränken wir uns zuvörderst auf solche Gruppen, 
welche den Bewegungen der projeetiven Ebene entspringen, und welche 
nach der pg. 51 eingeführten Sprechweise Rotationsgruppen sind. Über- 
dies legen wir der Betrachtung direct die projective Ebene zu Grunde, 
welche also die elliptische, parabolische oder Iıyperbolische Ebene ist, 
je nach der Lage des im hyperbolischen Itaume gedachten ltotations- 
centrums. Freilich sind die Gruppen des elliptischen und parabolischen 
Falles, wie wir zum Teil von früher her wissen und auch weiter unten 
noch näher ausführen, so einfach und leicht zugänglich, dass es zweck- 
mässig erscheint, den Wortlaut der folgenden Untersuchung stets auf 
den hyperbolischen Fall, d. i. auf diejenigen Gruppen zu beziehen, 
welche wir nach der pg. 55 getroffenen Verabredung als Hauptkreis- 
gruppen bezeichnen. Die im folgenden vorkommenden Maassangaben 
sind natürlich stets im Sinne der zugehörigen projectiven Maassbestim- 
mung gemeint. 

Es bestehe nun die Hauptkreisgruppe I’ aus den unendlich vielen 
entionen V,=1, K, Fo, oaa, 
vorkommen. Im Innern der absoluten Ellipse der hyperbolischen Ebene 
wählen wir einen Punkt C, willkürlich aus, allein mit der einen Be- 
schränkung, dass er nicht gerade der Fixpunkt einer elliptischen Sub- 
stitution von I' sein soll, sofern solehe Substitutionen in unserer 
Gruppe überhaupt vorkommen. Von C, aus gewinnt man durch Trans- 
formation mittelst der Substitutionen der Gruppe unendlieh viele weitere 
Punkte C =F (C), C =F), ;-., die alle dem Ellipseninnern 
angehören, und die durehgehends in endlichen Entfernungen von eim- 
ander liegen. Das Punktsystem C,, Ci, -~ wird durch die Substit- 
tionen der Gruppe in sich selbst transformiert und zeigt im dem Ninn. 
kegularität, dass dasselbe um jeden einzelnen seiner Punkte genau so an- 
geordnet ist, wie um jeden andern. 

Man wolle nun (immer im Sinne der projectiven Maassbestimmung 
gesprochen) um alle Punkte C; mit einem und demselben Radius r 
Kreise beschreiben, die Wy, Ä,, As, - -. heissen sollen. Der Kreis X, 
wird durch die Substitution V; aus A, entstehen, und das gesamte 
Kreissystem wird durch die Substitntionen der Gruppe Tin sich trans- 
formiert werden. 

Ist r hinreichend klein gewählt, so werden keine zwei unter den 
Kreisen K mit einander eollidieren. Doch denke man sich nunmehr 
den Radius r zu gleicher Zeit bei allen Kreisen A wachsend. Der 


unter denen mfinitesimale nicht 
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einzelne von C; auslaufende Strahl soll dabei jedoch nur so lange 
wachsen, als er noch freies, d. h. von andern Strahlen noch nicht De- 
setztes Gebiet antrifft. Aquivalente Strahlen werden dabei immer zu 
gleicher Zeit das Ende ihres Wachstums erreichen, wie denn überhaupt 
die ganze Figur in jedem Augenblicke durch die gesamten Substitu- 
tionen von I' in sich selbst transformiert wird oder auf ebenso viele 
Arten im Sinne der projectiven Maassbestimmung mit sich selbst con- 
gruent ist. Den hiermit eingeleiteten Process setzen wir so lange 
fort, bis er sein natürliches Ende erreicht. 

Wir untersuchen nun die Gestalt desjenigen Bereiches, der von 
den Strahlen eines einzelnen Centrums, etwa des Punktes Cm, bedeckt 
ist. Es möge der um das Centrum Om sich concentrisch erweiternde 
Kreis mit dem entsprechend wachsenden Kreise um Cn, zur Berührung 
kommen. Bei Fortführung des Processes wird sich alsdann zwischen 
den beiden zu Cn und Cp gehörenden Bereichen eine geradlinige Grenze 
einstellen, die im Mittelpunkt der Verbindungsgeraden Cn Cna gegen diese 
senkrecht verläuft, d. i. diesen Mittelpunkt mit dem ausserhalb der 
Ellipse gelegenen Pole der Geraden CC, verbindet. Solche gerad- 
linige Grenzen stellen sich natürlich zu gleicher Zeit für alle Strahlen- 
büschel ein. 

Man verfolge nun die Ausgestaltung der geradlinigen Begrenzung 
zweier Nachbarbereiche. Die Gerade wird vom anfänglichen Berüh- 
rungspunkte beider Kreise zunächst nach beiden Seiten hin mit gleicher 
Geschwindigkeit wachsen. Sie wird aber nach der einen oder anderen 
Richtung hin einen Endpunkt bekommen, falls sieh zwischen die beiden 
concentriseh wachsenden Kreisscharen eine dritte oder vielleicht aueh 
mehrere weitere zu gleicher Zeit einschieben. Mit Hilfe der beige- 
fügten, übrigens nur schematischen 
Figur 26 wird man sich den fraglichen 
Vorgang leicht veranschaulichen kör- 
nen. Wie sich die Verhältnisse im 
Falle der Modulgruppe gestalten, wer- 
den wir sogleich weiter verfolgen. In 
Figur 26 sind es vier benachbarte De- 
reiche, welche gegen einander wachsen; 
dementsprechend laufen vier gerad- 
linige Grenzen m einem Endpunkte 
zusammen. Man wolle sich gleich an- 
merken, dass dieser Endpunkt von den 
vier Centren Cn, Cn, Cp, Cg gleich weit entfernt ist, und dass die Ecken- 
winkel der vier Bereiche nothwendiger Weise concav sind. 





Fig. 26 











I, 2. Normalbereiche der Gruppen ohne infinitesimale Substitutionen. 109 


Es hat übrigens keinerlei Schwierigkeit, eine geradlinige Grenze 
_ 4weier Bereiche nötigenfalls bis an die Ellipse heran oder sar über 
dieselbe hinaus wachsen zu lassen. Man hat zu diesem Ende nur zu- 
i zulassen, dass die Radien » der Kreise X unendlich gross bez. dar- 
über hinaus rein imaginär werden. Wie wir sogleich noch ausführ- 
licher schen, ist dieses Vorkommnis charakteristisch für den Fall, dass 
die Gruppe bereits auf der absoluten Ellipse selbst eigentlich discon- 
tinuierlich ist. Will man sich im letzteren Falle auf das Ellipsen- 
innere beschränken, so würde die Ellipse selbst an der Begrenzung 
jedes einzelnen Bereiches mit einem oder mehreren Bogenstücken teil- 
haben. 

Am Schlusse des eingeleiteten Processes wird der einzelne Bereich 
rings von benachbarten Bereichen umgeben sein, die sich ohne Lücke 
an einander reihen, und von denen keine zwei mit einander collidieren, 
d. h. über einander greifen. Alle Bereiche sind mit einander congruent 
und gehen durch die Substitutionen von I’ aus einem unter ihnen her- 
vor. Ein einzelner dieser Bereiche, z. B. der mit dem Centrum C, 
kann demnach als Discontimuitätsbereich der Gruppe I’ benutzt werden. 
Wir benennen ihn als normalen Discontimwitätsbereich oder kurz Nor- 
malpolygon der Gruppe und bezeichnen ihn symbolisch durch P,, wäh- 
rend durch die Substitution F; aus P, der Bereich P; hervorgehe. Es 
hat sich somit ergeben: Das Ellipseninnere der projcetiven Ebene ye- 
stattet, der Gruppe IT’ entsprechend, eime reguläre Einterlung in lauter 
üqwivalente centrierte und geradlinige Normalpolygone, welche mit lanter 
eomeaven Winkeln ausgestattet sind und offenbar einfachen. Zusammenhang 
besitzen. Falls I’ schon auf der Ellipse selbst eigentlich diseontinnier- 
lich ist, wird P, über die Ellipse hinausragen, wie wir schon andeu- 
teten. Will man in diesem Falle unter P, nur den im Ellipseninnern 
gelegenen Teil des Normalpolygons verstehen, so wird freilich die 
Ellipse selbst an der Berandung des einzelnen Polygons teilhaben, und 
alsdann erfährt die Geradlinigkeit der Begrenzung eine ersichtliche 
Binschränkung. Man werke noch an, dass das Normalpolygen nnd 
damit die ganze Reihe der weiteren Polygone der Kinteilung durch 
das Centrum C) eindeutig bestimmt ist und also, den verschiedenen 
Lagen von O, entsprechend, auf oo” Weisen wählbar ist. 

Die Übertragung der gewonnenen Ergebnisse auf diejenigen Ro- 
fationsgruppen, denen die elliptische oder parabolische Ebene zn Grunde 
liest, vollzieht sich ohne Schwierigkeit. Die Verhältnisse liegen hier 
ten noch einfacher, als die ganze Kbene bez. im elliptischen Falle 
lie ganze Doppelebene mit einer regulären Teilung versehen erseheint. 
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. Von den Ecken und Kanten der Normalpolygone bei Haupt- 
kreisgruppen. Erster Teil: Die Ecken im Ellipseninnern. 


Die weitere Ausgestaltung der Theorie der Normalpolygone be- 
trifft in erster Linie die Ecken derselben. Man hat hierbei zu unter- 
scheiden, ob der einzelne Eckpunkt Fixpunkt einer in der Gruppe ent- 
haltenen Substitution ist oder nicht. Im letzteren Falle sprechen wir 
von einer zufälligen Ecke, eine Bezeichnung, die dem Umstande ent- 
sprechen soll, dass die Lage der zufälligen Ecken von der Auswahl 
des Centrums C, abhängig ist. Die übrigen Ecken werden wir je nach 
der zugehörigen Substitution als elliptische, parabolische und hyperbolische 
Ecken benennen. Nur die zufälligen und die elliptischen Ecken liegen 
im Ellipseninnern; von ihnen handeln wir zunächst. 

Es wird gut sein, hier am Beispiele der Modulgruppe vorab die 
Gestalt der Normalpolygone zn erläutern; diesen Zwecke soll die bei- 
gefügte Figur 27 dienen, die sich an 
Figur 18 pg.75 anschliesst. Der Punkt 
C, ist hier in einem schraffierten 
Elementardreieck angenommen; die 
mit ©, äquivalenten Punkte G, Cz, «+. 
liegen demnach gleichfalls in schraf- 
fierten Dreiecken, da es sich hier 
nur um Modulsubstitutionen erster 
Art handelt. Unter allen Punkten 
C liegt nun C, dem Punkte C, am 
nächsten, so dass wir halbwegs zwischen diesen beiden Punkten eine 
geradlinige l’olygongrenze antreffen. Letztere Gerade verfolgen wir A 
etwa in der Richtung nach rechts so lange, bis die erlaugte Ent- 
fernung von C, (und C,). gleich der Entfernung von einem weiteren 
nun nächstgelegenen Punkte C (hier C,) geworden ist. | 

In diesem Augenblick haben wir offenbar eine zufällige Ecke er- 
reicht; und wie man in Figur 27 nachsehen wolle, liegt je eine solche 
Ecke im einzelnen nicht-schraffierten Dreieck, wobei immer drei Poly- 
sonseiten in einer solchen Ecke zusammenlanfen. Um diese Über- 
legung sogleich für eine beliebige Itotationsgruppe I’ zu verallgemei- 
nern, so wird man auch allgemein zu erwarten haben, dass immer 
drei Polygonseiten in der einzelnen zufälligen Ecke zusammenlaufen. 
Man wird nämlich bei Durchlaufung einer zwischen zwei Punkten Cp, 
C, sich bildenden geradlinigen Grenze im allgemeinen nur einem dritten 
Punkte C. und nicht zugleich zweien am nächsten kommen. Doch 
wollen wir in keiner Weise ausschliessen, dass nicht auch einmal 





Fig. 27. 
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mehr als drei Seiten in einer zufälligen Ecke zusammenlaufen. Kommt 
dies bei particnlären Lagen von C, vor, so wird man bei einer kleinen 
Veränderung der Lage 

von C, einen mehrseiti- 


gen Eckpunkt in mehrere r 4 I 

dreiseitige sich auflösen BaN ge, m 

sehen. Figur 28 wird w | e, 

dies näher erläutern. ' i RB 
Die eben zuletzt be- $ P, 

folgte Schlussweise wolle Fig. 25. pr 


man übrigens nur als 
eine vorläufige ansehen. In der That lest dieselbe den Satz, dass das 
Auftreten eines mehr als dreiseitigen Eckpunktes nur an gewisse parti- 
eularisierte Lagen von C) gebunden ist, mehr nur der Anschauung 
nahe, als dass sie einen einwandfreien Beweis dieser Behauptung 
brächte. Thatsächlich aber werden wir den in Rede stehenden Satz 
im Verlaufe der Specialuntersuchungen des nächsten Abschnitts präci- 
sieren und (abgesehen von einem übrigens elementaren Ausnahmefalle) 
beweisen können, und wir werden auf ihn einen wichtigen Ausbau der 
Theorie der Normalpolygone gründen. Doch benutzen wir diesen Satz 
einstweilen nicht. 

In einer einzelnen zufälligen Ecke mögen nun die » Polygone 
w Pis- Pa—ı zusammenstossen und dortselbst die durchweg con- 
caven Winkel 2p, 9, -- +, ®r—ı bilden. Wie in Figur 29 fürn = 
ausgeführt ist, wollen wir die Ecke in 
der Pfeilrichtung umkreisen und unter- 


> 
scheiden dabei für jede einzelne Polygon- E 3 
grenze in der angedeuteten Weise zwi- /— u, O- 
Bellen zwei Ufern w, to, %,,; Vi, - +, In—ı- i "A i 
Überdies erinnern wir daran, dass es die t NLA G 
_ Substitutionen Be... der zu N 
 grundeliegenden nie sind, welche 7°, È A 

Ber, B, o, P-ı ie T aw 


Das einzelne unter unseren Poly- 


gonen, z.B. P,, wird nun, als mit jedem der Polygone P,- Pa-ı 


Äquivalent, weitere 1) zufällige Eeken besitzen, deren Winkel 
De, bezn mit 2, 2, .. hi i sit, en sie 
. ; : R Er . E ia 

aus letzteren bez. durch die Substitutionen Fy , Fe ,.., Pa-ı hervor- 
gehen. In Fig. 30 ist dies für n = 3 näher erläutert, und speciell werden 
Ä ; Fe apti ae . : u 

durch die Substitution F} die beiden dem Polygon Pi, angehörenden 
Ufer ,_, und a in die mit ilmen äquivalenten Ufer r=: und m von 


9 1 9 P2, . 
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P, übergeführt. Wollen wir nun noch der Gleichmässigkeit wegen 
uo und v,_ı für u, und Vva—ı schreiben und setzen übrigens ,=V,=1, 
so geht ersichtlich die zu us gehörende Seite von 7’, in diejenige von 
v, durch die der Gruppe angehörende Substitution FryıVr über; der 








2 
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4 , 
I : 
, ll e—a > 
} UT: „> 7 u, ng 
o ~ae < f 
wer 
MAAG j 
ii wu j > 
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N un s 
te, j t 3 
I i 4 
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Tig. 30. 


anfänglich um die zufälhge Ecke beschriebene Kreis zerlegt sich aber, ~ 
wie in Figur 30 angedeutet, in n Kreissegmente durch die Winkel i 
E T o ! 

Die angestellte Untersuchung hat solcherweise als Resultat er- 
seben: Die zufälligen Iscken der Normalpolygone gehören zu dreien (bez. 
zunD>») in Cyclen zusammen. Die sechs (bez. 2n) Schenkel der Winkel 
eines emzelnen Cyclus sind zu Paaren einander durch Substilntionen der 
Grippe zugeordnet, nnd zwar geht dabei die einzelne Polygonseite gerade 
ohne Rest und ohne Überschuss in die zugeordnete Seite über. Die drei 
(lez. n) Ecken des einzelnen Cyclus haben alle gleiche Iontfernuny vom f 
Polygoneentrum Cp; die Winkel des Cyclus sind ohne Ausnahme concav 
und haben 2x zur Summe. Im Falle der Modulgruppe tritt, wie Figur 27 
zeigt, nur ein Cyclus zufälliger Ecken ein. 









Um die elliptischen Ecken in entsprechender Weise zu behandeln, 
fassen wir die innerhalb der Gruppe gleichbereehtigten eyelischen 
Untergruppen elliptischer Substitutionen in gewohnter Weise in eine 
Classe zusammen. Der einzelnen Classe gehört alsdann ein System 
äquivalenter elliptischer Fixpunkte im Innern der Ellipse an, so dass 
wir auch von einer „Classe elliptischer Fixpunkte“ sprechen dürfen. 
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Es wird nun stets möglieh sein, das Centrum Ch so anzunehmen, 
dass demselben nur einer und nicht zugleich zwei Fixpunkte aus einer 
vorgelegten Classe am nächsten liegen. Py wird dann an diesen Fix- 
punkt heranwachsen nnd jedenfalls an keinen anderen Fixpunkt der 
wleichen Classe, da letztere Fixpunkte anderen Centren C näher ge- 
legen sind. Wir sehliessen: Das Normulpolygon Po wird sich bei zweck- 
mässiger Auswahl von C, an je einen Fixrpunkt aus der einzelnen Class: 
elliptischer Iixpunkte mit einer Ecke heranzichen. Die Ülassenanzahl 
elliptischer Untergruppen ist sonach geradezu durch die Anzahl elliptischer 
Eeken von P, gegeben. 

Doch betrachte man die Umgebung einer einzelnen elliptisehen 
Ecke von P, noch etwas näher und bezeiehne die Eeke zn diesem Ende 
für den Augenblick abgekürzt durch 4. Hat die zugehörige elliptische 
Untergruppe die Ordnung v, so giebt es ausser (b insgesamt noch 
weitere (v — 1) Centren, etwa Cj, (,,..., Cr—1, welche dem Punkte £ 
mit C gleich nahe liegen, und welche dureh die Substitutionen der 
Untergruppe aus C, hervorgehen. Lässt man nun die FPolygonteilung 
nach der Methode des vorigen Paragraphen entstehen, so bilden sich 
offenbar v Gerade immer halbwegs zwischen den Punkten Cp, Ciso.. 
C,_ı, und es werden diese Geraden im Punkte X zusammenlanfen. 


m: : : : 28... 
wobei je zwei auf einander folgende den Winkel ~ bilden. Ex folgt 
somit: Der Winkel, welchen das Normalpolygn P, un dem einen ellip- 
ß s ; Tu, 3 
tischen Eckpunkte aus der einzelnen Classe aufweist, ist ` , wenn v du 


Ordnung der zugehörigen cyclischen Untergruppe ist; die beiden diesen 
Winkel bildenden Polyyonseiten werden dureh die erzeugende elliptisch« 
Substitution der cyclischen Untergruppe gerade olme Rest und olme Über- 
schuss in einander übergeführt. Das Normalpolygon der Figur 27 pg. 110 
weist zwei Ecken der besprochenen Art aul; bei einer unter ihnen 
(der Classe der zu &==i gehörenden Eckpunkte der Modulteilung ent- 
sprechend) tritt der Winkel x auf, so dass diese Eeke äusserhieh nicht 
weiter hervortritt. 

Für specielle Lagen von C, kann es eintreten, dass mehr als eine 
Eeke aus der einzelnen Classe dem Centrum (C am nächsten liegen. 
Die nun eintretenden Verhältnisse wolle man sich an dem der Modul- 
gruppe entnommenen Beispiel der Figur SL (pg. LLA) dentlieh machen. 
Links ist der allgemeine Fall skizziert; rechter Hand ist das Centrum 
@ auf die Symmetrielinie des Doppeldreiecks getreten, wobei nun er- 
sichtlich zwei elliptische Eckpunkte aus der zu ps5 gehörenden Classe 

', gleich nahe sind. P, wird sich nun an zwei Beken ans der Classe 
je nur noch mit den Winkeln ö heranziehen, nud diese beiden Eeken 


KJ 


Fricke-Klein, Antomorphe Fum tionon l S 
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werden sich nach Art der oben bei den zufälligen Ecken beschriebenen 
Verhältnisse zu einenı Cyclus zusammenschliessen. Man mache sich 
noch an Figur 51 klar, wie 
FS a beim Eintritt des fraglichen 
| Speeialfalles zufällige Ecken in 
elliptische übergehen bez. mit 
solchen verschmelzen. Im übrı- 
gen brauchen wir diesen Gegen- 
stand wegen seines particulären 
Charakters nicht weiter im ein- 
zelnen zu verfolgen. 
ligor Für die Rotationsgruppen 
mit einem innerhalb oder auf 
der Kugel des hyperbolischen Raumes gelegenen Centrum, d. h. für 
die Gruppen der elliptischen und parabolischen Ebene gelten die vor- 
stehenden Betrachtungen ohne weiteres mit. Sie sind für diese Gruppen 
sogar erschöpfend; denn die zugehörigen Polygone zeigen einzig zu- 
fällige und elliptische Ecken, wenn wir von zwei elementaren Gruppen 
des parabolischen Falles (den cyelischen Gruppen und den später als 
parabolische Diedergruppen zu bezeichnenden Gruppen) absehen. Bei 
den Hauptkreisgruppen können aber auch noch Ecken der Normal- 
polygone auf und ausserhalb der lillipse der projectiven Ebene auf- 
treten, wofür die Modulgruppe ja schon ein Beispiel abgiebt; von diesen 
Ecken handeln wir im nächsten Paragraphen. 





S6. Von den Ecken und Kanten der Normalpolygone bei Hauptkreis- 
gruppen. Zweiter Teil: Die Ecken auf und ausserhalb der Ellipse, 


Eine vorgelegte Gruppe I’ vom Typus der Hauptkreisgruppen 
möge parabolische Substitutionen enthalten; eine unter ihnen nennen 
wir V und ihren auf der Ellipse gelegenen Fixpunkt Æ. Wir ziehen 
nach Vorschrift von Figur 11 pg. 68 einen Discontinuitätsbereich für 
V, eingegrenzt dureh zwei von Æ ausziehende Gerade, welche im Sinne 
der Maassbestimmung den Winkel Null mit einander bilden, aber einen 
bestimmten endlichen Abstand von einander haben. Zwei im Innern 
der Kllipse auf diesen beiden Geraden gelegenen Punkte verbinden 
wir wieder durch eine Gerade und haben so vom Discontinuitätsbereich 
der parabolischen Substitution ein Dreieck mit der Spitze Æ abge- 
schnitten; dies Dreieck nennen wir kurz 4. 

Es gilt nun vorab folgenden Satz festzustellen: Im Dreieck 4 
kann nur eine endliche Anzahl der Punkte C,, Ci, .. . unseres gesamten 
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Systems äqwiralenter Polygoncentren geleyen sein. Gäbe es nämlich un- 
endlich viele Punkte C in J, so müssten dieselben einen Grenzpunkt 
haben, und dieser könnte zufolge der eigentlichen Discontinmität unserer 
Gruppe nur der Punkt Æ sein. Doch lässt sich dies als unmöglich 
nachweisen. 

Wir führen zu diesem Zwecke vorübergehend die Veränderliche ¢ 
ein uud zwar so, dass = œ m E und E = i in G, stattfinden; § ist 
hierdurch offenbar eindeutig bestimmt. Die ¢-Substitutionen der Gruppe 
T fixieren wir unimodular; speciell die Substitution F hat die Gestalt 
€ = $ 4+ b, während die mit C, äquivalenten Punkte (h, C, 


E ay pö . N 
(1) = y + ö° IA y +o 


sind. Das Dreieck 4 ist in der &-Halbebene durch zwei zur imagi- 
nären Axe parallele Gerade und unten durch ein Kreissegment einge- 
grenzt; nach oben zieht es sich ins Umendliche. 

Innerhalb des hiermit bezeichneten Dreiecks würden wir nun in 
jeder noch so grossen Höhe über der reellen $-Axe noch Punkte C 
uuseres Systems antreffen müssen. Zufolge (1) giebt es somit nach 
Auswahl einer beliebig kleinen, positiven, von null verschiedenen Zahl « 
innerhalb T' noch Substitutionen, in welchen (p? + ò”) und also y imd ð 
zugleich absolut genommen kleiner als ce sind. Ist U eine solche Snb- 
T stitution, so bilde man die parabolische Substitution I" = [-!I U der 
Gruppe, deren Coefficienten œ, pB’, y', ô explicit dureh: 

zz p S= 0b, ya. F mll — yöh 
gegeben sind. Denken wir e so klein gewählt, dass 2eb absolut kleiner 
als 1 ist, so werden die drei Zahlen « —ò', p, y absolut zugleich 
<e sein. Die Gruppe I’ würde also entgegen der Annahme infinite- 
simale Substitutionen enthalten. Die aufgestellte Behauptung ist damit 
bewiesen. 

Man gehe nun wieder zum Dreieck 4 der hyperbolischen Ebene 
zurück. Da in / nur eine endliche Anzahl von Punkten C gelegen 
ist, so können wir eine Bahncurve von V tinden, welche zwar selbst 
noch durch einen und damit durch unendlich viele bezüglich V ägqu- 
valente Punkte C hindurchzieht, die jedoch von J ein kleineres Dreieck 
mit der Spitze Æ abschneidet, in dessen Innerem kein Punkt C mehr 
anzutreffen ist. Sind die auf der fraglichen Bahncurve gelegenen 
Punkte unseres Systems AR lim a (di, ..., 50 werden offenbar ın der 
fertigen Polygonteilung des Kllipseninnern die Polygone ..., Pa, Ps, 
mit lauter äquivalenten Keken an den Punkt Æ heranragen. Die 
Grenzlinien zwischen diesen Polygonen werden durch Anfangsstrecken 
aus mach den Mitten 


derjenigen Geraden gebildet, welche von Æ 
St 
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der Verbindungsgeraden auf einander folgender Punkte unserer Reihe 
o Cms Cna, --. hinziehen. Wählt man nämlich z. B. auf der von & 


——Ů———— 





Y 


nach der Mitte von CC, ziehenden Geraden nahe genug an E einen 
Punkt, so ist nach dem Entstehungsmechanismus der Polygonteilung 
deutlich, dass jener ausgewählte Punkt durch die von den Centren Cm 
und C, ausstrahlenden Geraden und durch keine anderen erreicht wird. 7 

Die bisherigen Betrachtungen geben die Basis ab, auf welcher 
die weitere Untersuchung der parabolischen Ecken nun genau so ein- 
fach wird, wie diejenige der elliptischen. Das Ausgangspolygon P, 
gehört entweder der Reihe ..., Pm, Pa, ... bereits an oder es wird 
eine mit Æ äquivalente Ecke aufweisen. Teilen wir die ceyclischen 
Untergruppen aus parabolischen Substitutionen in Classen ein, so er- 
giebt sich als Resultat: Das Normalpolygon P, zieht sich mit einer 
Spitze vom Winkel null, aber bestimmtem Abstande der begrenzenden Seiten 
an je einen Fixmunkt aus der einzelnen Classe parabolischer Fixpunkte 
der Gruppe I heran. Die beiden diese Ecke bildenden Polygonseiten 
sind gerade ohne Rest und Überschuss durch die parabolische Trzeuyende 
der fraglichen eyelischen Untergruppe in einander transformuerbar. Man 
vergl. hierzu die in Figur 27 pe. 110 skizzierten Verhältnisse bei der 
Modulgruppe. 

Hinzuzusetzen ist nur noch, dass auch bei den parabolischen Ecken 
ein der Figur 31 pg. 114 entsprechender Ausnahmefall für particuläre 
Lagen von Q, eintreten kann. Statt allgemeiner Erörterungen begnügen 
wir uns wieder mit der Angabe 
eines der Modulgruppe entnomnie- 
nen Beispiels. In Figur 32 wurde 
der Punkt C, rechter Hand wieder 
auf einer Synmetrielinie der Modul- 
teilung angenommen. Das Normal- 
polygon P, hat hier zwei parabo- 
lische Spitzen, die zu einem Cyclus | 
zusammengehören. Verlässt C, die 

nz Symmetrielinie, so geht eine der 

beiden parabolischen Ecken in eine 

zufällige Ecke über, während für die andere die Angaben des vorhin 
formulierten allgemeinen Satzes ohne Einschränkung gelten. 

Eine hyperbolische Substitution V hat drei Fixpunkte, von denen 
einer ausserhalb der Ellipse gelegen ist, während die beiden anderen 
die Schnittpunkte der Ellipse mit der Polare des ersteren sind. Man 
wolle Co erstlich allein durch die hyperbolische Substitution V der 
Gruppe sowie durch die Potenzen von V transformieren, wodurch die 
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Punkte Ci, C—1, Ce, C—s, ... entstehen mögen, die auf einer Bahn- 
curve der Substitution V gelegen sind. Auf dieses Puuktsystem wende 
man vorab allein erst die im vorletzten Paragraphen geschilderte Con- 
structionsweise der Normalpolygone 
an. Es entstehen die in Figur 39 


> N 
skizzierten Discontinuitätsbereiche der Pa A | 
aus V zu erzeugenden cyclischen Un- | u 
tergruppe, welche genau die bereits z Be A 
von Figur 10 pg. 67 her bekannte y er 
Gestalt haben. Gehen wir nun auf \ p 
das gesamte Punktsystem C zurück, N ad 
so ist evident, dass P, über den Fig 53. 


um C, soeben abgegrenzten Discon- 

tinuitätsbereich nirgends hinausgreifen kann. Wir schliessen: Das 
Normalpolygon P, kommi einem auf der Ellipse gelegenen hyperbolischen 
Fixpunkte niemals nahe; es hat insbesondere keine auf der Ellipse yeleyene 
hyperbolische Ecke. Es tritt damit ein wichtiger Unterschied zwischen 
den elliptischen und parabolischen Fixpunkten einerseits und den hyper- 
bolischen andrerseits in Geltung, ein Umstand, auf den wir noch wieder- 
holt zurückommen. 

Die Untersuchung der ausserhalb der Ellipse gelegenen hyper- 
bolischen Fixpunkte nötigt uns auf die in § 3 pg. 102 besprochene Ein- 
teilung der Gruppen der hyperbolischen Ebene in zwei Gattungen zurück- 
zugreifen, je nachdem dieselben auf der Ellipse uneigentlich oder eigent- 
lich discontinuierlich sind. Liegt uneigentliche Discontinuität auf der 
Ellipse vor, so ist letztere überall dicht vou hyperbolischen Fixpunk- 
ten (eventuell auch von parabolischen) besetzt. Es kann nun kein 
endliches Stück der Ellipse in oder auch nur auf der Grenze von Fy 
gelegen sein. Vielmehr kaun das Normalpolygon die Ellipse nur noch 
in Eckpunkten erreichen, und wir wollen hier die Annahme machen, 
dass J, nicht unendlich viele Eckpunkte auf der Ellipse aufweist. Die 
auf der Ellipse gelegenen Ecken ordnen sieh nun in der wiederholt 
beschriebenen Art zu endlich vielen in Cyclen zusammen, und die 
Betrachtung der Polygonteilnng in der Umgebung einer einzelnen Ecke 
lässt unmittelbar den yarabolischen Charakter derselben erkennen. 
Wir formulieren insbesondere das folgende Resultat: Ist unsre Gruppe 
anf der Ellipse nneigentlich discontinwierlich und hat L, endliche Seiten- 
nzuhl, so kommt das Normalpolygon D der Ellipse vurgenawo nahe 
oder erreicht dieselbe duch nur in parabolischen Spitzen, je Nachdem di 
Gruppe parabolische Substitntionen wicht aufweist oder solche m ihr ent- 
halten sind. Für den Fall unendlieh grosser Seitenanzahl bleibt dieser 
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Satz niemals bestehen; dieser Fall wird aueh in der Folge häufig 
auszuschliessen sein, was jedesmal ausdrücklich hervorgehoben wird. 

Wir nehmen endlich an, die vorgelegte Gruppe sei auf der Ellipse 
eigentlich discontinuierlich. Es giebt nun aut der Ellipse endliche 
Strecken, die von Fixpunkten gänzlich frei sind. Eine solche Strecke 
greifen wir auf und wählen sie sogleich so gross, dass sie zwar selbst 
keine zwei äquivalente Punkte aufweist, dass aber jede Vergrösserung 
derselben Paare äquivalenter Punkte auf ihr liefern würde*). Die End- 
punkte der Strecke werden durch eine hyperbolische Substitution V 
der Gruppe correspondieren; denn wir haben eine Gruppe erster Art, 
und würde sieh hier eine parabolische oder elliptische Substitution V 
ergeben, so würde ‘die wiederholte Reproduction des auf der Ellipse 
abgesehnittenen Segmentes vermöge V nach und nach die ganze Ellipse 
mit Segmenten bedecken. Es würden somit neben 1, V+}, VE2, ,. in 
I’ keine weiteren Substitutionen vorkommen, und also würde man in 
der Gesamtgruppe eine cyclische Gruppe erkennen, was wir hier doch 
ausschliessen werden. Die auf der Ellipse gelegenen Fixpunkte der 
ıyperbolischen Substitution V mögen A und Ð heissen; derjenige zwi- 
schen ihnen verlaufende Bogen der Ellipse, welchem die ausgewählte 
Strecke angehört, ist offenbar frei von weiteren Fixpunkten. 

Jetzt wolle man die Ellipsensehne 4.5 sowie die sämtlichen mit 
ihr bezüglich der vorliegenden Gruppe äquivalenten Sehnen ziehen. 
Zufolge der eben bezeichneten Sachlage werden sich keine zwei unter 
diesen Sehnen schneiden; denn die erste Sehne AB wird von keiner 
andern getroffen und kann übrigens auch mit keiner andern einen = 
Endpunkt gemein haben). Durch die fraglichen Sehnen werden so- 
mit von der Bllipsenfläche unendlich viele äquivalente Ellipsenabsehnitte | 





abgetrennt, von denen keine zwei einen Punkt gemeinsam haben. Wir 
nehmen Cp auf dem zur Substitution V gehörenden Abschnitt an, wo- 
selbst dann auch die mit C, bezüglich V äquivalenten Punkte C1, C_,, 
Ce, Ü_3,.. sich tinden. Unsere Punktreihe .., C_,, Co, Cı,.. darf in 
der Nähe der Sehne 12, jedoch jedenfalls soweit im Innern des Ab- 
schnittes angenommen werden, lass die von der Auswahl von Co unm- 
abhängige Entfernung (C, (5) jedenfalls nicht grösser ist, als die 


*) Diese Strecke wird mit weiteren ähnlich gewählten Strecken einen Dis- 
continuitätsbereich der Gruppe auf der Ellipse abgeben. 

**) Hütte nämlich Sehne 1B etwa den Punkt A mit einer zweiten Schne 
gemein, so gäbe es neben V in der Gruppe eine hyperbolische Substitution U, 
welche mit V den Fixpunkt 1 gemein hat. Dann wäre U-!YUV-! parabolisch 
mit dem Fixpunkt A, was nach der am Anfang des Paragraphen gegebenen Ent- 
wicklung nicht zulässig ist. 
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Entfernung des Punktes C, von einem nächst gelegenen, aber nicht 
der Reihe Co, Ci, C_-ı, ... angelörendem Punkte C. 

Nunmehr wolle man die Polygonteilung in gewohnter Art ent- 
stehen lassen und benenne den ausserhalb der Ellipse gelegenen Fix- 
punkt der hyperbolischen Substitution V durch Æ. Es ist sofort 
evident, dass nicht nur die Mittelpunkte der geradlinigen Strecken 
..., 0_1Co, CoC, ... Randpunkte werden, sondern dass von diesen 
Punkten nach E ein System unendlich vieler geradliniger Polygon- 
grenzen strahlt, welche in Æ lauter gleichwinklige und äquivalente 
Polygonecken formieren. Dass dabei die Längen der von den Centren 
C auslaufenden Strahlen ins unendliche wachsen und imaginär werden 
müssen, um das Ellipsenäussere zu erreichen, bietet keine Schwierig- 
keit; es ist das ja nur eine lolge unserer Definition des Begriffes 
„Länge. . 

Um der vorliegenden Überlegung volle Allgemeinheit zu geben, 
lasse man nun C, seine Lage continuierlich ändern, jedoch stets nur 
im Innern der Ellipse. P, wird anfänglich seine hıyperbolische Ecke LE 
behalten. Hat sich indes C, von E soweit entfernt, dass weitere der 
Reihe Co, Ci, C-ı, -. . nicht angelıörende Punkte C der Ecke Z gleich 
nahe gekommen sind*), so hat sich inzwischen eine zufällige Ecke 
von P, über den zur Sehne AB gehörenden Ellipsenabschnitt hinaus 
"ins Ellipsenäussere begeben und ist zur hyperbolischen Ecke Æ ge- 
worden. Es liegt der Übergangsfall vor, den wir für elliptische und 
parabolische Ecken in den Figuren 31 und 32 (pg. 114 und pg. 116 
illustrierten, d. h. das Polygon P, hat für den Augenblick zwei hyper- 
bolische Ecken E und E’ der gleichen Classe. Bei weiterem lort- 
schreiten von C, behält P, allein die Ecke Æ’ als hyperbolische bei, 
während die bisherige in Æ von dort fortrückt und in eine zufällige 
Ecke übergeht. 

Wir entnehmen aus dieser Überlegung, dass im vorliegenden 
Falle offenbar auch auf und ausserhalb der Illipse zufällige Lehen von 
P, vorkommen können. Vor allem aber haben wir die gesamten in 
ler vorgelegten Gruppe enthaltenen Classen eyelischer Untergruppen 
aus hyperbolischen Substitutionen in zwei Gattungen zu zerlegen, je 
jachdem die auf der Ellipse gelegenen Fixpunkte einer Substitution 
der Classe durch weitere Fixpunkte getrennt sind oder nichte Das 
Normalpolyyon P, wird sich bei zweckmässiger Annahme von G an je 
men (ausserhalb der Ellipse gelegenen) Fixpunkt aus den Classen der 

+) Es sei daran erinnert, dass die von 72 Aqnidistanten Punkte anf viner 
hacurve der hyperbolischen Substitution V liegen. 
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ersteren Gattung mit einer hyperbolischen Ecke heranziehen, und die 
beiden zugehörigen Kanten von P, werden durch die zugehörige hyper- 
bolische Erzeugende der eyelischen Untergruppe genau in einander trans- 
formierbar sein; demgegemüber zieht P, niemals an einen Fixpunkt der 
zweiten Gattung heran. Soll übrigens die Seitenanzahl von P, endlich 
sein, so muss natürlich die Classenanzahl erster Gattung gleichfalls 
endlich seın. 

Wie wir sahen, sind die Seiten des Normalpolygons zu Paaren 
auf einander durch Substitutionen der Gruppe bezogen. Man bemerke 
noch, dass die Seiten jedesmal Niveaulinien der zugehörigen Substitutionen 
darstellen. Für je zwei solche Seiten, welche eine nicht-zufällige Ecke 
einschliessen und also benachbart sind, ist dies unmittelbar evident; 
aber auch für solche Seiten, die je zwei zufällige Ecken zu Endpunkten 
haben, und die somit ihren zugeordneten Seiten nicht benachbart sind, 
beweist man den ausgesprochenen Satz ohne Mühe aus dem oben aus- 
führlich geschilderten Entstehungsinechanismus der Normalpolygone. 

Die Theorie der Normalpolygone für Rotationsgruppen ist hiermit 
in ihren Grundlinien dargelegt. Den weiteren Ausbau behalten wır 
uns bis in die Specialentwicklungen des folgenden Abschnitts vor, wo 
der Begriff des Normalpolygons zu einem weittragenden Fundamente 
wird. 


Ss T. Die Normalpolyeder im hyperbolischen Raume und deren 
Gestaltung im Kugelinneren. 


Die Übertragung der bisherigen Untersuchungen auf den hyper- 
bolischen Raum führt uns zu Ergebnissen, welche zunächst denjenigen 
in der projeetiven Ebene analog sind, im weiteren Verfolg sich aber 
weit mannigfacher gestalten. Die neuen Betrachtungen werden dabeı 
für die gesamten &-Giuppen ohne infinitesimale Substitutionen gültig 
sein, wenngleich wir sie natürlich in erster Linie auf diejenigen Gruppen 
anwenden werden, für welche die projective Ebene eine unzulängliche 
Grundlage ist"). 

Da die elliptischen Axen das Kugelinnere des hyperbolischen 
Raumes nicht überall dicht durchziehen, so können wir (C, als nicht 
auf einer elliptischen Axe gelegen annehmen. Im übrigen möge Cp 
im Kugelinneren liegen. und es werden die äquivalenten Punkte Cp» 
C',... durchgehends in endlichen Entfernungen von einander gelegen 
sein. Man construiere nun zu gleicher Zeit um alle Centren C Kugeln 


*) Vergl. hierzu auch die Bemerkungen von Dyek in den Berichten der Kgl. 
Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften von 1884, pg. 61 fi. 
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mit gleich grossen Radien und lasse diese Radien zu gleicher Zeit bei 
allen Kugeln wachsen. Indem man auch im übrigen ganz analog wie 
früher in der projectiven Ebene den Process sich entwickeln lässt und 
zugleich die Manmnigfaltigkeit in der Auswahl des ersten Centrums C, 
beachtet, entspringt offenbar folgendes Ergebnis: Zu jeder Gruppe olme 
infinitesimale Substitulionen gehört eine reguläre Einteilung des hyper- 
bolischen Raumes bez. des Kugelinneren in einfach zusammenhängende 
Normalpolyeder Io, II, Tlg, - . ., von denen jedes rinzelne, etwa lp, als 
Discontinuitätsbereich der Gruppe angesehen werden kann. Die Normal- 
polyeder sind in den Punkten C centriert, sie sind ebenflächiy, und ihre 
Kantenwinkel und lecken sind concav. Die Polyederteilung lässt sich für 
die einzelne Gruppe auf œœ? Weisen auswählen. Es wird natürlich kei- 
neswegs ausgeschlossen, dass die Polyeder vorkommendenfalls bis zur 
Kugel und über dieselbe hinaus wachsen; wir kommen sogleich aus- 
führlicher hierauf zurück. 

Um vorab die Gestaltung der Polyeder im Kugelinneren zu ver- 
folgen, so werden wir die hier eintretenden Kanten in zufällige und 
elliptische einteilen. Die zufälligen Kanten werden ihre Lage mit C, 
ändern; und es gilt auch im übrigen für dieselbe eine Theorie, welche 
sich derjenigen der zufälligen Polygonecken in § 5 (pg. 110 fl.) durchaus 
analog anschliesst. Man gewinnt als Ergebnis: Die zufälligen Kanten 
des Normalpolyeders TI, gehören im allgemeinen zu drei (oder bei besonderer 
Annahme von C, möglicher Weise zum Teil auch zu n> 53) in Cyclen 
zusammen, indem die zugehörigen sechs (bez. 2n) Polyederseiten ohne Rest 
und Überschuss durch Substitutionen der Gruppe paarweise in einander 
transformierbar sind. Die Summe der durchgehends concaven Kanten- 
winkel eines solchen Cyclus ist 2x. Die Abstände des Punktes Cy von 
den Kanten eines Cyclus sind einander yleich. 

Wir reihen hieran sogleich die Besprechung der zufälligen Ecken 
des Normalpolyeders /Z,, in welchen mehrere zufällige Kanten zusam- 
menlaufen. Auch hier wird man die Analogie zu den früheren Über- 
legungen sofort überblicken und gelangt zu folgenden Ergebnissen: 
Die zufälligen, d. h. mit C, veränderlichen Polyedereeken sind concav nd 
im allgemeinen dreiseitiy; sie ordnen sich nach Maassyabe der Zusammen- 
gehörigkeit der sie einschliessenden Polyederseiten im allgemeinen zu vıeren 
zusammen, doch können diese Zahlen bei besonderer Annahme von C, aneh 
übertroffen werden. Zusammengehörige zufällige T.cken von Il, zeigen vom 
Centrum C, gleiche Intfernung, und die zugehörigen rämlichen Eeken 
lassen sich so an einander fügen, dass sie alsdann die räumliche lm- 
gebing ihrer gemeinsamen Spitze gerade vollständig ausfüllen. 

Die eyclischen Untergruppen aus elliptischen Substitutionen sowie 
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aucl die zugehörigen Axen teilen wir wieder in Classen ein. Das 
Polyeder II, wird sich wenigstens an eine Axe aus der einzelnen Classe 
heranziehen. Aber es ist durchaus nicht gesagt, dass sich II, nur an eine 
einzige Axe aus der einzelnen Classe heranzieht. Man muss sich nämlich 
vorstellen, dass die einzelne elliptische Axe im allgemeinen aus meh- 
reren, und nicht durchweg äquivalenten, Polyederkanten besteht, und 
dass dementsprechend umgekehrt mehrere elliptische Kanten des ein- 
zelnen Polyeders II, auf äquivalente Substitutionen führen. Man kann 
auch sagen, dass verschiedene elliptische Axen derselben Classe jeweils 
mit Stücken, die für sich genommen inäquivalent sind, am Polyeder 
II, partieipieren. Dass der Kantenwinkel von II, in emer elliptischen 


: : 2m : a 
Kante im allgemeinen — ist, wo v die Ordnung der zugehörigen Unter- 


gruppe ist, und dass die beiden jene Kante einschliessenden Polyederseiten 
durch die Erzeugende dieser Untergruppe genau in einander transformierbar 
sind, folgt fast unmittelbar. Wenn bei Bewegung des Centrums C, eine 
elliptische Axe aufhört, längs einer Strecke Polyederkante zu sein, so 
ist dies nach Analogie des Verhaltens der elliptischen Punkte in der 
Ebene zwar einmal dadurch möglich, dass eine bisherige elliptische 
Kante in eine zufällige Kante übergeht. Aber es kommt nach den eben 
gemachten Darlegungen hier andrerseits vor, dass die elliptische Kante 
von JJ, durch Zusammenrücken zweier auf ihr gelegenen Ecken als 
Kante von II, verschwindet, während in der Polyederteilung, als Ganzes 
betrachtet, die elliptische Axe, auf welcher die eben gemeinte Kante 


lag, durchaus bestehen bleibt. 


Eine elliptische Axe ist, wie wir schon andeuteten, längs ihres 
ganzen im Kugelinneren gelegenen Verlaufs aus Polyederkanten zusam- 
mengesetzt; es liegt hierin ein wesentlicher Unterschied gegenüber den 
zufälligen Kanten. Besteht eine elliptische Kugelsehne aus ınehreren, 
vielleicht unendlich vielen, Polyederkanten, so sind letztere durch Po- 
Iyederecken von einander getrennt. Laufen in einer solchen Ecke 
ausser der einen elliptischen Kante nur zufällige zusammen, so wollen 
wir sie eine halbreguläre nennen; demgegenüber sind die regulären 
Ecken der Polyederteilung diejenigen, in welchen wenigstens zwei, da- 
mit aber auch noch weitere elliptische Kanten zusammenlaufen. Über 
die halbregulären Ecken wird man auf Grund der schon durchgeführten 
Untersuchung der zufälligen Ecken und der elliptischen Kanten leicht 
weitere Angaben machen; wir betrachten demnach sogleich die regu- 
lären Ecken. 

Schneiden sich im Kugelinneren zwei elliptische Axen der Gruppe, 
so ist der Schnittpunkt notwendig das Rotationseentrum einer Unter- 
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gruppe vom Typus der in der Theorie der regulären Körper auftreten- 
den Gruppen. Die regulären Keken des Kugelinneren zerfallen demnach 
ihrer Art nach in diedrische, tetraedrische, olktaedrische und ikosacdrische, 
und an die einzelne Ecke werden sich bez. 2n, 12, 24 oder 60 Polyeder 
der regulären Iinteihinyg mit lauter sechsseitigen Ecken und drei ellip- 
tischen sowie drei zufälligen Kanten heranziehen. Gleichberechtigte Unter- 
gruppen dieser Art und damit äquivalente reguläre Ecken vereinen wir 
in eine Classe. Es gilt dann der Satz, dass das Normalpolyeder II,, von 
partienlären Auswahlen von C) abgesehen, je eine reguläre Eeke aus der 
einzelnen Classe aufweisen wird. Dass übrigens bei dem einzelnen regu- 
liren Punkte scehsseitige Ecken auftreten, kommt auf den z. B. bei der 
Modulgruppe oben (pg. 110) bereits hervorgetretenuen Umstand zurück, 
dass überhaupt jede Dreiecksgruppe ein sechsseitiges Normalpolygon 
liefert. Wir gehen hierauf im ersten Kapitel des nächsten Abschnitts 
mit Ausführlichkeit ein. 

Die Picard’sche Gruppe des vorigen Kapitels kann mau zur Er- 
läuterung der vorstehenden Erörterungen benutzen. Insbesondere sei 
daran erinnert, dass die damals mit T' bezeichnete Gesamtgruppe ım 
Kugelinneren drei Classen regulärer Ecken darbietet; zwei davon sind 
diedrisch mit n = 2 und » = 3, die dritte erwies sich als oktaedrisch. 


$ 8. Die Normalpolyeder auf und ausserhalb der Kugel. 


Wie bei der Behaudlung der Gruppen der hyperbolischen Ebene dis- 
eutieren wir nun den Fall, dass die jetzt vorliegende Gruppe parabolische 
Substitutionen enthält. Es finden hierbei zunächst ganz ähnliche Be- 
trachtungen wie in § 6 pe. 115 statt. Eine einzelne parabolische Sub- 
stitution V sei vorgelegt. Wir wollen alsdann zum vorübergehenden 
Gebrauch den &-Halbraum heranziehen und fixieren & so, dass der lix- 
punkt in den Unendlichkeitspunkt &= œ fällt. Mögen die Coordi- 
naten von C, im Halbraume &,, o; 9, werden; es soll dann gezeigt 
werden, dass die Ordinaten 9 der Punkte C sämtlich unter einer anyeb- 
baren endlichen Grenze bleiben. 

Für die Ordinaten ® der Punkte C berechnet man nämlich auf 
Grund der pg. 55 und 56 entwickelten Formeln leicht: 


(1) ô= -. A | 

vd tust Not 9 
Sollen: nun in jeder noch so grossen Höhe über der -Ebene noch 
Punkte C vorkommen, so muss es Substitutionen in der Gruppe geben, 
für welche der Nenner auf der rechten Seite von (1) beliebig klein 
ausfällt. Dies ist offenbar nur möglich, wem sich Substitutionen m 
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der Gruppe nachweisen lassen, bei denen die absoluten Beträge von 
y und ò zugleich beliebig klein ausfallen. Wäre dies der Fall, so 
würden sich bei der Gestalt & = &-+b von V auf Grund der schon 
pg. 115 ausgeführten Rechnung infinitesimale Substitutionen in der 
Gruppe nachweisen lassen. Dies aber würde den Voraussetzuhgen 
widerstreiten. 

Unter Rückkehr zum hyperbolischen Raume ziehe man nun das 
System der coucentrischen Kugeln in Betracht, welche den Fixpunkt 
von V zum Mittelpunkte haben *); diesen Fixpunkt selbst nennen wir 
kurz Æ, die durch ihn hindurchziehende parabolische Kante von V 
heisse A; sie wird die Kugel im Punkte Æ berühren. Des weiteren 
sind nun zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem nämlich Æ Fixpunkt 
einzig einer eyclischen Untergruppe ist oder aber einer Rotationsgruppe 
von demjenigen Typus, welcher bei den Bewegungen der parabolischen 
Ebene auftritt. Gruppen der letzteren Gattung lernten wir bereits in 
„M.“ I pg. 107 kennen; ihre genauere Theorie werden wir erst später- 
hin (im ersten Kapitel des folgenden Abschnitts) entwickeln, und wir 
wollen hier insbesondere vorgreifend den Satz benutzen, dass die 
Normalpolygone dieser Gruppen in der &-Ebene die Gestalt von Sechs- 
ccken darbieten. 

Unter den oben construierten concentrischen Kugeln von E wird 
es nun im Innern der absoluten Kugel eine erste geben, auf deren 
Oberfläche Punkte C unseres Systems vorkommen, während im Innern 
derselben sich keine solchen Punkte finden. Auf der Oberfläche dieser 
Kugel finden sich aber mit einem Punkte C deren gleich unendlich 
viele, die je nach der Natur der zu Æ gehörenden Untergruppe ent- 
weder auf einer Bahncurve von V angeordnet sind oder ein bezüglich 
der erwähnten Rotationsuntergruppe äquivalentes Punktsystem vor- 
stellen. 

Im ersten dieser beiden Fälle mögen ..., Cp, Ca, Cr, . .. die Punkte 
der fraglichen einfach-unendlichen Reihe sein. Halbwegs zwischen 
ihnen werden sich alsdaun Seiten der zugehörigen Normalpolyeder ein- 
stellen, welche sich sämtlich in der oben mit X bezeichneten Kante 
schneiden. Da weitere Polyederseiten durch Æ nicht hindurchgehen 
können, so gilt der Satz: Giebt es in der Gruppe cyclische parabolische 
Untergruppen, die jedoch nicht in Rotationsuntergruppen der gekennzeich- 
neten Art enthalten sind, so haben die Normalpolycder parabolische Kanten, 


*) Diese Kugeln stellen sich, wie wir hier kurz in Erinnerung bringen, für das 
Auge als Rotationsellipsoide dar, welche die absolute Kngel der Maassbestimmung 
im Fixpunkte von V berühren. 
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welche sich zu beiden Seiten der zugehörigen Firpunkte I ausdehnen. I, 
kann sich, ohne dass Co partienlär gewählt wäre, an mehrere Kanten ans 
der gleichen Classe heranziehen. Xas gelten hier dieselben Bemerkungen, 
wie bei den elliptischen Axen des Kugelinnern, d. h. man muss sich 
vorstellen, dass verschiedene parabolische Axen aus derselben Classe 
Kanten von Jh liefern; diese Kanten stellen dabei inäquivalente Strecken 
der betreffenden Axen dar. Die Polyeder rasen hier, wie man sieht, 
in das Kugeläussere hinaus. 

Für den zweiten Fall ist das Beispiel der Picard’schen Gruppe 
charakteristisch; indem man die Rotationsuntergruppe für sich allein 
betrachtet, bemerkt man leicht, dass an den Normalpolyedern nun 
parabolische Spitzen vorkommen. Es gilt offenbar der Satz, in wel- 
chem wir einen auf der Kugel gelegenen Fixpunkt von mehr als einer 
cyclischen parabolischen Untergruppe als einen regulären Eckpunkt be- 
nennen: Das Normalpolyeder II, zieht sich im allgemeinen an je emen 
auf der Kugel gelegenen regulären Echpunkt aus der einzelnen Classe dieser 
Punkte mit einer sechsseitigen Spitze heran. Über die Natur der sechs 
hier zusammenlaufenden Kanten (ob sie zufällig oder elliptisch sind). 
sowie über die Zuordnung der sechs Seitenflächen werden wir erst bei 
den Specialuntersuchungen im ersten Kapitel des zweiten Abschnitts 
nähere Angaben machen können. 

Wir betrachten demnüchst die auf der Kugeloberfläche gelegenen 
Iyperbolischen und loxodromischen Fixpunkte. Es sei F eine hyperbo- 
lische Substitution der Gruppe, deren beide auf der Kugel gelegenen 
Fixpunkte X und F’ seien. Man markiere nun zunächst alle mit C 
bezüglich der aus V entspringenden Untergruppe äquivalenten Punkte 
@%, ©, €_,, ..., welche auf einer Bahncurve von F gelegen sind. 
Wendet nman sodann zuvörderst allein auf dieses Punktsystem die Con- 
structionsweise der Normalpolyeder an, so stellen sich lauter ebene 
Grenzen ein, welche die geradlinigen Verbindungsstreeken, ..., C1 Co, 
CC, -. jeweils im Mittelpunkt senkrecht schneiden. Der um C, ent- 
stehende Bereich, von welchem //, ein Teil ist, bleibt sowohl mit seinem 
Innern als mit seiner Berandung von X und £’ entfernt. Die loxodro- 
mischen Substitutionen behandele man gerade so und wird zu dem 
nämlichen Ergebnis gelangen. Man erinnere sich nur, dass loxodro- 
mische Substitutionen mit infinitesimalen hyperbolischen Bestandteil 
in der Gruppe nicht vorkommen (ef. pg. 97). Es ergieht sieh: Zin 
auf der Kugel gelegener hyperbolischer oder lowodromischer Firpunkt dër 
(ruppe kann weder im Innern. noch auf einer Seite, Kante oder in tiner 
Leke des Normalpalyeders liegen. 

Analog wie in § 6 (pg. 117) ist Jetzt zu unterscheiden, ob «lie Gruppe 
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auf der Kugel uneigentlich oder eigentlich discontinuierlich ist. Im 
ersteren Falle verläuft //, durchaus im Kugelinnern und kann die Ober- 
fläche nur in einzelnen Punkten erreichen. Machen wir für den Augen- 
blick die beschränkende Voraussetzung, dass das Polyeder II, endliche 
Seitenzahl hat, so kann es nur in einer endlichen Anzahl von Ecken die 
Kugel erreichen. Auf Grund der Zuordnung der Polyederseiten gehören 
diese Ecken in gewisser Ordnung zusammen; und indem man in der 
fertigen Polyederteilung die Umgebung einer einzelnen Ecke betrachtet, 
bemerkt man leicht, dass der Eckpunkt das Centrum einer Rotations- 
untergruppe von dem im Anfang des Paragraphen wiederholt genannten 
Typus ist. Wir haben als Resultat: Kine auf der Kugel uneigentlich 
discontinwerliche Gruppe, die somit im Sinne des $ 3, pg. 106, im engeren 
Sinne als Polyedergruppe zu bezeichnen ist, hat ein durchaus im Nugel- 
inneren verlaufendes Normalpolyeder Ip, welches die Kugeloberfläche höch- 
stens in regulären Kchpunkten erreichen kann; doch gilt hier die Iendlichkeit 
der Seitenanzahl von II, als Voraussetzung. Die Pieard’sche Gruppe des 
vorigen Kapitels giebt ein hierher gehöriges Beispiel ab. 

Ist die Gruppe auf der Kugeloberflüäche eigentlich discontinuier- 
lich, d. h. handelt es sich um eine Polygongruppe, so dringt das Poly- 
eder J, mit einem oder mehreren Teilen in das Kugeläussere, hinaus. 
Über die hier eintretenden Seitenflächen, Kanten und Ecken selten 
ähnliche Bemerkungen, wie im Kugelinnern. Die Kanten können zu- 
fällige sein oder nieht; im letzteren Falle unterscheiden wir wieder, 
ob die zugehörige Substitution elliptisch, parabolisch ete. ist. Audrer- 
seits sind die Eeken entweder zufällige oder halbreguläre oder endlieh 
reguläre. Eine nähere Untersuchung über die Natur dieser Ecken, 
sowie überhaupt iber die ausserhalb der Kugel gelegenen Teile von 
II, stellen wir nicht an; doch bemerken wir, dass diese Untersuchung 
in den Entwicklungen der nächsten Paragraphen implicite enthalten sind. 








Y 9. Das Verhalten der Polygongruppen auf der Kugeloberfläche. 
Erster Teil: Allgemeines. 


Wenn wir nunmehr das Verhalten der Polygongruppen auf der 
INugeloberfläche ausführlich untersuchen wollen, so werden wir natür- 
lich annehmen, «ass nicht der elementare Typus der Rotationsgruppen 
vorliegt. Im Gegensatz zu den entsprechenden Verhältnissen in der 
hyperbolischen Ebene treflen wir alsdann hier im hyperbolischen Raume 
auf neue und ausserordentlich mannigfaltige Ergebnisse. 

Es gilt zuvörderst, den folgenden Grundsatz zu beweisen, in wel- 
chem die Maassbestimmungen auf der Kugel im elementaren Sinne 
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gemeint sind”): Ist die Gruppe in einem Bereich von endlicher, wenn auch 
noch so kleiner Flächenausdehnung auf der Kugel uneigentlich discontönnier- 
lich, so ist sie auf der Kugel niryends eigentlich disentinwerlich. 

Man wolle nimlieh im Innern des gedachten Bereiches einen 
Kreis von endlichem Radius zeichnen und sodann die Ebene dieses 
Kreises in ihrem Verlauf im Kugelinnern verfolgen. Sie wird hier 
durch Polyeder der das Augelinnere erfüllenden Einteilung hindurch- 
ziehen, und man wolle zur Erleiehterung der Vorstellungen ein ein- 
zelnes dieser Polyeder in das Ausgangspolyeder T1, transformieren. Die 
genannte Ebene geht dabei in eine nene Lage über, in welcher sie die 
Kngeloberfläche in zwei Kalotten X und A’ zerlegt. Innerhalb A ist 
die Gruppe allenthalben wneigentlieh diseontimuierlich; und dies ist 
nach den im Anfang des Kapitels gegebenen Entwicklungen nur da- 
durch möglich, dass K überall dicht von Fixpunkten bedeckt ist. 
Lässt sieh nun im Innern von A ein nicht-elliptischer Fixpunkt finden, 
so unterselieiden wir, ob der zweite Fixpunkt der zugehörigen nb- 
stitution gleichfalls auf A oder auf A’ liegt. Im ersten Falle kann 
man dureh hinreichend oft wiederholte Anwendung der betreffenden 
Substitution A” in eine gänzlich innerhalb A gelegene Kalotte über- 
führen, und wir sehliessen demnach durch Anwendung der inversen 
Substitution, dass auch X’ allenthalben dicht von Fixpunkten bedeckt 
sein muss. Ist hingegen der zweite Fixpunkt der fraglichen Substitu- 
tion auf A gelegen, so können wir dureh hinreichend oft wiederholte 
Ausübung dieser Substitution Æ in eine die ganze Kugel bis anf einen 
beliebig kleinen Rest bedeekende Kalotte transformieren, so dass wieder 
die ganze Kugel überall dicht von Fixpunkten besetzt sein würde. 
Wären aber alle in K gelegenen Fixpunkte elliptisch, so würde die 
schon pg. 100 durchgeführte Überlegung die Existenz von elliptischen 
Substitutionen in der Gruppe ergeben, deren beide. Fixpunkte auf A 
einander beliebig nahe liegen. Wir können sie so nahe wählen, dass 
A dureh einmalige Ausübung der Substitution in eme gänzlich mner- 
halb X gelegene Kalotte übergeführt wird. Aneh hier sieht man 
wieder, dass auch K’ überall dicht von Fixpunkten bedeckt ist; und 
damit ist unsere Behauptung erhärtet. Wir können somit den Satz 
anmerken: Bei Polyyongruppen erfüllen die auf der Kugeloberfläche av- 
leyenen Fixzpimkte keinen zweifuch ausgedehnten Teil dieser Oli lache 
überall dicht. 


*) Man erinnere sich, dass vermöge der hyperbolischen Masssbestimmung dos 
Raumes auf der Kugeloberflüche selbst eine Maassbestimmung nur erst teilweise 
egeben ist, insofern freilich der Winkelbegriff, nicht aber der Begrilt der Ent 
rnuug fixiert ist. 

5 
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Man bringe nun die Kugel mit dem einzelnen Polyeder II, zum 
Durchschnitt und fixiere die im Innern von II, gelegenen Teile der 
Kugeloberfläche. Dieselben werden aus einem oder mehreren Kreis- 
bogenpolygonen bestehen, die wir etwa Po, Pay + --; 2,” nennen, wenn 
v ihre Anzahl ist. Es kann durchaus auch v = œ sein; doch werden 
wir diesen Fall zur Vermeidung zu weit gehender Complieationen nicht 
besonders ins Auge fassen. Die Keken der Kreisbogenpolygone m, Po» 

PT” sind stets concav und entweder zufällig oder elliptisch oder 
endlich parabolisch; an Iyperbolische oder loxodromische IFrapunkte reicht 
keines der Polygone heran. Natürlich fassen wir hier überall den Be- 
griff des Polygons in dem Sinne, dass wir nicht die aus Kreisbogen 
bestehende Umrisscurve damit meinen, sondern das durch diese Um- 
risseurve eingegrenzte Stück der Kugeloberfläche. 

Es kann vorkommen, dass eine Seitenfläche des Polyeders II, im 
Kugelinneren überhaupt keine Kanten darbietet, dass vielmehr die sänt- 
lichen diese Seite begrenzenden Kanten ausserhalb der Kngel liegen. 
Alsdann nimmt offenbar der volle Schnittkreis dieser Seite mit der 
Kugel an der Begrenzung eines der Polygone a. Pa, -- - Teil, worauf 
das betreffende Polygon offenbar mehrfach zusammenhängend sein 
wird; ein hierher gehöriges Beispiel lernten wir pg. 104 kennen, Allge- 
mein merken wir den Satz an: Das einzelne der Kreisbogenpolygone m. 
Po --. ist einfach oder mehrfach zusammenhängend, wobei die einzelne 
der wunterschiedenen, das Polygon begrenzenden, Kreisbogenketten auch aus 
einem einzigen Vollkreise bestehen kann. Der Fall eines unendlich hohen 
/usammenhangs des einzelnen Polygons ist zwar keineswegs ausge- 
schlossen, wird aber wieder zweckmässig bei Seite gelassen. 

Man denke nunmehr die gesamte Polyederteilung Ih, II,,... an 
gebracht und bilde den Durchsehnitt derselben mit der Kugeloberfläche. 
Letztere wird überdeckt erschemen mit unendlich vielen Polygonen 
Pe DDP o., PPTP, Po, . . ., von denen jedes anit ae 
v Polygone Pa, ..., PP» äqnivalent ist. Da die Gruppe in keinem 
endlichen Flächenstück der Kugel überall wneigentlich diseontinuierlich 
ist, so ergiebt eine kurze Zwischenbetrachtung, dass Punkte, die von 
dem Polygonsysten der Kugeloberfläche freibleiben, nirgends ein end- 
liches Flächenstück füllen können. Punkte der Kugeloberfläche, welche 
von den Polygonen nicht erreicht werden, sollen @renzpunkte der Gruppe 
heissen. Zu den Grenzpunkten, gehören insbesondere die hyperbolisehen 
und loxodromischen Fixpunkte der Kugeloberfläche. Auch die parabo- 
lischen Firpunkte rechnen wir den Grenzpunkten zu, obwohl sie Polygon- 
ecke sein können; sie können nämlich niemals im mern der gleich 
zu betrachtenden Polygonnetze liegen, und es wird sich bei der Fort- 
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führung der Untersuchung sogleich als zweckmässig erweisen, den au 
der Spitze einer parabolischen Ecke gelegenen Fixpunkt nicht mehr 


als dem Polygon angehörıg anzusehen. Es gilt alsdann der Satz: 


= , A] 5 . . , a . Er 
Die v Polygone m, M, -... po ~” bilden einen Discontinuitätsbereich für 


die gesamte Kugeloberfläche, die Grenzpunkte der Gruppe allein aus- 
genommen. 

Die Randeurven der Polygone Ps, Po, ---, po ° sind paarweise 
einander zugeordnet, wobei je zwei einander entsprechende Randkreise 
durch Substitutionen der Gruppe ohne Rest und Überschuss in einander 
transformierbar sind. Wir müssen nun hier durchaus mit dem Vor- 
kommnis rechnen, dass zugeordnete Randcurven verschiedenen unter 
den v Polygonen angehören. Ist aber eine Seite von p, etwa mit 


einer solchen von pọ zusammengeordnet, so ist mit p, ein zu p“ 
äquivalentes Polygon p benachbart. Man wolle alsdann im System 
der » Polygone Po, Po, ---, PT’ das Polygon p durch pP ersetzen 
und letzteres mit 9, in eins ziehen. Durch Wiederholung dieser Maass- 
nahme können wir die v Polygone Po, Po, - - -, 20 schliesslich durch 


w<v Polygone P}, Pi, ..., PTP ersetzen, welche in demselben Sinne 
wie die ursprünglichen einen Disconlinuitätsbereich der Gruppe liefern, 
und wober nun die Seiten des einzelnen Polygons stets nur wieder Seiten 
des nämlichen Polygons zugeordnet sind. Die neuen Polygone Pa, Po 
<. P&ZV sind gleichfalls von Kreisbogen begrenzt und besitzen nur 
zufällige oder elliptische bez. parabolische Ecken. 

Auf das System der Polygone P,, Pi, ..., PETU wolle man nun 
die gesamten Substitutionen der Gruppe ausüben und findet die Kugel- 
oberfläche bis auf die Grenzpunkte von unendlich vielen Polygonen 


Er ..., 7 Jin PERT o P, ... bedeckt. Insbesondere wolle 
man dabei diejenigen Polygone P,, Pa, ... verfolgen, welche sich un 
P, auf Grund der für dies Polygon gültigen Zuordnung der Kanten 
mittelbar oder unmittelbar anschliessen. Dieselben werden ein zusam- 
menhängendes Netz von Polygonen bilden, das kurz durch N bezeichnet 


p“ i), 


sein möge. Entsprechende Netze bilden sich nm Po, ..., Lo 3 Së 
mögen N’, ..., N“=-2 genannt werdeu. Keine zwei unter diesen w Po- 
Wgonnetzen N, ..., NU=D können auch nur einen Punkt gemeinsam 
aben; denn ein gemeinschaftlicher Punkt von N und N” würde sowohl 
in P, wie P, einen äquivalenten Punkt haben, was nicht möglich ist. 
Die gesamten Substitutionen des Netzes N in sieh, welche also Pa m 
ulle übrigen Polygone von N transformieren, bilden eine in der Ge- 
samtgruppe enthaltene Untergruppe, welche (r heissen möge; ent- 
sprechend mögen die Untergruppen (^, ..., @“P zu den Netzen 
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N’, ..., NCDO gehören. Die eingehende Untersuchung der hier vor- 
liegenden Verhältnisse macht eine Reihe von Fallunterscheidungen 
nötig. 

Wir nehmen erstlich an: Die ganze Kugel ist nur von einem Netze 
N bedeckt. Hier ist notwendig u = 1 und die Untergruppe G fällt 
mit der Gesantgruppe I’ zusammen; doeh sei sogleich betont, dass bei 
u = } auch mehrere, ja unendlich viele Netze eintreten können, die 
natürlich alle äquivalent sind. Wir werden später Gruppen mit nur einem 





Netz kennen lernen, bei denen P, mehrfach zusammenhängend ist, aber 
auch solche mit einfach zusammenhängendem P,F). Dei denselben werden 
die Grenzpunkte sämtlich isoliert gelegen sein; jedenfalls folgt schon hier, 
dass die Grenzpunkte keine geschlossene Curve bilden dürfen, welche einen 
Flächenteil der Kugel eingrenzt. Es subsumieren sich hier gewisse ele- 


mentare Gruppen, welche je nur zwei Grenzpunkte haben**). Wie wir 



























sehen werden, besteht eine solche Gruppe aus lauter Substitutionen, 
welche die beiden Grenzpunkte zu Fixpunkten haben. Hierüber hinaus 
besteht folgender allgemeine Satz: Hat eine beliebige Polygongruppe 
mehr als zwei Grenzpunkte auf der Kugeloberfläche, so hat sie deren 
gleich unendlich viele. Man nehme nämlich an, die Anzahl der Grenz- 
punkte sei endlich und transformiere dieselben durch die Substitutio- 
nen der Gruppe. Da ein Grenzpunkt stets nur wieder mit einem eben 
solchen äquivalent ist, so bewirkt jede Substitution eine Permutation 
der Grenzpunkte. Man sieht sofort, dass unendlich viele Substitutionen 
dieselbe Permutation der Grenzpunkte bewirken müssen; insbesondere 
werden ınendlich viele Substitutionen der Gruppe die sämtlichen Grenz- 


*) Alle diese allgemeinen Angaben werden bei den Einzelentwicklungen im 
dritten Kapitel des folgenden Abschnitts an Beispielen thatsächlich in die Er- 
scheinung treten. Man wolle schon hier zur Erläuterung der abstracten Erörte- 
rungen des Textes die dortigen Figuren und Ausführungen heranholen; es wird 
ja dabei nicht hinderlich sein, dass sich jene Figuren meist auf Gruppen der 
zweiten Art beziehen, welche aus Spiegelnngen erzeugbar sind. Eine Gruppe mit 
u= 1 und nur einem Netze werden wir z. B. ans einem Kreisbogenviereck mit den 
Winkeln z, =, = ; erzengen; auch die oben bereits erwähnte, zum Polygon der 
Figur 25, pg. 104 gehörige Gruppe gehört hierher. Eine Gruppe mit u = 1 und 
unendlich vielen Netzen gewinnt man, wenn man im hyperbolischen Raume ein 
regulüres Tetraeder, dessen Kanten etwa Tangenten der absoluten Kugel sind, als 
Discontinuitätsbereich einer Gruppe zweiter Art vorlegt und überdies noch die 24 
Substitutionen des regulären Tetraeders in sich hinzufügt. Auch diese Gruppe, auf 
welche sich übrigens die pg. 120 erwähnten Ausführungen von Dyck beziehen, 
findet man unten a. a. O. ausführlich besprochen. 

**) Die Theorie dieser Gruppen entwickeln wir im ersten Kapitel des folgen- 
den Abschnitts. 
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© punkte unverändert lassen. Da aber keine Substitution mehr als zwei 
Fixpunkte hat, so ist die Anzahl der Grenzpunkte nieht grösser als zwei. 


S 10. Fortsetzung: Specielle Betrachtung der Gruppen mit 
Grenzcurven. 


Man discutiere nunmehr den Fall, dass «die ganze Kugeloberfläche 
bis auf die Grenzpunkte von zwei Polygonnelzen N. N’ bedeckt ist. Wir 
gelangen hier zu neuen und interessanten Ergebnissen, welche zumal 
in der Einführung der Grenzeurven gipfeln. Der Rand des einzelnen 
Netzes ist aus einer Mannigfaltigrkeit von Grenzpunkten gebildet, gegen 
welche die Polygone des Netzes (im Sinne unserer gewöhnlichen An- 
schauung) unendlich klein werden. Da Grenzpunkte niemals endliche 
Flächenteile füllen, so werden wir zum Begriff der Grenzeurve wetührt, 
welche eine zusammenhängende Kette unendlieh vieler Grenzpunkte dar- 
stellt. Gegenwärtig tritt eine (irenzeurve auf, welche die Kugelober- 
fläche in die beiden von N und N bedeckten Bereiche teilt; die Zahl u 
kann sowohl == 1 als = 2 sein, und dementsprechend ist die Gruppe 
G entweder in der Gresamtgrnppe eine Untergruppe vom Index 2 oder 
die Gesamtgruppe selbst. 

Die oben betrachteten Gruppen der hyperbolischen Ebene, welche 
auf der absoluten Ellipse uneigentlich disecontimuierlich sind, ordnen 
sich hier als besonders einfache Specialfälle ein. Das Polyeder Ie 
einer solchen Gruppe ragt in das Kugeläussere mit einer Ecke hinaus, 
deren sämtliche Seiten eben durch jenen gemeinsamen Eekpunkt hin- 
durchlaufen, ein Vorkommnis, welches man übrigens durchaus als par 
tieulär anzusehen hat. Trifft jedoch dieser fragliche Speeialfall zu, so 
wird die Polarebene jener ausserhalb der Kugel gelegenen Ecke aut 
der Kugel einen Kreis ausschneiden, welcher der Hauptkreis wird. 
und welcher die Rolle der Grenzceurve übernimmt. Die beiden durch 
den Hauptkreis abgetrenuten Kugelkalotten tragen nun die Netze N 
und N’. Die Gruppe besteht nur aus nieht-loxodromisehen Substitu- 
tionen, und die sämtlichen Axen dieser Substitutionen laufen dureh den 
Pol der Hauptkreisebene, welcher demgemäss als eine ausserhalb der 
Kugel gelegene reguläre Keke der Polyederteilung zu bezeichnen ist. 
Wir haben damit den allgemeinen Typus einer solchen regnlären Behe 
vor Augen. Indem wir die Modulteilung für die ganze Kugelober- 

fläche, d. h. nicht nur auf der positiven, sondern auch auf der nega 


tiven Halbkugel entwerfen, haben wir ein hierher gehörendes Beispiel. 


À 
p 


Die eben gemeinten, den Bewegungen der hyperbolischen bene 


enstammenden Gruppen haben nun beständig u = 2. Doch kommen 


daneben auch Gruppen nit u | vor In diesem Falle werden beide 


uY 
N 
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Netze mit einander äquivalent, d. h. es giebt in der Gruppe Substitu- 
tionen, welche die beiden durch den Hauptkreis geschiedenen Halbkugelu 
permutieren, Die Erweiterung der Modulgruppe durch Hinzunahme der 
canzzahligen Substitutionen von der Determinante «ô — by = — 1 
liefert hierzu ein Beispiel, wie wir denn allgemein zu den neuen Gruppen 
geführt werden, wenn wir (unter Annahme der reellen -Axe als Haupt- 
kreis) neben den reellen &-Substitutionen positiver Determinanten noch 
ebensolche Substitutionen von negaliwer Determinante zulassen. Auch 
diese Gruppen stellen offenbar Rotationsgruppen mit Centrum ausser- 
halb der Kugel (also Hauptkreisgruppen) dar, insofern doch der Pol 
der Elauptkreisebene bei Permutation der Halbkugeln an seiner Stelle 
bleibt. Wir gewinnen hiernach erst den vollen Inbegriff der Hauptkreis- 
gruppen, wenn wir die Gruppen mit u = 1 den aus den Bewegungen 
der hyperbolischen Ebene entspringenden Gruppen hinzufügen. Wir be- 
nenen gelegentlich die Hauptkreisgruppen, deren Substitutionen teil- 
weise die beiden durch den Hauptkreis abgetrennten Kalotten permu- 
tieren, als solche vom „zweiten Typus“; jede solche Gruppe enthält 
als Untergruppe des Index zwei eine Hauptkreisgruppe des „ersten 
Typus“, bei der die einzelne Kalotte stets nur in sich selbst übergeht. 
Im hyperbolischen Raume werden die Discontinuitätsbereiche beim 
zweiten Typus durch Pyramiden gegeben, welche die Hauptkreisebene 
zur Basis, deren Pol aber zur Spitze haben. Wegen der Beziehung der 
Gruppen vom zweiten Typus zu den durch Operationen zweiter Art 
erweiterten Gruppen der hyperbolischen Ebene sehe man die Dar- 
legungen pg. 141 (unten) und 142. 

Es ist nun, wie wir schon betonten, der Hauptkreisfall hier als 
particulär anzusehen. Man wird im allgemeinen nicht erwarten dürfen, 
dass sich ausserhalb der Kugel ein Punkt nachweisen lässt, durch 
welchen sämtliche an P, beteiligten Polyederseiten hindurchlaufen, und 
in welchem sich sämtliche Axen der in der Gruppe enthaltenen Sub- 
stitutionen schneiden. Wir können auch sagen, dass der über P, her- 
vorragende Teil des Normalpolyeders im allgemeinen mehr als eine 
Ecke darbieten wird. Die vorläufige Besprechung der nun eintretenden 
Verhältnisse wollen wir auf folgenden Satz gründen: Liegt der Haupt- 
kreisfall nicht vor, so enthält die Gruppe stets loxodromische Substitutionen. 

Man nehme nämlich an, dass die Gruppe G aller Substitutionen 
des Netzes N in sich, welche im vorliegenden Falle mit der Gesamt- 
gruppe identisch ist oder als Untergruppe des Index 2 in ihr enthalten 
ist, lauter nicht-loxodromische Substitutionen enthält. Wie wir dann 
zeigen können, lassen sich die Substitutionen der Gruppe so schreiben, 
dass sie sämtlich reelle Coefficienten haben. Zu diesem Ende fixiere 
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man diese Substitutionen unimodular und greife eine hyperbolische V 
heraus*). Sodann führe man & in der Art ein, dass die Fixpunkte 
a, 2) 
abge- 
ER d ’ 5 
kürzt geschrieben, wobei a und d reell und von 1 verschieden sind. 


von V die Werte &= N und œ bekommen; man hat V = ( 


Ist U = 4 y irgend eine andere Substitution der Gruppe, SO ist 
2 


nach Voraussetzung die Summe (« + ò) reel. Da dasselbe für VU 
gilt, so sind œ und ð einzeln reell und also folgt weiter, dass auch 
das Product ßy reell ist. Die Variabele & ist bisher nur erst bis auf 
einen Factor bestimmt; wir wählen denselben so, dass in irgend 
a, 
y, Ò 
y= Q0 ist, f und y reell ausfallen. Ist nun w= | 


d in welcher nicht zugleich 8 = O und 


«, B 
’ 


p) irgend 


einer Substitution u ( 


ar 


t) 
eine weitere Substitution der Gruppe, so folgt die Realität von ß 


und y aus dem Umstande, dass [’U und U U’ reelle erste Coeftieienten 
haben. Es haben sonach alle Substitutionen der Gruppe (7 reelle Co- 
eificienten, und also ist G sowie auch die vorgelegte Gesamtgruppe 
eine Hauptkreisgruppe; G selbst gehört zum ersten Typus, da alle ihre 
Substitutionsdeterminanten als + 1 fixiert waren. Sobald dieser Fall 
nieht vorliegt, werden sich also loxodromische Substitutionen in der 
Gruppe finden, und zwar offenbar unendlich viele. 

Unter Rückkehr zum allgemeinen Fall markiere man auf der 
Grenzeurve des Netzes N die unendlich vielen loxodromischen Fix- 
punktepaare. Für ein einzelnes Paar fixiere man auf der Kugelober- 
fläche überdies die unendlich vielen ringförmigen Discontinuitätsbereiche, 
wie wir sie pg. 66 verabredeten, sowie die doppelspiraligen Bahneurven. 
Jeder loxodromische Fixpunkt liegt auf der Grenzeurve, und da letztere 
durch alle Substitutionen der Gruppe in sich trausformiert wird, so 
gelangen wir zu der Vorstellung, dass sich die Grrenzcurve um jeden 
mer ımendlich vielen loxodromischen Fixpunkte unendlich oft spiraby 
winde. Es sollte diese vorläufige Entwicklung auf die merkwürdige 
Complieiertheit der Grenzeurven hindeuten, welche stets dann eintritt, 




















*) Den Zweifel, ob vielleicht Gruppen unendlich hoher Ordnung nur ans 
lliptischen und parabolischen Substitutionen bestehen könuten, wird man auf 
rund der folgenden Sätze beseitigen, die nicht schwer beweisbar snd und nuch 
jnst mit Vorteil verwendet werden können: Sind U, F elliptische Sab»titationen, 
0 ist U VUT?! F?! elliptisch, parabolisch, hypırbelisch oder loxodromisch, jo 
ichdem sich die Axen von U und VF mnerhalb, auf, ausserbalb Jer Kugel omer 
fr nicht schneiden. Sind U und V parabolisch, so ist PUTIN TI hyperbolisch, 
enn nicht bereits U FV loxodromisch war. 


sind die Grenzeurven, die nicht Kreise sind, überhaupt den gewöhnlichen 
Methoden der analytischen Geometrie nicht mehr zugänglich; sie sind durch 
keine anulytische, geschweige algebraische Gleichungen zwischen den Coordi- 
naten $, y darstellbar*). Wir kommen auf die Natur dieser Grenzeurven 
im zweiten Abschnitt (Kap. 3) ausführlich zurück, wollen jedoch schon 
bei der Formulierung der nächstfolgenden Sätze auf die eben ge- 
machten Angaben Bezug nelımen”*). 

Es bleibt endlich der Fall zu besprechen, dass die Kugeloberfläche 
von mehr als zwei Polygonnetzen bedeckt ist. Das einzelne Netz kann, 
wie im eben besprochenen Falle, einfach zusammenhängend sein; doch 
ist dies keineswegs erforderlich, und wir werden sogleieh über den 
Zusammenhang des einzelnen Netzes noeh weitere Untersuchungen an- 
stellen. Vorab nelımen wir an, die Kugelteilung weise im ganzen die 
endliche Anzahl von v Netzen auf. Es wird alsdann in der Gesamt- 
gruppe eine Untergruppe Go von endliehem Index geben, deren ein- 
zelne Substitution jedes der Netze in sich selbst überführt. Da diese 
Untergruppe aueh in der zum Netze N gehörenden Gruppe @ eine 
Untergruppe von endlichem Index ist, so wird die Grenzeurve des Netzes 
N von hyperbolischen und loxodromisehen Fixpunkten der Gruppe Gy 
überall dicht bedeckt sein ***). Ist andrerseits V eine beliebige hyperbo- 
lische oder loxodromische Substitution, welehe G, angehört, so liegen die 
beiden Fixpunkte von V notwendig auf dem Rande von N; denn läge 
einer derselben ausserhalb N, so würde N durch wiederholte Anwen- 
dung von V oder I”! beliebig nahe an diesen Fixpunkt und also nicht 
in sich transformiert werden. Die Anwendung der gleichen Uber- 
legung auf ein zweites Netz N’ lehrt, dass die Grenzeurve von N in 
ihrer ganzen Ausdehnung aueh N’ begrenzen wird. Da beide Netze 
zusammenhängende Bereiche darstellen, so folgt, dass sie auch einfach 
zusammenhängen, und dass sie zusammen die Kugel bereits vollständig 
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wenn nicht der elementare Fall eines Kreises vorliegt. In der That 


*, Auf das Auftreten derartiger nicht-analytischer Grenzceurven hat zuerst 
Klein in seinem pe. 105 citierten Briefe an Poincaré aufmerksam gemacht. 

+*+) Man vergl. insbesondere schon jetzt die unten a. a. O. mitgeteilte an- 
nähernde Zeichnung der Greuzcurve für den Fall, dass das Ausgangspolygon cin 
Viereck mit vier Winkeln null und ohne gemeinsamen Orthogonalkreis ist. 

**#) Gegen die Grenzcurve des Netzes N hin werden nämlich die Polygone 
unbegrenzt klein. Dies könnte freilich auch dadurch geschehen, dass die zuge- 
hörigen Substitutionen elliptisch wären, bei deren einzelner die beiden Fixpunkte 
einander unbegrenzt nahe liegen. Doch würde man dann um so mehr in unmittel- 
barer Nähe der elliptischen Fixpunktepaare loxodromische oder hyperbolische 
Fixpunkte nachweisen, welche aus entfernt gelegenen Punkten dieser Art durch 
die fraglichen elliptischen Substitutionen hervorgehen. 
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bedecken: Enthält der Schnitt der Polyederteilung einer Gruppe T mit 
der Kugeloberfläche mehr als zwei Netze, so enthält er sogleich unendlich 
viele Netze. Diese unendlich vielen Netze werden sich in u Classen 
anordnen, u in der Bedeutung des vorigen Paragraphen gebraucht. 
Ist u > 2, so tritt der Fall unendlich vieler Netze immer ein, doch 
kann er auch bei u = 1 und u = vorliegen *). 

Es ist nicht ausgeschlossen, dass die Grenzeurven zweier Netze 
aus dem System N, N’, ..., N“ der inäquivalenten Netze ein- 
zelne Punkte gemein haben, und wir werden dies späterhin insbe- 
sondere bei parabolischen Punkten zu beobachten haben. Inzwischen 

0 veranschauliche man sich den Fall, dass die Netze N, N’, ..., NSD 
durchaus isoliert liegen. Ist dann V eine nicht-elliptische Substitu- 
tion der zu N gehörenden Gruppe G, so entspringen durch wiederholte 
Ausübung von V ausserhalb N, aber hart am Rande in der Nähe eines 

- Fispunktes von V unendlich viele mit Pe, NA ..., De) sgialeinte 

| Netze. Da die Grenzcurve jedes Netzes überall dicht mit Fixpunkten 
besetzt ist, so folgt: Im Falle unendlich vieler Polygonnetze ist jedes 

i einzelne derselben ausserhalb überall dicht von anderen Netzen umlagert, 
welche gegen die Grenzeurve des ersteren hin unbegrenzt klein werden ®\. 

Es ist nun weiter die Frage nach dem Zusammenhang des ein- 
zelnen Netzes zu discutieren. [Im Voraufgehenden haben wir die Be- 

= mennung „Grenzcurve“ immer auf die gesamte Begrenzung des einzelnen 

Netzes bezogen; ist dasselbe mehrfach zusammenhänsgend, so wollen 

wir den einzelnen geschlossenen Zug der Berandung fortan als eine 

Grenzeurve bezeichnen. Wir werfen daraufhin die Frage auf, ob es 

Polygonnetze mit einer endlichen Anzahl von v Grenzcurven geben kann. 

Es sei V eine hyperbolische oder luxodromische Substitution 
der zum Netze N gehörenden Gruppe G; und man nehme an, dass 
die beiden Fixpunkte von V auf zwei verschiedenen unter den v Cirenz- 
curven gelegen seien, welch’ letztere sonach durch endlich? Zwischen- 
faume getrennt sind. Es müssten dann einmal diese beiden Grenz- 
curven durch V einzeln in sich trausformiert werden.  Anılrerseits 
ürden durch hinreichend häufige Anwendung von V bez. Vo! Peile 


















egenen Fixpunktes transformiert werden und umgekehrt. Wir sehen so, 


+) Auch zur Erläuterung des Falles unendlich vieler Netze kanu wan eine 
Figur aus dem Kapitel Il, 3 heranziehen. Wir kommen daselbst auf wue ans Finf 
Spiegelungen zu erzeugrende Gruppe zu sprechen, für welche die im exte mit u 
ezeichnete Zahl = 3 ist. Die drei Polygone Po, Las 7, otellen insbesomlere cii 
Dreieck, ein Viereck und ein Fünfeck jeweils mit den Winkeln null dar 

**) Vergl. bierzu wieder die Zeichnung der eben citierten Gruppe mit u = 9 
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dass die beiden Fixpunkte emer hyperbolischen oder loxodromischen Sub- 
stitution stets auf einer und derselben Grenzeurve, d. h. auf einem und 
demselben geschlossenen Zuge der .berandung des Netzes liegen. 

Indem man nunmehr die Substitution V immer wieder ausübt 
gehen die (v — 1) übrigen Grenzeurven immer wieder in neue Grenz- 
curven des Netzes über, welche sich gegen die Fixpunkte von V offen- 
bar in unendlicher Anzahl häufen. Wir finden: Es ist entweder v = |, 
d. h. das Neiz N stellt emen einfach zusammenhängenden bereich dar, 
oder der Grad des Zusammenhanges ist unendlich gross, d. h. das Netz 
besitzt unendlich viele Grenzcurven. Im letzteren Falle lassen sich ın 
der Nähe jedes Punktes der einzelnen Grenzeurve beliebig viele weitere 
Grenzeurven nachweisen. Man wird nun die Grenzeurven des Netzes 
N in Classen äquivalenter Curven anordnen, wobei die Classenanzahl ~ 
sowohl endlich wie auch unendlich gross sein kann; doch werden wir 
späterhin die Discussion zumeist auf Netze mit endlicher Olassenanzahl 
der Grenzcurven einschränken. Übrigens sei sogleich bemerkt, dass 
in der Kugelteilung der Gesamtgruppen neben Netzen von unendlich 
hohem Zusammenhange sich auch solche von einfachem Zusammenhange 
zeigen können. Alle diese Angaben werden wir bei den Specialbe- 
trachtungen im Kapitel II, 3, auf welches wir schon wiederholt unter 
dem Texte Bezug nahmen, an Beispielen bestätigt finden. 

Was die Gestaltung der einzelnen Grenzcurve anlangt, so gelten 
hier durchaus die in der ersten Hälfte des Paragraphen über diese 
Frage gegebenen Entwicklungen: die einzelne Grenzeurve stellt ent- 
weder einen Kreis oder eine nicht-analytische Curve von grosser Coni- 
pliciertheit dar. Wir könnten demgemäss drei Gattungen von Polygon- 
netzen eines unendlich hohen Zusammenhangs unterscheiden, je nachdem 
dasselbe durch unendlich viele Kreise oder nicht-analytische Curven oder 
endlich teils von Kreisen, teils von nicht- analytischen Curven begrenzt ist. 
Alle drei Möglichkeiten kommen thatsächlich vor; aber natürlich sind 
die Grenzeurven der einzelnen Classe äquivalenter Grenzeurven stets 
gleichartig. B 

Es ist hiermit ein erster allgemeiner Überblick über die Verhält- 
nisse gegeben, welche wir bei der Polygon- oder Polyederteilung irgend 
einer Gruppe aus &-Substitutionen erster Art antreffen können. Indem 
wir die Untersuehung unter Einhaltung der gleichen Allgemeinheit 
noch sogleich nach zwei Richtungen hin ergänzen wollen, wiederholen 
wir hier nochmals, dass in den Specialuntersuchungen des zweiten 
Abschnitts die hier gewonnenen Ergebnisse durch Betrachtung gewisser 


besonderer Gruppen im einzelnen erläutert. und weiter ausgebaut wer- 
den sollen. 
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$ 11. Die normalen Discontinuitätsbereiche für die aus Substitutionen 
erster und zweiter Art bestehenden Gruppen. 


Ist die bisher besprochene Gruppe T der Substitutionen 7,1, 
K, V, ... der Erweiterung auf eine Gruppe der zweiten Art fähig, 
so heisse die letztere I’ und enthalte neben den Substitutionen erster 
Art von I’ noch die Substitutionen zweiter Art V, Fi. W,, ---. Tunner- 
balb I’ ist nun I’ eine ausgezeichnete Untergruppe vom Index zwei. 
Die bisher entwickelte Theorie der normalen Discontinuitätsbereiche 
überträgt sich hier ohne Schwierigkeit, wie wir für die einzelnen, oben 
unterschiedenen Fälle leicht nachweisen werden. 

Sei zuerst I’ eine Gruppe der hyperbolischen, elliptischen oder 
parabolischen Ebene, so operieren wir in dieser Ebene und werden die 
Operationen zweiter Art F}. V, ... als symmetrische Umformungen 
der projectiven Ebene in sich oder Combinationen aus symmetrischen 
Umformungen und Bewegungen zu deuten haben. Der Deutlichkeit 
halber denken wir die folgenden Überlegungen für den hyperbolischen 
Fall der projectiven Ebene durchgeführt; auf die beiden anderen Fälle 
übertragen sie sich mit Leichtigkeit. 

Im Ellipseninnern der hyperbolischen Ebene wählen wir zunächst 
den Punkt C, so, dass er weder mit einem elliptischen Fixpunkte von F 
zusammenfällt, noch auch auf der Symmetrieseraden einer etwa in T 
enthaltenen Spiegelung gelegen ist. Durch die Substitntionen Vp. 1%. 
Fi, Vi, Vo, ... von IT’ geht alsdann C, in lauter äquivalente Punkte C,. 
E, &, a, C>, ... über, von denen keine zwei coincidieren können. 
Man lasse nunmehr von diesem Punktsystem aus genau in der früher 
wiederholt geschilderten Weise (durch wachsende concentrische Kreise) 
eine reguläre Einteilung des Ellipseninnern bez. der projeetiven Ebene 
entstehen. Die Grenzen der einzelnen um C, Ca. Ci, ... entstehenden 
Bereiche werden nach wie vor gerade Linien sein, so dass wir von 
einer regulären Einteilung in geradlinige Polygone P,, Pas Pie Piee 
sprechen können. In „M.“ I pg. 304, 336 ete. gewannen wir bei 
Gruppen der zweiten Art stets „regnlär-symmetrische“ Einteilungen, 
die sich ersichtlich hier einordnen. Diese Bezeiechnungsweise ist in- 
dessen nur anwendbar, falls thatsächlich Symmetrielinien auftreten, 
ind also Spiegelungen in F enthalten sind. Es lassen sich aber, wie 
wir bei Fortführung unserer Untersuchungen noch leicht bemerken 
werden, beliebig viele Gruppen zweiter Art aus &-Substitutionen nach- 
weisen, unter denen Spiegelungen nieht vorkommen. Um denmmmaeh 















eine allgemein gültige Bezeichnungsweise zu haben, nennen wir die 
gewonnene’ Einteilung P,, Pr. Pi. -- eine remdläre Einteilung der 
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zweiten Art und bezeichnen entsprechend den Discontinuitätsbereich P, 
von T als ein Normalpolygon der zweiten Art. 

Die erste Frage wird nun stets die sein, ob I Spiegelungen ent- 
hält oder nicht, und ob daraufhin die reguläre Einteilung den Charakter 
der Symmetrie darbieten wird oder nicht. Im ersteren Falle ordnen 
wir die gesamten Spiegelungen von I’ in Classen an und übertragen 
diese Anordnung auf die zugehörigen Symmetriegeraden. Es gilt als- 
dann der leicht erweisliche Satz: Das Normalpolygon zweiter Art P; 
zieht sich wenigstens an eine, vielleicht auch an mehrere Symmetriegeraden 
aus der einzelnen Classe heran, ohne dass im letzteren Falle C, particulär 

4 
| 





gewählt wäre. Die. einzelne Symmetriegerade liefert dabei entweder 
mit emem ganz im Ellipseninneren gelegenen Stücke oder auch bis an 
die Ellipse heran oder über dieselbe hinaus eine Seite des Polygons P}. 
Man bemerke noch, dass die einzelne Symmetriegerade offenbar längs 
ihres ganzen Verlaufs im Kllipseninnern aus Polygonseiten zusammen- 
gesetzt sein muss. 

Bei der Zusammenordnung der Seiten des Polygons P, bleiben 
im wesentlichen die Überlegungen von pg. 111 ff. in Kraft. Neu gegen 
früher ist, dass solche Polygonseiten, welche von Symmetriegeraden geliefert 
werden, bei der Zuordnung der Seiten ersichtlich offen bleiben, indem jeder 
Punkt einer derartigen Seite sich selbst zugeordnet ist. Die übrigen 
Seiten sind einander zu Paaren durch Substitutionen von I zugeordnet. 
Folgende Festsetzung erscheint hier zweckmässig: Wir unterscheiden 
die Seiten von P, in solche der ersten und solche der zweiten Art, je nach- 
dem sie in die zugeordneten Seiten durch Substitutionen erster oder zweiter 
Art übergeführt werden. Durch Spiegelungen sich selbst zugeordnete 
Seiten gehören natürlich zur zweiten Art. Die Seiten der zweiten Art 
dürfen jedenfalls nicht gänzlich fehlen. 

Vereinen wir nunmehr P, mit einem solchen benachbarten Poly- 
gon Py, welches mit P, eine Seite zweiter Art gemein hat, so ent- 
springt im Doppelpolygon cin Discontinuitätsbereich der Gruppe T. 
Dies Doppelpolygon ist im allgemeinen durchaus kein Normal- 
polygon im Sinne von pg. 109. Wenn wir jedoch C, unendlich 
nahe an eine Symmetriegerade heranrücken lassen, so kommen die 
Punkte C,, C,, C, C, ... zu Paaren einander unendlich nahe. Lassen 
wir sie vollends zusammenfallen, so nimmt das Doppelpolygon offen- 
bar die Gestalt eines durch eine Gerade symmetrisch gehälfteten Nor- 
malpolygons erster Art an. Allgemein gilt hierbei der Satz: Eine Seite 
des Doppelpolygons ist durch eine Substitution von T stets auf eine Seite 
des gleichen oder des anderen Islementarpolygons bezogen, je nachdem sie 
als Seite des Ilementarpolygons von der ersten oder zweiten Art war. 



















g 
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Einige weitere Sätze über die Beziehung der Symmetriezgeraden zu den 
elliptischen Fixpunkten, die wir später gelegentlich brauchen, werden 
leicht an Ort und Stelle nachgetrasen werden. 

Sei jetzt eine beliebige Gruppe F aus &-Substitutionen wegeben, 
welche sich durch Zusatz von Vo, V,, -.. zur Gruppe zweiter Art I’ 
ausgestalten lässt, so werden wir unseren Betrachtungen den hyper- 
bolischen Raum zu Grunde legen. Die voraufgehenden Entwicklungen 
übertragen sich hier fast unmittelbar. Von einem System äquivalenter 
Punkte Cp, C, Ci, Cis ©, ... aus lassen wir die reguläre Eint lung 
zweiter Art des hyperbolischen Raumes in Normalpolyeder zweiter Art 
Il» Th, ... entstehen. Das einzelne Polyeder ist ebenflächig und zieht 
sich, sofern Spiegelungen und damit Symmetrieebenen vorkommen, an 
wenigstens je eine Symmetrieebene aus der einzelnen Classe heran. 
Die einzelne Symmetrieebene ist jedenfalls in ihrem ganzen im Kugel- 
innern verlaufenden Teile aus lauter Polyederseiten zusammengesetzt. 
Insbesondere kann es auch eintreten, dass eine Symmetrieebene nur 
eine einzige Polyederseite liefert, wofür wir bereits oben (pg. 104) ein 
Beispiel kennen lernten. 

Die Seiten des Elementarpolyeders werden wir in Seiten der ersten 
und solche der zweiten Art einteilen, je nachdem sie in die zugeord- 
neten Seiten durch Substitutionen erster oder zweiter Art von I’ über- 
geführt werden. Ist die gemeinsame Seite von //, und M) eine Seite 
zweiter Art, so können wir diese beiden Elementarpolyeder zu einem 
Doppelpolyeder vereinen, welches einen Discontinuitätsbereich für die 
Gruppe erster Art I’ abgiebt. Kommen Spiegelungen vor, so können 
wir durch zweckmässige Auswahl von C, das Doppelpolyeder so ge- 
stalten, dass es ein Normalpolyeder erster Art im früheren Sinne aus- 
macht. Die gesamte Polyederteilung ist dann eine regulär-symmetrische, 
wie sie z. B. bei der Picard’schen Gruppe vorliegt. 

Eine ergänzende Bemerkung erfordert noch der Fall, dass die 
Gruppe T bereits auf der absoluten Kugel des hyperbolischen Raumes 
eigentlich discontinuierlich ist. Wir hatten für diesen Fall im vorauf- 
gehenden Paragraphen (pg. 129) gewisse u Untergruppen G, G% .... 
G“=D von l ausgesondert, welche jeweils die gesamten Substitutionen 
des einzelnen Netzes N, N’, ..., N“ -D in sich enthielten. Man wird 
vom Elementarpolyeder aus auch bei unseren Gruppen zweiter Art 
genau in derselben Art zu einem System inäquivalenter Polygonnetze 
gelangen können und findet jedem Netze eine Gruppe von Substitutiönen 
desselben in sich zugeordnet. Es ist aber keineswegs nötig, Hass die 
wieder bei den einzelnen Netzen hier eintretenden Gruppen sämtlich 
von der zweiten Art sind; es kaun sogar der Fall vorkommen, dass 


l 
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sie alle der ersten Art angehören. Bleibt aber ein Netz beim Fort- 
gang von I’ zu I’ intact, d. h. bleibt es ein Netz der ersten Art, so 
wird es offenbar bezüglich I’ mit einem der (u — 1) übrigen (bezüglich 
T inäquivalenten) Netze Äquivalent. Wir können demgemäss den Satz 
aufstellen: Gehen v unter den u bezüglich T inäquivalenten Netzen bei 


Übergang zu T in requläre Netze zweiter Art über, so ist A die 
gani g o 





Gesamtzahl der bezüglich I inäquivalenten Netze. — 


Hiermit möge die allgemeine Besprechung der normalen Disconti- 
nuitätsbereiche in der projectiven Ebene und im projeetiven Raume 
einstweilen abgeschlossen sein. 


$ 12. Übertragung der normalen Discontinuitätsbereiche auf die 
&£-Ebene und in den &-Raum. Historisches. 


Unsere späteren funetionentheoretischen Untersuchungen knüpfen 
zumeist an den Gebrauch der &-Ebene und des von ihr durchzogenen 
&-Raumes an, und es wird demnach wünschenswert sein, dass die über 
die Gestalt der Discontinuitätsbereiche in der projectiven Ebene bez. | 
im projectivren Raume gewonnenen Ergebnisse auf die &-Ebene oder 
den -Raum übertragen werden. Hier könnten wir uns nun kurz dar- l 
auf berufen, dass unsere obigen Untersuchungen über Polyederteilung 
des hyperbolischen Raumes für jede -Gruppe ohne infinitesimale Sub- 
stitutionen gültig sind, und dass die ausführlich gegebenen Erörte- 
rungen über den Schnitt dieser Polyederteilung mit der absoluten 
Kugel, d. h. mit der ¢-Kugel, die hier gewünschte Ergänzung unserer 
bisherigen Betrachtungen bereits giebt; denn man wird ja die stereo- 
graphische Projection der ¢-Kugel auf die &-Ebene, sofern man sie 
überhaupt ausführen will, nicht mehr als einen wesentlichen Schritt 
ansehen. Doch müssen wir hier noch einige erläuternde Bemerkungen 


nachtragen, wobei wir mit den Gruppen der hyperbolischen Ebene 
beginnen. 



















Nach den Entwicklungen der Einleitung entspricht einem Punkte 
im Ellipseninnern der hyperbolischen Ebene jedesmal ein zur reellen 
-Axe symmetrisch gelegenes Punktepaar der &-Ebene; die Punkte 
dieses Paares fallen insbesondere auf der reellen &-Axe zusammen, 
wenn der Punkt der hyperbolischen Ebene auf die Ellipse selbst rückt. 
Dagegen liefert der einzelne Punkt im Ellipsenäusseren ein Punktepaar 
der reellen ¢-Axe; das Ellipsenäussere der projectiven Ebene überträgt 
sich also nicht auf ein endlich ausgedehntes Flächenstück der &-Ebene. 
Wir entnehmen hieraus: Der im Ellipseninnern gelegene Teil des Nor- 
malpolygons P, überträgt sich in die -Ebene und zwar in gwei bezüglich 
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der reellen Axe symmetrisch yeleyını Tolyyone Py und Ps; eliwaige answer- 
halb der Ellipse liegende Teile des Normalpolyyons gehen als Flächenstack 
in der -Ebene verloren. Dieser Satz wilt ohne Änderung auch für die 
Polygone zweiter Art. 

Indem wir jetzt in der &-Ebene die Benennung „Normalpolygon‘‘ 
beibehalten, gilt der Satz, dass das der einzelnen Halbebene anyehörende 
Normalpolygon P, oder P,, soweit es nicht von Stücken der revllen <-Axe 
berandet ist, gegen diese Axe orthogonal gerichtete hreisbogen zu Rand- 
curven hat. Im übrigen gewinnen die hier vorliegenden Verhältnisse 
einen durchaus verschiedenen Charakter, je nachdem die Gruppe auf 
der reellen -Axe eigentlich oder uneigentlich discontinuierlich ist. 

Im letzteren Falle verlaufen die beiden Kreisbogenpolygone P, und 
P, durchaus getrennt; denn selbst wenn sie sich mit parabolischen 
Spitzen an die reelle Axe herauziehen sollten, wollen wir ja die para- 
bolischen Fixpunkte selber den Polygonen nicht mehr zurechnen, so 
dass P, und Py an einer solchen Stelle nicht zusammenhängen werden. 
Das einzelne Normalpolygon P, oder Pý ist ein Discontinuitätsbereich 
für seine Halbebene, und man merke an, dass dieser Bereich einfach 
zusammenhängend ist. 
| Im Falle der eigentlichen Discontinuität auf der reellen Axe ist das 

einzelne Polygon durch ein oder mehrere Stücke der reellen Are begrenzt; 

Po und P, zusammen bilden einen ein- oder mehrfach zusammenhängen- 

den Discontinuitätsbereich der Gruppe für die ganze £-Ebene. Wenn 
| man will, kann man im letzteren Falle P, allein als ein Polygon zweiter 
Art ansehen, wobei die P, begrenzenden Stücke der reellen Axe Seiten 
zweiter Art im Sinne des vorigen Paragraphen sind. Dann würde man 
also I’ durch Hinzunahme der Spiegelung an der reellen Axe erwei- 
tern. Auch falls wir schon von einem Polygon zweiter Art P, aus- 
Singen, veranlasst die Durchführung der letzteren Auffassung keinerlei 
Schwierigkeit. 
Umgekehrt kann man Gruppen zweiter Art der hyperbolischen 
Ebene in Hauptkreisgruppen vom „zweiten Typus“ (nach pe. 152) um- 
setzen. Nach den Entwicklungen der Einleitung können wir nämlich das 
Ellipseninnere der hyperbolischen Ebene doppelseitig auffassen (wobei 
die beiden Seiten längs der Ellipse zusammenhängen). Die Operationen 
iweiter Art kann man dann so einführen, dass bei ihnen ein Austausch 
ler beiden Seiten stattfindet. Dies wird beim Fortgang zur $- Ebene 
ervortreten, insofern sich nun die beiden Seiten des Ellipseninnern in 
ie beiden Halbebenen übertragen. Analytisch entspricht unserer Ver- 
bredüung, dass wir die in der zunächst vorgelegten Gruppe I’ ent- 
haltenen Substitutionen zweiter Art I. F, V, ... einzeln mit der 


0° 
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Spiegelung an der reellen &-Axe combinieren und so Substitutionen 
erster Art Vy, Fy, V, ... herstellen, welche mit den bereits in I’ ent- 
haltenen Substitutionen erster Art eine zu I’ genau isomorphe Gruppe 
erster Art I” bilden werden. Will man dies im einzelnen nachweisen, 
so hat man sich nur auf den Umstand zu berufen, dass jede Substi- 
tution von I’ durch die Spiegelung an der reellen &-Axe in sich selbst 
transformiert wird. In I" haben wir nun eine Hauptkreisgruppe ge- 
wonnen, von deren Substitutionen folgendes gilt: die in I” enthaltenen 
Substitutionen V,, Vi, ... permutieren die beiden Halbebenen, während die 
Substitutionen V,=1,V,, -. . der in I” enthaltenen ursprünglichen Gruppe IT 
die einzelne Halbebene in sich überführen. Der zweite Typus liegt somit 
wirklich vor. Der Discontinuitätsbereich von I’ liefert in der einzelnen 
(etwa der positiven) Ilalbebene einen Discontinuitätsbereich für I” in 
der ganzen &-Ebene. Man bemerke noch, dass wir auf dem gekenn- 
zeichneten Wege zu jeder Hauptkreisgruppe I” des zweiten Typus gelangen 
können; denn jede solche Gruppe liefert durch Umkehrung des obigen 
Processes eine Gruppe zweiter Art T. Übrigens würde der Zusatz der 
Spiegelung an der reellen Axe zu I’ oder auch zu I” eine Gruppe 
zweiter Art I” erzeugen, in welcher jene beiden Gruppen Untergruppen 
des Index zwei, I’ aber eine Untergruppe des Index vier sein würde. 
Man wird sich diese allgemeinen Entwicklungen am Falle der Modul- 
gruppe ohne Mühe klar machen können. — 

Es sei nun erlaubt, ein paar historische Bemerkungen einzu- 
schalten. Eine ausführliche Theorie der Discontinuitätsbereiche für 
Hauptkreisgruppen ist auf gruppentheoretischer Grundlage von Poin- 
care in seiner Arbeit „Théorie des groupes fuchsiens“*) entwickelt wor- 
den. Aber es muss os betont werden, dass die l. c. pg. 19 ein- 
geführte Benennung „polygone normal“ sich nicht mit der von uns 
gebrauchten Sprechweise deckt. Poincaré knüpft an den allgemeinen 
Begriff eines Discontinuitätsbereiches an und macht ausgedehnten Ge- 
brauch von dem Mittel der „erlaubten Abänderung“, wie wir das- 
selbe in „M.“ I pg. 280 erklärten; dies ist deshalb statthaft, weil 
Poincaré einzig von Gruppen der ersten Art handelt. Die Folge aber 
ist, dass die von Poincaré entwickelten Vorstellungen über die Gestalt 
der Discontinuitätsbereiche noch ziemlich lose gefügt erscheinen, wo- 
gegen die hier auf Grundlage der Anschauungen des $ 4 entwickelte 
Theorie eben in diesen Anschauungen einen inneren Organismus ge- 
wonnen hat. Die oben gewonnenen Ergebnisse, wie z. B. dass die 
Randeurven stets als gegen die reelle Axe orthogonale Kreisbogen an- 


*) Acta mathematica Bd. I pæ. 1 (1882). 
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genommen werden können, kommen demnach bei Poincaré a posteriori 

als Resultat erlaubter Abänderung heraus, während sie oben durch 

Deduction aus dem an die Spitze gestellten Begrilfe des Normalpoly- 

gons folgten. Unsere Normalpolygone ordnen sich natürlich in letzterer 

Hinsicht denjenigen Poincard’s ein; aber sie haben vor den letzteren 
> eine Menge weiterer Eigenschaften voraus, welche in der Folge sehr 
= wichtig werden. 

Eine beiläufige Folge dieser Sachlage war, dass die Stellung der 
hyperbolischen Fixpnukte anfäuglieh nicht genau erkannt wurde, In 
der That ist Poincaré bei seinen ersten functionentheoretischen An- 
wendungen *), indem er seine Polygone mit hyperbolischen Spitzen 
versah, zu irrtümlicheu Ergebnissen gelangt, die er späterhin zurick- 
zogř*); in den parallel gehenden Untersuchungen Klein's***) wurde 
die in Rede stehende Schwierigkeit unberührt gelassen. Späterhin hat 
Klein in einem besonderen Aufsatze „Über den Begriff des funetionen- 
theoretischen Fundamentalbereichs“y) die Sachlage klargestellt. Wir 
gehen hier unter Vorbehalt der späteren functiouentheoretischen Be- 
sprechung insoweit darauf ein, als es für unsere gegenwärtigen grup- 
pentheoretisch-geometrischen Untersuchungen in Betracht kommt. 

Nach oben gefundenen Sätzen kann kein Normalpolygon in der 
-Ebene eine hyperbolische Ecke aufweisen. Dies ist aber durchaus 
nur eine Folge aus dem oben aufgestellten Begriff des Normalpolygons; 
denn durch erlaubte Abänderung köunen wir, sogar ohne die kreis- 
förmigen Randeurven aufzugeben, sofort zu Polygonen mit hyper- 
bolischen Ecken gelangen. Wair behaupten nun, dass cs sich hierbei 
nu um scheinbare Ecken handelt; in Wirklichkeit setzt sich der Discon- 
tinuitätsbereich über dieselben hinaus fort. 

Der Fall einer cyelischen Gruppe aus hyperbolischen Substitutionen 
ist hier sehon hinreichend bezeiehnend. In lig. 34 ist (pg. 144) die ge- 
wohnte Gestalt des ringtörmigen Discontinuitätsbereichs für diesen Fall 
angegeben; der eine begrenzende Kreis ist beliebig angenommen. nur so, 

dass er die beiden Fixpunkte trennt; der andere geht aus ihm durch Aus- 






übung der erzeugenden Substitution hervor. Legen wir nun den ersten 
dieser beiden Kreise durch den einen Fixpunkt der Substitution, so 
wird auch der andere dureh diesen Punkt ziehen, uml wir würden nach 





+j Cf. Comptes rendus, Bd. 93 pg. 552 (1851) und Mathem. Annalen Bd. 19 
pg. 508 u. f. (1331). 
**) Of. Acta mathem. Bd. 1 pg. 236 1. (1834). 
FEE Jm geten Bande der Annalen (1832). 
+) Matlı. Annalen Bd. 40 pg. 130 (18911. 
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Analogie von Figur 34 zunächst den in Figur 55 angedeuteten Dis- 
continuitätsbereich gewinnen, welcher im Fixpunkte eine hyperbolische 
Ecke aufweist. 





Fig. 35. 


Versuchen wir jedoch nunmehr den Bereich der Figur 34 durch 
erlaubte Abänderung in die in Figur 35 angegebene Gestalt zu über- 
führen, so zeigt sich, dass die letztere Gestalt überhaupt noch gar 
keinen vollständigen Ersatz des ersteren Bereiches darbietet. Vielmehr 
miissen wir, wie Figur 36 des näheren angiebt, um einen solchen Er- 
satz zu haben, zwei Bereiche mit vier 
hyperbolischen Spitzen zusammenfügen 
und diese Spitzen zu Paaren derart ver- 
binden, dass ein zusammenhängender 
Bereich entspringt. Dieser letztere De- 
reich würde nun für spätere Anwen- 
dungen durchaus unzweckmässig gewählt 
sein. Die oben entworfene Theorie der 
normalen Polygone und Polyeder zeigt, 
dass man das Auftreten derartiger Figuren von vornherein meiden 





Trig. 36. 


kanu. 

Analoge Bemerkungen kann man an die loxodromischen Fixpunkte 
anschliessen; nur würden dieselben insofern noclı complicierter aus- 
fallen, als sich loxodromische Zipfel des Polygons spiralig um den 
Fixpunkt herumwinden würden. Auf Grund der Theorie der Normal- 
polyeder werden wir auch derartige Polygonzipfel stets vermeiden dürfen 

Es würde übrig bleiben, der Übertragung unserer Untersuchungen 
anf den -Raum noch mit einigen Worten zu gedenken. Die Polygon- 
teilungen, welche auf der absoluten Kugel, d. i. der &-Kugel, im Falle 
eigentlicher Discontinuität daselbst, entspringen, übertragen sich be 
diesem Übergange durch stereographische Projection auf die -Ebene 
Die Polyederteilung des Kugelinnern überträgt sich dabei in eine ve 


> 


guläre Kinteilung des positiven sowie des negativen &- Halbraumes 
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Kugelschalenpolyeder; die eventuell iber dic Kugel hinassrayenden Te 
der Polyeder gehen beim Übergang zum $- Raum verloren. Die Ein- 
teilung jedes der beiden Halbräume ist ein eindeutiges Abbild der 
Polyederteilung des hyp-rbolischen Kucelinnern. 

Liegt uneigentliche Discontinuität in der £-Ebene vor, so verlaufen 
die Polyeder des einen lHalbraumes getrennt von denen des anderen 
Halbraumes; dieser Fall liegt z. B. bei der Picard’schen Gruppe vor. Ist 
Gruppe in der -Ebene eigentlich discontinuierlich, so hängt das 
Polyeder JI) mit seinem Spiegelbild /7, bezüglich der $- Ebene in einem 
oder mehreren Polygonen zusammen. Die Polyeder bilden danu, ob- 
wohl einzeln stets einfach zusammenhängend, vereint einen ein- oder 


mehrfach zusammenhängenden Raum. — 


Die Untersuchungen des hiermit abzuschliessenden Kapitels haben 
uns zu einer ersten allgemeinen Anschauung über die (sestalt der Di~- 
continuitätsbereiche hingeführt. Wir werden die gewonnenen Ergeb 
i durch Betrachtung besonders zugänglicher Beispiele erläntern 
ind ergänzen wollen. Es soll dies, wie schon wiederholt angedeutet 
wurde, ein Hauptgegenstand der Untersuchungen des zweiten Abschnittes 
Vorab aber ist die allgemeine Theorie der $-Gruppen nach 
verschiedenen anderen Richtungen hin weiterzubilden. 


Fricke-Klein, Automerphbe Euh teoneh l 19 


Drittes Kapitel. 


Weitere Ansätze zur geometrischen Theorie der eigentlich 
‚ discontinuierlichen Gruppen. 















Auf Grundlage der Ergebnisse des vorigen Kapitels soll die all- 
gemeine Theorie unserer Gruppen jetzt nach verschiedenen Richtungen 
hin weiter ausgebaut werden. Doch bleibt die Betrachtung alsbald 
einzig auf die Polygongruppen eingeschränkt, da wır allein diese letz- 
teren in der Theorie der automorphen Funetionen einer Variabelen zu 
verwenden haben. Es tritt jetzt vor allem die Frage nach der Existenz 
der Gruppen auf, welche wir demgemäss zuerst behandeln. Des wei- 
teren wollen wir uns durch eine sachgemässe Classification einen syste- 
watischen Überblick über die gesamten Typen der &-Gruppen ohne 
infinitesimale Substitutionen schaffen. Wir werden sodann genau wie 
in „M.“ I pg. 328 die Polygone der Gruppen zu geschlossenen Flächen 
ausgestalten. Diese Maassnahme wird für die späteren functionen- 
theoretischen Untersuchungen principielle Bedeutung gewinnen; doch 
wird sie auch schon im vorliegenden Kapitel zu sehr wichtigen Er- 
gänzungen der allgemeinen Theorie der Polygongruppen hinführen. 


§ 1. Von der erlaubten Abänderung der Discontinuitätsbereiche, 
insbesondere bei Gruppen mit Hauptkreis. 


Die nachfolgenden Untersuchungen beziehen wir, sofern nichts 
anderes bemerkt ist, auf Gruppen der ersten Art. Die Ausdehnung 
auf die Gruppen der zweiten Art würde zwar zumeist keine Schwierig- 
keit haben, soll jedoch stets nur dann vollzogen werden, wenn die 
Hereinnahme der Gruppen zweiter Art zu wesentlich neuen Gesichts- 
punkten hinführt. 

Ein ebener oder räumlicher Discontinuitätsbereich erster Art ist 
nun, wie häufig bemerkt wurde, noch im hohen Grade unbestimmt. 
Die Art dieser Unbestinmmtheit lässt sich vollständig durch den in 
„MI pe. 315 definierten Beurif der „erlaubten Abänderung“ charak- 
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terisieren. Letztere Operation besteht darin, dass ein am Rande oder 
an der Oberfläche des Discontinuitätsbereiehes selegenes Stück des 
selben von endlicher Flächen- bez. Raumansdehnung abgetrenut und 
vernmöge der Zuordnung der Rand-curven bez. -flüchen an einer zure- 
ordneten Stelle, welche nicht mit abgetrennt sein darf, durch ein 
äquivalentes Stück ersetzt wird. Auch die wiederholte Anwendung 
dieser Operation auf einen Discontinuitätsbereich werden wir als er- 
laubte Abänderung desselben bezeichnen; doch ist es zweckmässie, nur 
eme endliche Anzahl von Abtrennungen und Aufügungen der gedachten 
Art als erlaubt anzusehen. Eine hyperbolische Ecke kann, wie man 
sich an den pg. 144 betrachteten Figuren (nämlich durch schrittweisen 
Übergang von der Figur 34 zu Figur 36) deutlich machen wolle, nur 
durch unendlich oft wiederholte Abtreunungen und Anfügungen her- 
gestellt werden, sofern diese Ecke nicht schon anfangs bestand; analoges 
ilt für die räumlichen Discontinuitätsbereiche in Bezug auf die hyper- 
bolischen und loxodromischen Fixpunkte auf der Kugel. Wir merken 
sonach den Satz an, dass ein Discontinwtätsbereich durch erlaubte Ab- 
änderung niemals an einen auf der Ellipse oder auf der absoluten Kugel 
Bisgonen hyperbolischen oder loxodromischen Fixpunkt unmittelbar heran- 
gebracht werden kann, wenn er nicht schon anfanys an denselben heran- 
'eichte. 

Wenden wir insbesondere auf die normalen Bereiche des vorigen 
Kapitels die erlaubte Abänderung an, so werden wir die Erhaltung 
der geradlinigen bez. ebenflächigen Begrenzung nicht fordern. Aber 
es ist doch zumeist zweckmässig, in Anbetracht der neuen Begrenzung 
nicht jeder möglichen Willkür die Thür zu öffnen. So könnte man 
z. B. fordern, dass die neue Begrenzung aus lauter Stücken analytischer 
Curven bez. Flächen besteht; und es werden sogar bei den späteren 
Einzeluntersuchungen fast ausnahmslos wieder Gerade und Ebenen sein, 
durch welche wir die Bereiche auch nach der Abänderung eingegrenzt 
finden. 

Wir gehen nun speciell auf die Huuptkreisgruppen ein und werden 
dabei die Betrachtung auch in dem Falle auf das Ellipseninnere (unter 
Einschluss der Ellipse selbst) beschränken, dass eigentliche Disconti- 
nuität auf der Ellipse vorliegt*®). Es ist die Frage, inwieweit die oben 
















*) Wir beschränken uns übrigens auf die Gruppen, deren Substitutionen jede 
durch den Hauptkreis anf der ¢- Kugel abgetrennte Kalotte einzeln m sich trans- 
formieren. Gruppen, bei denen auch Vertauschmugen beider Ralotteu verkommen, 
Ebenso Gruppen der zweiten Art beanspruchen bei den augenblieklich vorliegenden 
tagen kein selbständiges Interesse, da bei ihnen jedesmal eine Gruppe von der 
im Texte gemeinten Art als Untergruppe vom ludex zwei vorliegt. 
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gefundenen Eigenschaften der normalen Discontinuitätsbereiche gegen- 
über erlaubter Abänderung den Charakter der Invarıanz besitzen, und 
welches daraufhin die wesentlichen Eigenschaften eines Discontinuitäts- 
bereiches sind, den man durch beliebige erlaubte Abänderung vom 
Normalpolygon aus zu erzielen vermag. Wir nennen den veränderten 
Discontinuitätsbereich sogleich wieder P, und haben dann die nach- 
folgenden Sätze, welche um so wichtiger sind, als wir durch Um- 
kehrung derselben bald zu Ergebnissen betreffs der Existenz unserer 
Gruppen gelangen. 
I. Der Bereich P, ist ein einfach zusammenhängendes, dem Ellipsen- 
innern angehörendes Polygon. 
Il. Die Randenrven des Polygons P, sind, soweit sie nicht durch 
Stücke der Ellipse selbst gebildet werden, zu Paaren auf einander bezogen, 
und gehen in dieser Zunordinng durch Substitutionen der Gruppe ohne 
Rest und Überschuss in einander iiber. 
III. Die Polygonecken innerhalb der Ellipse gehören zu geschlossenen 
Cyelen zusammen, und es ist fir den einzelnen Uyelus die Winkelsumme 
gleich Zx (zufällige Ecken) oder gleich einem aliquoten Teile von 2x (ellip- 
tische Ecken). 
IV. Ecken auf der Ellipse bilden entiweder geschlossene Cyclen ( para- 
bolische Ecken); oder sie liefern als zufällige Ecken offene Cyclen, wobei 
die Winkelsumme, im elementaren Sinne gemessen, gleich x ist. 
Einige Erläuterungen zu diesen Sätzen werden zuvörderst am 
Platze sein. Wenn von einer Randceurve des Polygons die Rede ist, 
so denken wir dieselbe durch zwei auf emander folgende Ecken be- 
grenzt, so dass die Randcurve zwar selber durchaus stetig gekrümmt 
erscheint, während in ihren Endpunkten die Berandung des Polygons 
eine convexe oder concave Einknickung erfährt. Doch wird man in 
zwei Fällen eine Ausnahme dieser Regel eintreten lassen, indem man 
nämlich eine uneigentliche Ecke, d. i. eine solche 
vom Winkel x, unter Umständen doch als eine 
Ecke gelten lassen muss. Dies wird erstlich 
erforderlich sein, falls die Ecke Fixpunkt einer 
elliptischen Substitution der Periode zwei ist. Des 
weiteren kann der in Figur 37 skizzierte Fall 
einer zufälligen Ecke des Polygons P, vom Winkel 
x eintreten. Hier haben die mit P, äquivalenten 
Fix. 37. Polygone P, und P, beide in E eine Ecke. Wür 

den wir nun Æ nicht auch als Eckpunkt des Poly- 

gons P, ansehen, so würde ersichtlich der unter Il. formulierte Satz 
seine Allgemeingültigkeit verlieren. 





Il, 3. Ansätze zur Definition und Erzeugung der Gruppen. 149 






Unter den Cyclen zufälliger Polygonecken können jetzt auch solche 
auftreten, die nur aus zwei Ecken bestehen. Doch ist dann, wie man 
as Figur 38 abliest, stets eine der beiden Eeken eine 
convexe. Das Auftreten offener Cyclen für Ecken auf 
der Ellipse erkennt man als eine einfache Folge des 
Umstandes, dass wir die etwa über die Ellipse hin- 
ausragenden Teile des Discontinuitätsbereiches ver- 
nachlässigen wollten. 

Die Angaben der Sätze I etc. wird man grössten- 
teils ohne weiteres als zutreffend erkennen; nur der 
Umstand, dass P, beständig einfach zusammenhängend Finak. 
bleibt, erfordert einige Überlegung. Wir nehmen an, 
das durch beliebige erlaubte Abänderung gewonnene Polygon P, sei 
noch einfach zusammenhängend, und erzeugen von P, aus die zuge- 
hörige reguläre Einteilung des Ellipseninnern. Um erneut eine erlaubte 
Abänderung vorzunehmen, zerlegen wir P, durch einen zwei Rand- 
punkte verbindenden Querschnitt in die beiden einfach zusammen- 
hängenden Bereiche Q, und R, und vollziehen die entsprechende Zer- 
schneidung bei allen äquivalenten Polygonen. Nach der anfänglichen 
Definition der erlaubten Abänderung ist Q, neben AK, wenigstens noch 
init einem weiteren Bereiche R benachbart, etwa mit dem zu P, ge- 
hörenden Stücke F. Man wolle dann Q, und R, zum neuen Polygon P, 
vereinen und verfahre in den äquivalenten Bereichen gerade so. Sollte 
nun P, mehrfach zusammenhängend sein, so müssen die gemeinsamen 
Seiten von Q, und F, und also von P, und P, aus mehreren getrennten 
Zügen bestehen; und es muss sich wenigstens eine zwischenliegende 
Seite von P, finden, längs welcher mit P, ein drittes Polygon P, 
benachbart ist. Nach der Abänderung liefert P, ein neues Polygon 
P,, welches von P; rings umschlossen ist. Dies ist aber unmöglich; 
denn P, wäre nun seinerseits auch mehrfach zusammenhängend und 
würde ein Polygon Py umschliessen, dieses ein Polygon P; u. s. w., 
und die Inhalte dieser Polygone müssten notwendig gegen Null con- 
vergieren, obwohl sie doch sämtlich (im Sinne der hyperbolischen 
Maassbestinnmung) mit P, congruent sind. Der einfache Zusammen- 
iang jedes durch erlaubte Abänderung erreichbaren Polygons ist da- 
mit bewiesen. — 



























$ 2. Fortsetzung: Erlaubte Abänderung der Discontinuitätsbereiche 
bei Polyedergruppen sowie Polygongruppen ohne Hauptkreis. 


Indem wir uns munmehr zur ausführlichen Betrachtung der Poly- 
der I, wenden, sollen alle im hyperbolischen Raume etwa in das 
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Kugeläussere hinausragende Teile der Polyeder vernachlässigt werden; 
es werden somit an der Begrenzung eines einzelnen Polyeders stets 
dann Stücke der Kugeloberfläche Teil nehmen, wenn auf der letzteren 
eigentliche Discontinuität der Gruppe vorliegt. Die Verhältnisse ge- 
stalten sich nun hier insofern etwas complicierter, als man am ein- 
fachen Zusammenhang der Polyeder nach erlaubter Abänderung nicht 
mehr festhalten kann. Schneidet man z. B. aus dem Normalpolyeder 
ein cylindrisch dasselbe durchdringendes Stück aus, um es an richtiger 
Stelle zu ersetzen, so wird der Zusammenhang des neuen Disconti- 
nuitätsbereichs, ohne dass derselbe in getrennte Stücke zerfiele, doch 
nicht mehr einfach sein. Man wird somit, obschon man nach der 
Theorie der Normalbereiche mit einfach zusammenhängenden Polyedern 
reicht, gleichwohl nur den Zusammenhang des einzelnen Polyeders, 
aber nicht mehr die Einfachheit dieses Zusammenhanges als eine gegen- 
über erlaubter Abänderung invariante Eigenschaft ansehen. 

Entsprechend der bei den Polygonen befolgten Maassnahme werden 
wir die gesamte Oberfläche des Polyeders, das wir auch nach der Ab- 
änderung noch JIo nennen wollen, in einzelne Randflächen zerlegen, wobei 
die einzelne Randfläche im innern Verlauf überall stetig gekrümmt ist 
und von einem oder mehreren geschlossenen Zügen von Kantem mit con- 
vexen oder concaven Polyederwinkeln eingegrenzt ist. Nach Analogie 
der im Anschluss an Figur 37 (pg. 148) besprochenen Verhältnisse der 
ebenen Polygone wird man hier in den entsprechenden Ausnahmefällen’ 
auch Kanten mit gestreckten Polyederwinkeln als Grenzen einer Rand- 
fläche zulassen. Auch isoliert liegende Kanten im Innern einer Rand- 
fläche können auftreten; doch kommen die meisten dieser Compliea- 
tionen zum Fortfall, wein man auch für die abgeänderten Polyeder 
nur ebene Randflächen zu benutzen gestattet. 

Die gegenüber erlaubter Abänderung invarıanten Eigenschaften 
des einzelnen Polyeders sind nun die folgenden: 

I. Der Bereich 11, ist ein zusammmenhängendes, nirgends über die 
Kugel hinausragendes Polyeder. 

II. Die Randflächen des Polyeders II, sind, soweit sie nicht durch 
Stücke der Kugeloberfläche selbst gebildet werden, zu Paaren auf einander 
bezogen und gehen in dieser Zuordnung durch Substitutionen der Gruppe 
ohne Rest und Überschuss in einander über. 

Ill. Die Kanten von IT, im Inneren der Kugel gehören zu cyclisch 
geschlossenen Systemen zusammen, und es ist die Summe der Neigungs- 
winkel mit äquivalenten Scheitelpunkten im einzelnen System gleich 2x (zu- 
fällige Kanten) oder gleich einem aliquwoten Teile von 2x (elliptische und 
damit geradlinige Kanten); Kanten auf der Kugel sind stets zufällig und 
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gehören zu offenen Cyelen von im allgemeinen zwei Gliedern zusammen, 
wobei die Summe der Neigungswinkel, elementar gemessen, gleich x ist. 

IV. Die Ecken von II, innerhalb der Kugel gehören in sphärisch 
geschlossene Systeme zusammen, und es ist bei richtiger Zusammenfügung 
der Ecken eines Systems entweder die räumliche Umgebung des gemein- 
samen Scheitelpunktes yırade vollständig ausgefüllt (zufällige Ecken mit 
lauter zufälligen Kanten), oder wir erhalten die Ausfüllung eines Winkel- 
raumes mit geradliniger Kante und einem Neigungswinkel, der ein ali- 
quoter Teil von 2x ist (halbreguläre Iscken mit einer elliptischen Kante), 
oder endlich wir gelangen solcherweise zu einer von den in der Theorie 
der regulären Körper auftretenden Ecken (reguläre Ecken); die Ecken 
auf der Kugel sind entweder zufällig oder elliptisch oder parabolisch 
und bilden dementsprechend verschiedenartige Systeme zusammengehöriger 
Ecken. 

Bei den eben zuletzt besprochenen Ecken auf der Kugel kann es 
vorkommen, dass die gesamten Ecken eines Systems die Kugel nur 
in einem Punkte erreichen; dies tritt erstlich bei den parabolischen 
Spitzen auf, welche wir z. B. bei der Pieard’schen Gruppe kennen 
lernten. Andrerseits kann eine Ecke auf der Kugel zugleich Polygon- 
ecke einer von einem Stück der Kugelfläche gelieferten Randfläche von 
II, sein. Wir kommen hiermit zu dem Falle eigentlicher Disconti- 
nuität auf der Kugeloberfläche, welcher seiner grossen Bedeutung 
halber hier noch besonders betrachtet werden muss. 

Gehen wir zu diesem Ende auf die im vorigen Kapitel gewonnenen 
allgemeinen Ergebnisse über Einteilungen der Kugeloberfläche zurück, 
die zu Polygongruppen gehören, so ist hier vor allem folgender Satz 
an die Spitze zu stellen: Das System aller Grenzpunkte einer zu einer 
vorgelegten Gruppe gehörenden Einteilung der Kugeloberflüche ist invariant 
gegeniiber erlaubter Abänderung des Discontinuitätsbereichs, mögen diese 
Grenzpunkte aus lauter isoliert liegenden Punkten bestehen oder sich zu 
einer oder unendlich vielen Grenzeurven vereinigen. Es ist dieser Satz 
eine unmittelbare Folge aus der Begrifisdefinition der Grenzpunkte. 

Im vorigen Kapitel (pg. 128) verstanden wir unter v die Anzahl 
der auf der Kugeloberfläche gelegenen Polygone, in welchen das ur 
sprüngliche Normalpolyeder Z7, die Kugelfäche durebdrang. Durch 
erlaubte Abänderung der Polygone hatten wir dieselben in w< v 
Polygone P,,P,,..., PET? verwandelt, welche die Eigenschaft hatten, 
dass eine Randeurve eines einzelnen dieser Polygone stets wieder einer 
Randeurve des gleichen Polygons eutsprach. Nehmen wir nunmehr 


= s u— l) . 
erneut erlaubte Änderungen an diesen Polygonen P,,...., PS eill- 


zen vor, so bleibt die zuletzt erwähnte Eigenschaft dieser Polygone 
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olfenbar erhalten. Solche Änderungen lassen sich übrigens durch spe- 
cielle erlaubte Abänderungen des Polyeders I, stets erzielen. 

Bei dieser Sachlage werden wir die Betrachtung auf ein einzelnes 
Polygon, etwa /%, einschränken, welches nach pg. 129 zur Bildung der 
Untergruppe Œ und des Netzes N hinführt. Uber die gegenüber er- 
laubter Abänderung invartanten Iigenschaften des Polygons P, gelten dann 
die oben für Hauptkreisgruppen aufgestellten Sätze 1, II und HI mit 
einigen sogleich näher anzugebenden Abweichungen und Zusätzen. Diese 
Abweichungen sind teils wesentlich, teils nur von untergeordneter 
Bedeutung und in dem Umstande begründet, dass wir gegenwärtig 
mit der é- Kugel, damals aber mit der projeetiven Ebene arbeiteten. 

In letzterer Hinsicht sei folgendes bemerkt. Die von den Be- 
wegungen der lıyperbolischen Ebene gelieferten Hauptkreisgruppen 
subsumieren sich hier; doch wird im Falle eigentlicher Discontinuität 
auf dem Hauptkreise das pg. 148 betrachtete Polygon P, nur eine durch 
den Hauptkreis abgetreunte Hälfte des jetzigen Polygons P, sein. Die 
Folge ist, dass nunmehr (und zwar nicht nur bei den fraglichen Haupt- 
kreisgruppen, sondern stets) die Randceurven von Po ausnahmslos zu 
Paaren zusammmengehören, und dass die Eeken stets geschlossene Cyclen 
billen. Von hyperbolischen und loxodromischen Fixpunkten bleibt 
P, nach wie vor fern. 

Ganz besonders in den Vordergrund müssen wir nun hier die 
Eigenschaft von A, rücken, bei Reproduction auf Grund der Zuord- 
uung der Randeurven um eine elliptische oder zufällige Ecke herum 
in bekannter Weise eine geschlossene Pulygonreihe zu liefern. Diese 
Wigenschaft gilt selbstverständlich auch von jedem Polygon einer 
Hauptkreisgruppe, ist indessen dort, wie wir gleich sehen werden, eine 
Folge der Eigenschaften lI] und darf deshalb nicht gesondert aufge- 
führt werden. Hier haben wir den bisher genannten Eigenschaften des 
Polygons P, noch als eine wesentlich neue die folgende anzureihen: 

V. Der Keproductionsprocess des Polygons P, um eine seiner ellip- 
tischen oder zufälligen Ecken führt nach einmaliger Umlaufung der Ecke 
eu P, zurück und schliesst sich solchergestalt um die Ecke herum glatt ab. 

Um die Notwendigkeit dieser Angaben zu ermessen, nehme mar 
z. B. ein von Kreisbogen begrenztes Polygon P, mit einem Cyclus vor 
drei zufälligen Ecken. Ist eine derselben W, so mögen um E die Po- 
Iygone Pos I, P, herum liegen. Wir können nun die Bezeichnungen 
der Figur 30 pg. 112 hier anwenden, so dass P, und P, aus P, durch 
die Substitutionen V, und V, hervorgehen. Die Endpunkte der gemein- 
samen Seite von y und P, seien E und FE’. und es sei V eine be 
liebige hyperbolische Substitution, welche Æ und E’ zu Fixpunkten 
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und also die gemeinsame Seite von P, und P, zur Bahncurve hat. 
Ersetzen wir V, durch F; °=FP,, was hier, wo der Hauptkreisfall nicht 
mehr vorliegt, an sich durchaus erlaubt ist und eine Änderung der 
Eigenschaften I bis IV nicht bewirkt, so tritt an Stelle von J, ein 
Polygon P;, dessen bisher mit P, gemeinschaftliche Seite nunmehr 
nur noch in Æ mit dieser Seite in Berührung ist, ohne weiterhin mit 
ihr zu eoinaidieren. Man sieht somit, dass unter Fortdauer der Be- 
dingungen I bis IV die Eigenschaft V verloren gegangen ist. 

Eine weitere wesentliche Abweichung von den Polygonen der pro- 
jectiven Ebene besteht darin, dass P, keineswegs mehr einfach zusammen- 
hängend zu sein braucht; bereits in Figur 25 pg. 104 lernten wir in 
der That ein vierfach zusammenhängendes Polygon der hier in Be- 
tracht kommenden Art kennen. Hierbei ist jedoeh zu bemerken, dass 
die Hauptkreispolygone in der &-Ebene auch gelegentlich bereits mehr- 
fachen Zusammenhang zeigen können (wie bereits pg. 141 angedeutet 
wurde). Das für die einzelne Halbebene gebildete Polygon hat zwar 
stets einfachen Zusammenhang. Nun aber mögen wir eigentliche Dis- 
continuität auf der reellen -Axe (dem Hauptkreise) haben, und das 
Polygon der positiven Halbebene möge u. a. durch wenigstens zwei 
Strecken der reellen Axe begrenzt sein. Liegt nun der erste Typus 
vor, d. h. besteht die Gruppe aus lauter solchen Substitutionen, welche 
die Halbebenen einzeln in sich transformieren, so müssen wir dem 
Polygon der positiven Halbebene sein Spiegelbild an der reellen Axe 
anfügen, um ein auf die ganze -Ebene bezogenes Polygon der Gruppe 
zu gewinnen. Letzteres ist dann offenbar von mehrfachem Zusammen- 
hang; vergl. hierzu Figur 24 pg. 102. 

Wir fügen noch folgenden, übrigens nicht umkehrbaren, Satz an: 
Liefert P, ein Polygonnetz N mit nur einer geschlossenen Randeurve, so 
ist P, notwendig einfach zusammenhängend. Man wolle nämlich zerade 
in der oben (pg. 149) durchgeführten Art unter der Voraussetzung eines 
mehrfachen Zusammenhanges von P, den Reproduetionsprocess der 
Polygone verfolgen. Die äquivalenten Polygone sind jetzt nieht mehr 
von gleichem Flächeninhalt, und es werden an sich in den vom mehr- 
fach zusammenhängenden Polygon P, umschlossenen Lücken jetzt un- 
endlich viele weitere Polygone des Netzes sich einfügen können, womit 
aber das Auftreten von Grenzpunkten in diesen Lücken gegeben sein 
würde. Daraus würde folgen, dass Grenzpunkte des Netzes vorkämen, 
elelie durch P, von einander geschieden sind. Unter diesen Um- 
tänden würden die Grenzpunkte also nicht insgesamt eine geschlossene 
Curve bilden können, was doch vorausgesetzt wurde. 

Die Besprechung der erlaubten Abänderung sei mit dem Satze 
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geschlossen, dass zwei Discontinwitätsbereiche unserer Art, welche zu der- 
selben Gruppe gehören und im Falle einer Polygongruppe nicht durch 
Grenzeurven von einander getrennt sind, durch erlaubte Abänderung stets 
in einander überführbar sind. Mau wird sich dies im Falle der Haupt- 
kreisgruppen ete. leicht veranschaulichen. 


$ 3. Definition aller Gruppen ohne. infinitesimale Substitutionen 
dureh geeignete Discontinuitätsbereiche. Durchführung im 
Hauptkreisfalle. 


Der bisherige Gedankengang soll jetzt m dem Sinne umgekelırt 
werden, dass wir nicht mehr an eine Gruppe ohne infinitesimale Sub- 
stitutionen auknüpfen, sondern ein Polygon P, oder Polyeder IZ, von 
den im vorigen Paragraphen aufgezählten Eigenschaften als das primär 
Gegebene ansehen. Wir werfen die Frage auf, welche Willkür in der 
Auswahl von P, bez. I, noch übrig bleibt, wenn P, bez. II, der 
Discontinuitätsbereich einer Gruppe sein soll, und zwar in dem Um- 
fange, wie dies von den Normalbereichen und den Bereichen des vo- 
rigen Paragraphen gilt. Indem wir hierüber entscheiden, werden wir 
zu wichtigen Lxistenztheoremen der Gruppen ohne infinitesimale Sub- 
stitutionen gelangen; denn es ist in der überwiegenden Mehrzahl der 
Fälle weit leichter, ein mit bestimmten Eigenschaften ausgestattetes 
Polygon oder Polyeder zu bilden, als auf Grund analytischer oder 
arıthmetischer Maassreseln Substitutionen in umendlicher Zahl herzu- 
stellen, die eine eigentlich discontinuierliche Gruppe bilden. Ein richtig 
gewählter Diseontinuitätsbereich wird direct als Definition einer zugehörigen 
Gruppe gelten. Die Zuordnung der Rand-cırven bez. -flächen liefert 
dabei genau wie bei den Gruppen des ersten Kapitels ein System von 
erzeugenden Substitutionen der Gruppe, und man kann weitere Substi- 
tutionen der Gruppe von hieraus in beliebiger Anzahl berechnen*). 

Wenn wir nunmehr auf die nähere Besprechung des aufgeworfenen 
Problems eingehen, so sei es erlaubt, das vorzulegende Polygon P, 
oder Polyeder II, nur mit endlieh vielen lkand-eurven bez. -Aächen aus- 
zustatten. Die Ergebnisse, zu welchen wir gelangen, büssen freilich 
ihre Gültigkeit auch im Falle unendlich vieler Rand-curven bez. -flächen 
nicht ein. Doch ist es mit Rücksicht auf unsere späteren Zwecke 


*, Die hiermit dargelegte Methode ist aus „M.“ I sehr bekannt; sie bezeichnet. 
wie schon pg. 64 angegeben wurde, den Standpunkt, welchen Klein bei seiner 
Darstellung in Bd. 21 der Annalen befolgt. Auch bei Poincaré liegt diese Denk- 
weise implicite von vornherein zu Grunde, und er benutzt dieselbe insbesondere 
explicit zum Existenzbeweise der Gruppen; cf. Acta mathem. Bd. 3 pg. 72. 
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statthaft, die mit dem Eintreten unendlich vieler Rand-curren bez. 
-flächen verbundene Complication der Vorstellungen zu meiden. 

Sei nun, um wieder mit dem Hauptkreisfalle zu beginnen, im 
Ellipseninnern ein Polygon P, gezeichnet, dessen Randeurven, soweit 
sie nicht von Stücken der Ellipse gebildet werden, durch Bewegungen 
in der hyperbolischen Ebene zu Paaren ohne Rest und Überschuss in 
einander überführbar sind. Dem Polygon sollen ferner auch die unter 
I, III und IV pg. 148 angegebenen Eigenschaften anhaften, von denen 
übrigens keine eine notwendige Folge der übrigen ist. Wir können 
alsdann beweisen: Jedes diesen Vorschriften gemäss yewählte Polygon ist 
Diseontinwitätsbereich einer Gruppe für den gesamten im Innern der El- 
lipse verlaufenden Teil der projectiven Ebene. 

Man reihe nämlich an P, auf Grund der Zuordnung der Rand- 
curven in bekannter Art immer wieder neue äquivalente Polygone an 
und überzeuge sich zuvörderst, dass sich der Reproductionsprocess um 
die Ecken im Ellipseninnern herum glatt schliesst. Diese Thatsache 
ist eine Folge der Eigenschaften HI nur unter der ausdrücklichen 
Voraussetzung, dass der Hauptkreisfall vorliegt. Möge nämlich E 
eine zur Periode v gehörende elliptische Ecke sein, wobei wir den 
Fall zufälliger Ecken als v = 1 subsumieren,; es möge überdies die 
Ecke E einem Cyclus von n Ecken des Polygons P, angehören. Man 
bilde nun die Kette der Polygone um E herum. Das (nv + 1) Po- 
Iygon liegt jedenfalls zum Teil über P,, und zwar in der Art, dass 
in E zwei einander äquivalente Ecken beider Polygone coincidieren, 
indenı zugleich die diese Ecken einschliessenden Polygonseiten die 
äquivalenten Seiten des anderen Polygons berühren. Die Aquivalenz 
beider Polygone kann somit nur durch die identische Substitution 
vermittelt sein, da sie den im Innern der Ellipse gelegeneu Punkt 
E zum Fixpunkte hat und die Ellipse in sich überführt, während 
sie doch andrerseits offenbar nicht elliptisch sein kann, Hiermit 
ist der Zusammenschluss des Polygonnetzes um die Ecke Æ herum 
nachgewiesen; man kann das Resultat dahin aussprechen, dass das 
im Iillipseninneren entstehende Polygonnetz nirgends Verzweigungspunkte 
bekommen kann. Hiermit ist indessen die ausgesprochene Behauptung 
nur erst zum Teil bewiesen; wir haben die Untersuchung in folgender 
Weise fortzusetzen: 

Von einem beliebigen Punkte A im Innern von P, denke man in 
der Ebene beliebige geradlinige Strahlen gezogen und verfolge die 
Polygone, welche auf einen einzelnen dieser Strahlen auf Grund der 
Zusammenordnung der Randeurven des anfänglich allein vorgelegten 
Polygons P, aufgereiht erscheinen; diese Polygone werden eine be- 
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stimmte Kette Po, Pi; <- Pa; o.. bilden. Man discutiere nun die 
Frage, ob sich der Reproductionsprocess der Polygone längs des frag- 
lichen Strahles bereits im Innern der Ellipse verlangsamen kaun, so 
dass sich ein Punkt D des Strahles im Innern der Ellipse nachweisen ' 
liesse, dem sich die Polygone P,, P}, ... der Reihe zwar beliebig nähern, 
ohne ihn indes zu erreichen. Dies ist jedenfalls nur so möglich, dass 
die Kette der längs des Strahles angereihten Polygone P,, P,,... 
unendlich viele Glieder enthält, und man findet daraufhin die Strecke 
AB durch die Raudeurven der Polygone in unendlich viele sich gegen 
D häufende Segmente geteilt. Wir wählen nunmehr » so gross, dass 
das in P, gelegene Segment sowie alle gegen B hin folgenden im Sinne 
unserer hyperbolischen Maassbestimmung kleiner als die beliebig klein 
gewählte Zahl e>0O sind, und wollen sodann P, samt der in Rede 
stehenden Geraden nach P, zurücktransformieren. 

Man überlege nunmehr, wie die transformierte Gerade das Polygon 
P, durchschneiden mag. Das in P, gelegene Segment könnte in der 
Weise sehr klein sein, dass die Gerade nahehin eine Tangente einer 
Randeurve von P, wäre. Doch würde nach unseren Annahmen über die 
Natur der Randeurven die Gerade alsdaun nächstbenachbarte Polygone 
in endliehen Segmenten durchsetzen. Dies würde auch dann bestehen 
bleiben, wenn die Gerade hart an einer zufälligen oder elliptischen 
Ecke durch P, hindurchzöge. Da zufällige Ecken auf der Ellipse der 
Natur der Sache nach hier nicht in Betracht kommen können, so 
würde nur noch die Möglichkeit bleiben, dass die Gerade dicht an 
einer parabolischen Ecke durch P, hindurchzieht. Doch diese letzte 
Annahme lässt sich nicht vereinen mit der Eigenart eines Polygon- 
netzes in der Umgebung eines parabolischen Punktes, wie dieselbe 
z. B. für cyclische Gruppen oben pg. 68 oder mit besonderer Aus- 
führlichkeit für die Modulgruppe in „M.“ I pg. 236 geschildert wurde. 
Die Segmente der geraden Linie werden im fraglichen Falle gar nicht 
unendlich klein, sie würden vielmehr in irgend einem Polygon des zum 
parabolischen Punkte gehörenden Kranzes ein Minimum erreichen und 
von dort nach beiden Seiten hin zunehmen. 

Der oben angenommene Punkt A war ein beliebiger Punkt des 
Polygons P,, und wir können die nämliche Überlegung auf jedes be- 
liebige andere Polygon des Netzes anwenden. Es folgt sonach, dass 
das Polygonnetz im Innern der Ellipse nirgends einen Grenzpunkt dar- 
bieten kann. Dieser Satz ist übrigens wesentlich durch die Voraus- 
setzung bedingt, dass P, keine hyperbolische Ecken haben sollte. Die 
vorhin auf ihre Möglichkeit hin untersuchte Verlangsamung im Re- 
productionsprocess der Polygone im „Innern“ der Ellipse tritt in der 
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That bei einem Polygon mit hyperbolischer Ecke stets ein, wie man 
aus den Entwicklungen von pg. 144 und den dortigen Figuren un- 
mittelbar entnehmen wird. Noch leichter ist es, mit Hilfe der Figur 10 
g. 67 sich die vorliegenden Verhältnisse deutlich zu machen. Zieht 
man hier durch den einen auf der Ellipse gelegenen Fixpunkt der 
hyperbolischen Substitution eine Gerade und übt diese Substitution auf 
diese Gerade immer wieder aus, so drängen sich die so entspringenden 
Geraden gegen die Verbindungslinie der beiden auf der Ellipse ge- 
legenen Fixpunkte immer mehr zusammen, ohne dieselbe indes völlig 
zu erreichen. Die zwischen den Geraden eingegrenzten Bereiche werden 
somit gegen jene das „Innere“ der Ellipse durchziehende Gerade hin 
schliesslich unendlich schmal; wir haben in dieser Geraden eine Grenz- 
lage, welche der Reproductionsprocess nicht überschreitet. 

Nehmen wir die bisherigen Ergebnisse zusammen, so folgt von 
selber, dass das Polygonnetz das gesamte Innere der Ellipse lückenlos 
und überall nur einfach bedeckt. Denn eine Collision zwischen Poly- 
sonen des Netzes ohne das Auftreten von Verzweigungspunkten würde 
nur dadurch möglich sein, dass im Ellipseninnern Lücken offen bleiben, 
um welche sich das Polygonnetz ohne sie auszufüllen herumzieht. 
Diese Möglichkeit, welche unter anderen Voraussetzungen eine wich- 
tige Rolle spielen wird, ist indessen hier ausgeschlossen, da der Re- 
productionsprocess nur die Ellipse selber, nicht aber bereits irgend 
welche Punkte oder Linien im „Innern“ der Ellipse zu Grenzen bat. 
Unsere obige Behauptung über P,, Discontinuitätsbereich einer Gruppe 
zu sein, ist damit bewiesen. 


Y 4. Fortsetzung: Definition der Polyedergruppen durch 
Discontinuitätsbereiche. l 

Die Überlegungen des voraufgehenden Paragraphen lassen sich 
vollständig auf das Kugelinnere des hyperbolischen Raumes übertragen. 
Wir denken im Kugelinnern ein Polyeder /7, gegeben. das die ge- 
samten für die Discontinuitätsberciche 77, oben (pg. 150 u. f.) aufge- 
zählten Eigenschaften besitzt. Natürlich ist der Wortlaut der unter 
JI l. c. genannten Eigenschaften dem Umstande entsprechend anders zu 
wählen, dass wir hier nicht von der Existenz einer Gruppe ausgehen. 
Wir werden sagen müssen, dass die Randflächen von I, soweit sie 
nicht von Teilen der Kuseloberfäche gebildet werden, paarweise im 
Sinne der hyperbolischen Maassbestimmung einander eongruent sind, 
so dass sie in dieser Zuordnung durch solche Collineationen erster 
Art in einander überführbar sind, welche die Kugel in sich trans- 
formieren. Natürlich muss diese Zuordnung derartig sein, dass das 
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aus Jl durch die einzelne Collineation hervorgehende Polyeder 17, 
mit jenem mur eine Randfläche gemein hat, d. h. dass ZI, und M, auf 
verschiedenen Seiten ihrer gemeinsamen Randfläche gelegen sind. Es 
sei auch hier bemerkt, dass von den Fundamentaleigenschaften des Po- 
Iyeders II, keine durch die übrigen bereits mit bestimmt ist. 

Wir können nun den Satz beweisen, dass das dergestalt bestimmte 
Polyeder II, Diseontinuitätsbereich einer Gruppe für das gesamte Kugel- 
innere ist, so dass wir also jede für uns in Detracht kommende Gruppe 
durch ein im kaume geeignet gewähltes Polyeder mit bezogenen Randflächen 
zu definieren im Stande sind. Zum Beweise dessen reihe man wieder 
an lọ auf Grund der Zuordnung der Randflächen Polyeder M, Mz, .... 
an uud setze diesen Process in bekannter Weise fort. Wir müssen 
zeigen, dass das entspringende Polyedersysten das gesamte Kugelinnere 
ohne Lücke aber auch überall nur einfach ausfällt. 

Analog wie im vorigen Paragraphen werden wir uns zunächst 
überzeugen, dass sich der Reproductionsprocess um die Kanten und 
Ecken herum glatt abschliesst. Betrachten wir zunächst eine Kante 
von II, so werden wir nach einmaligem Umgange um dieselbe ein mit 
Il, äquivalentes Polyeder erhalten, wobei die mit einander in Deckung 
beiindlichen Kanten der beiden Polyeder einander entsprechen, während 
von den Paaren der einschliessenden Itandfläehen jedesmal die beiden 
einander äquivalenten längs der Kante in Berührung sind. Endigt nun 
die Kante wenigstens in einer im Innern der Kugel gelegenen Ecke 
von Jl, so ist dieser Endpunkt ein Fixpunkt derjenigen Substitution, 
welche die Äquivalenz zwischen beiden Polyedern vermittelt. Diese 
Substitution muss also die Identität sein, da sie ersichtlich nicht 
elliptisch sein kann und doeh einen im Kugelinnern gelegenen Fix- 
punkt hat. Reicht die Kante von I als solehe beiderseits bis an die 
Kugel heran, so liefern die beiden Endpunkte wieder Fixpunkte der 
fraglichen Substitution. Dass dieselbe auch nuu wieder der Identität 
gleich ist, folgt aus dem Umstande, dass sie ersichtlich weder ellip- 
tisch noch parabolisch sein kann, und dass doch ZZ, an hyperbolische 
Fixpunkte nicht heranreicht. Der glatte Abschluss des Polyedersystems 
um die Kanten herum ist damit dargethan. Für die Umlagerung der 
Ecken im Innern der Kugel bleibt dieselbe Überlegung beweiskräftig. 
Es werden sonaeh überhaupt keine Verzweigungen im Polyedersystem 
des Kugelinnern auftreten können. 

































Des ferneren überzeugen wir uns wie oben, dass der Reproduc- 
tionsprocess der Polyeder niemals im „Innern“ der Kugel verlangsamen 
kann. Wir denken sogleich von einem beliebigen Punkte A im Inneri 
cines beliebigen Polyeders I, des Systems nach allen Seiten gerad- 


I, 3. Ansätze zur Definition und Erzeugung der Gruppen. 159 


linige Strahlen gezogen und verfolgen die längs eines derselben auf- 
gereihten Polyeder. Sollte noch im Innern der Kugel ein Grenzpunkt 
B auftreten, so ist die Gerade A L gegen B hin durch die Randtlächen 
der Polyeder in unendlich viele Segmente geteilt. Sind nun die längs 
des Strahles aufsereihten Polyeder Mn, Inzı, Ins, .-., so nehme 
man ein in der Reihe hinreichend weit entferntes Polyeder Ham und 
transformiere dasselbe samt dem geradlinigen Strahle nach M. Der 
Strahl würde hier eine Gerade ergeben, welehe nicht nur Zo, sondern 
die gesamten nach der einen Seite sich längs ihr anschliessenden Po- 
Iyeder in unendlich kleinen Segmenten durchsetzt. 

Es ist nun auch hier wieder ohue Mühe zu sehen, dass eine Gerade 
der fraglichen Art unmöglich ist auf Grund der Voraussetzung, dass 
II, von allen hyperbolischen und loxodromischen Fixpunkten fern bleibt. 
Die Betrachtung ist genau wie oben, und es bringt das Auftreten der 
Ecken neben den Polyederkanten nur eine geringe Verlängerung, aber 
keine Erschwerung der Überlegung mit sich. Von den auf der Kugel- 
oberfläche gelegenen Kanten und Ecken können die zufälligen und 
elliptischen, wie man leicht bemerkt, hier nicht in Betracht kommen. 
Eine Überlegung erfordern einzig die parabolischen Punkte, welche 
entweder Polyederecken oder Polygonecken für Randflächen der Poly- 
eder auf der Kugel darstellen. Doch ergiebt aueh hier wieder der 
bekannte Charakter der Umgebung eines parabolischen Punktes, dass 
eine dortselbst in der Nähe durch II, hindurchziehende Gerade in 
keiner Weise innerhalb der weiter sich anreilienden Polyeder unendlich 
klein werdende Segmente bekommen kann. 

Nehmen wir nun die bisherigen Ergebnisse zusammen, so ergiebt 
sich die einfache und vollständige Ausfüllung des Kugelinnern durch 
unser Polyedernetz. Eine Collision der Polyeder bei fortgesetzter Bil- 
duug des Systems, ohne dass je Verzweigungen aufträten, wäre in 
der That nur noch so möglich, dass sich im Kugelinnern Lücken 
finden, um welehe sich das Polygonnetz olıne sie auszufüllen herumlegte. 
Dies ist indessen, da Grenzpunkte im Kugelinnern, wie wir sahen, 
nieht auftreten können, ausgeschlossen. Unser Fundamentalsatz über 
die Definition der Gruppen durch Polyeder ZJ, ist damit bewiesen. 
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$ 5. Fortsetzung: Allgemeine Definition der Polygongruppen durch 
geeignete Discontinuitätsbereiche. 

Wie bei früheren Gelegenheiten, so ist es auch hier wieder be 

Sonders wichtig, der Gattung der Polygongruppen, welche nicht gerade 

notwendig in die specielle Classe der Hauptkreisgruppen hineingehören. 

eine ausführliehere Betrachtung zu widmen; hier in der That werden 
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wir zu neuen Gesichtspunkten geführt. Wir setzen voraus, dass auf 
der &-Rugel ein Polygon P, yeyeben sei, das nicht über sich selbst hin- 
übergreife, und dessen Itandeurven zu Paaren auf einander bezogen und 
in dieser Zuordnung durch &- Substitutionen erster Art genau in einander 
überführbar sind; die Ecken sollen nur zufällige, elliptische oder parabo- 
lische sein und auf die wiederholt genannte Art in geschlossene Cyclen an- 
gereiht erscheinen; es soll endlich um die zufälligen und elliptischen Ecken 
von P, herum: der Iteproduetionsprocess der Polygone sich glatt schliessen. 
Das Problem, ob ein ausgewähltes Polygon Jọ der bezeichneten Art 
Discontinuitätsbereich einer Gruppe ohne infinitesimale Substitutionen 
ist, versuchen wir zunächst in der bisherigen Weise durch Bildung 
des von P, aus zu erzeugenden Polygonnetzes zu beantworten. Doch 
treten hierbei verschiedene neue Fragen und Schwierigkeiten ein. 

Erstlich ist zu bemerken, dass nach den Entwicklungen des vo- 
rigen Kapitels in solchen Fällen, wo Grenzeurven vorliegen, die Gruppe 
im allgemeinen nicht durch ein einzelnes Polygon mit bezogenen Rand- 
curven definierbar ist. In der That können wir dweh ein einzelnes 
Polygon P, immer nur eine Gruppe von der Art der im vorigen Kapitel 
py. 129 f. mit G bezeichneten Untergruppen definieren. Wir würden, um | 
allgemeiner zu verfahren, an Systeme von u Polygonen Pos Pos - -» 
PEY anknüpfen müssen. Doch würden sich auch auf diese Weise 
noch nicht alle denkbaren Polygongruppen definieren lassen. Haben 
wir nämlich z. B. eine Gruppe mit unendlich vielen Netzen, die aber 
alle unter einander äquivalent sind, so würde zwar ein einzelnes Po- 
Iygon P, den Discontinuitätsbereieh vorstellen; aber die Zuordnung 
der Randcurven von P, würde noch nicht auf diejenigen Substitutionen 
führen können, welche die Äquivalenz der verschiedenen Netze unter 
einander vermitteln. 

Nehmen wir jedoch vorab an, dass beim Reproductiousprocess 
des am Anfang des Paragraphen vorgelegten Polygones P, sich eine 
Grenze des Polygonnetzes einstellt, so tritt die Frage auf, ob diese 
Grenze auch eine wesentliche Grenze der Gruppe ist, d. h. aus einer um- 
unterbrochenen Folge von nicht-elliptischen Fixpunkten und deren Häu- 
fungsstellen besteht. Es würde hier also erneut die Möglichkeit einer 
Verlangsamung des Reproductionsprocesses an unwesentlicher Stelle 
zu «iscutieren sein, welche im Hauptkreisfalle wegen des Ausschlusses 
hyperbolischer Ecken unmöglich war. Ferner aber würde die Frage 
eintreten, welche Einterlungen der Kugeloberfläche die entsprechende Gruppe 
ausserhalb des zu P, gehörenden Netzes liefert. 

Vor allem ist zu fordern, dass die Polygone des aus P, zu erzeu- 
genden Netzes auf der -Kugel nirgends mit einander eollidieren. Nun 
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ist zwar auf Grund der Eigenart der Polygonecken das Auftreten von 
Verzweigungspunkten im l’olygonnetz von vornherein ausgeschlossen. 
Überhaupt unmöglich ist die Collision der Polygone daraufhin aber 
nur danu, wenn die Grenzpunkte des Netzes eine einzige geschlossene 
Grenzeurve bilden und also das Netz einen einfach zusammenhängen- 
den Bereich bildet. Treten aber unendlich viele Grenzeurven oder 
auch nur unendlich viele isoliert liegende Grenzpunkte auf, so kann 
das Netz nicht mehr endlichen, geschweige deun einfachen Grad des 
Zusammenhanges darstellen. Dann aber ist durchaus die Frage, ob 
der Reproductionsprocess um eine einzelne der bleibenden Lücken 
herum sich gerade glatt abschliesst oder nicht. Es werden sich 
freilich äquivalente Grenzcurven in letzterer Hinsicht stets gleich ver- 
halten, so dass man nur je eine (trenzcurve aus der einzelnen Classe 
in Untersuchung zu ziehen braucht. Aber aus dem blossen Anblick 
des Polygons P, oder auch einiger sich anschliessender Polygone des 
Netzes wird man in keiner Weise unmittelbar auf den Verlauf der 
Grenzcurven, geschweige denn auf ihre Classenanzahl schliessen können. 
Wir können einzig auf Grund der schon pg. 153 durchgeführten Über- 
legung aussagen, dass im Falle eines mehrfach zusammenhängenden 
Polygons P, notwendig unendlich viele Grenzeurven oder Grenzpunkte 
auftreten. Dagegen sind bei einfach zusammenhängendem 7’, nach dem 
Bisherigen noch alle Möglichkeiten offen (die unendlich vieler isoliert 
liegender Grenzpunkte, sowie die Möglichkeit einer und schliesslich 
unendlich vieler Grenzcurven), und sie kommen, wie wir später sehen 
werden, auch alle wirklich vor. — 

Bieten sich sonach der endgültigen Lösung unseres Problems bei 
alleiniger Operation in der &-Ebene oder auf der -Kugel erhebliche 
Schwierigkeiten dar, so gewinnen wir durch Recursion auf die im vo- 
rigen Paragraphen bereits festgestellten Ergebnisse eine endgültige und 
überaus einfache Erledigung aller aufgeworfenen Fragen in dem nach- 
folgenden Satze: Das Polygon P, ist Discontinuitätsbereich einer Gruppe 
n dem hier zu erwartenden Umfange, falls es gelingt, ein den oben for- 
mulierten Anforderungen genügendes Polyeder II, zu bilden, welches 1 
zu einer seiner Randflächen hat). 

Die Richtigkeit dieses Satzes leuchtet nach den Überlegungen des 
vorigen Paragraphen sowie nach den hierher gehörenden Untersuchungen 
des vorigen Kapitels unmittelbar ein. Die Ausgestaltung von P, zum 


we 
” 


*) Dieses Theorem stellt wohl den wichtigsten Erfolg der von Poincare 
eingeführten Maassnabme dar, die Polyederteilungen des Ranmes für die Zwecke 
unserer Gruppen zu verwerten. 


Fricke Klein, Automsorphe Functionen | l1 
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Polyeder Io hat nicht die geringste Schwierigkeit. Nur der Einfach- 
heit halber mögen wir annehmen, dass die Randceurven von P, aus- 
schliesslich aus Kreisbogen bestehen, wie solches späterhin in der That 
stets eintreffen wird. Man wolle alsdann im Kugelinnern die Ebenen 
legen, welche auf der -Kugel die Randkreise von P, ausschneiden und 
fasse den Bereich des Kugelinnern auf, welcher durch P,, die eben 
gezogenen Ebenen, bez. Teile derselben, sowie eventuell weitere Stücke 
der Kugeloberfläche eingegrenzt ist. Dieser Bereich muss ein Polyeder 
I, mit den erforderlichen Eigenschaften darstellen. Dabei bemerke 
man, dass die Zuordnung derjenigen Randflächen von /I,, welche nicht 
auf der Kugel liegen, durch die Zuordnung der Randeurven von P, 
bereits vollständig gegeben ist. 

Indem wir annehmen, dass JJ, den oben geforderten Eigenschaften 
in der That genügt, bernerken wir schliesslich noch, dass nun auch 
die gesamten weiteren im Anschluss an P, aufgestellten Fragen ihre 
einfache Erledigung finden. Zst P, die einzige Randfläche von Ih, 
welche auf der &-Kugei liegt, so besitzt das von FP, aus zu erzeugende 
Netz nur isoliert liegende Grenzpunkte und wird abgesehen von diesen 
letzteren die ganze Kugeloberfläche bedecken. Man beweist diesen Satz leicht | 
unter Benutzung des Umstandes, dass die Randflächen von`IM auf 
die Randcurven von P, wechselweise eindeutig bezogen sind. Hat II, i 
ausser P, noch weitere Stücke der Kugeloberfläche PY, --., Pe) zu 
Randflüchen, so hat das von P, aus zu erzeugende Netz eine oder unend- 
lich viele Grenzeurven. Die Einteilung der Kugeloberfläche in dem vom 
Netze N des Polygons P, noch frei bleibenden Teile regelt sich dann 
nach «den allgemeinen Ergebnissen des vorigen Kapitels pg. 134 i 

Doch hat gegenüber den damaligen Erörterungen die hier vor- 
liegende Kugelteilung der durch P, definierten Gruppe, wie wir schon 
am Anfang des Paragraphen kurz ausführten, einen particulären Cha- 
rakter. Derselbe ist in dem schon benutzten Umstande begründet, 
dass die Randflächen von /Z, auf die Randcurven von P, eindeutig 
bezogen sind, während für die Randeurven etwa noch weiter in Be- 
tracht kommender Polygone P’, ... sehr wohl nur ein Teil der Rand- 
flächen von //, zur Verwendung kommen können. Unter den Poly- 
sonen, welche handflächen von ZI, auf der Kugeloberfläche darstellen, 
giebt es also hier eines (nämlich eben P,), an dessen Berandung alle 
Seitenflächen von /Z, participieren. Gehen wir somit in der Polyeder- 
teilung von //, zu benachbarten Polyedern fort, so liefern dieselben 
stets mit P, unmittelbar benachbarte Polygone. Wir finden: Selbst 
iam dem Falle, dass die durch P, zu definierende Gruppe eine Kugel- 
teilung mit unendlich vielen Grenzcurven liefert, ist das zu P, gehörende 
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Polygonnetz nur mit sich selbst äquivalent. Liefern die übrigen (v— 1) 
Polygone Po, -- PeT} nach der Methode von pg. 129 reduciert 
(u — 1) Polygone, so liesse sich noch leicht zeigen, dass stets für 
u > 2, vielfach aber auch für u = 2 die (u — 1) übrigen Classen von 
Polygonnetzen aus unendlich vielen Netzen bestehen. 

Einen ersten Schritt zur Beseitigung der hiermit bezeichneten Be- 
schränkung können wir übrigens dadurch thun, dass wir Systeme von 
Polygonen P Pr, --., P 2 vorlegen. Aber auch auf diese Weise 
würden sich z. B. diejenigen schon vorhin erwähnten Gruppen nicht 
miterledigen lassen, welche zwar u = 1, aber gleichwohl unendlich viele 
(mit einander äquivalente) Netze haben*). In einem solchen Falle ist 
zum Zwecke der Bildung eines Discontinuitätsbereiches der Rückgang 
auf das zugehörige Polyeder immer unvermeidlich. Dasselbe wird als- 
dann wenigstens ein Paar Seitenflüchen darbieten, die gänzlich im 
Kugelinnern verlaufen, und deren zugehörige Substitution die Aqui- 
valenz zwischen zwei verschiedenen Polygonnetzen vermittelt. — 

Da die Polyeder IZ,, M, ... das ganze Kugelinnere ohne Lücke 
füllen, so werden die Polygonnetze auf der Kugeloberfläche keinen 
endlichen Bereich frei lassen. Wir schliessen daraus, dass die beim 
Netze von P, auftretende Derandung eine der Gruppe als wesentlich zu- 
gehörende natürliche Grenze vorstellt. 

Vor allen Dingen klärt sich nun der Fall eines mehrfach und 
damit unendlich vielfach zusammenhängenden Polygonnetzes vollständig 
auf, ein Umstand, den wir baldigst noch weiter auszubeuten haben. 
Vorab bemerken wir nur, dass im gedachten Falle an II, gänzlich im 
Kugelinnern verlaufende Kanten auftreten, d. h. Kanten, deren beide Eek- 
punkte im Kugelinneren liegen. Diese Kanten gehören somit zu Rand- 
flächenpaaren, deren zugeordnete Randeurven von P, nicht benachbart 
sind. Der Zusammenschluss des Polygonnetzes um die Lücken herum 
ohne Collision kommt nun einfach auf den Umstand zurück, dass sich 
jene Kanten zu Cyclen der oft genannten Eigenschaften zusammen- 
ordnen werden. — 


*) Ein Beispiel einer solchen Gruppe wurde pg. 130 (unter dem Texte) be- 
sprochen. Wir hatten daselbst zuvörderst ein reguläres Tetraeder der absoluten 
Kugel des hyperbolischen Raumes so eingeschrieben, dass die Kanten des Tetra- 
eders Kugeltangenten siud. Sodann hatten wir noch die Unterteilung dieses Te 
traeders durch die Synimetrieebenen in 24 kleinere Tetraeder vollzogen und cin 
einzelnes dieser letzteren Tetraeder als Discontinuitätsbereich (zweiter Art) vor- 
gelegt. Hier ist P, ein Dreieck und das Totraeder besitzt eine gänzlich im Kugel 
innern gelegene Seitentläche (man vergl. die weiteren Ausführungen in Kap. 3 des 
Absehn. 11). 

Ale 
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Es würde übrig bleiben, die hiermit vollständig entwickelte Theorie 
auf die Polygone der zweiten Art zu übertragen und also insbesondere 
zu fragen, in wie weit ein willkürlich zu wählendes Polygon zweiter 
Art Discontinuitätsbereich einer Gruppe zweiter Art sein kann. Wir 
erledigen diese Frage einfach dadurch, dass wir an das gegebene Po- 
Iygon längs einer Seite zweiter Art ein äquivalentes Polygon aureihen 
und mit ersterem zu einem Polygon der ersten Art vereinen. Auf 
dieses würde sodann die vorangehend entwickelte Theorie anzuwen- 
den sein. 

Es sind hiermit die wichtigsten theoretischen Grundlagen für die 
geometrische Theorie der eigentlich discontinnierlichen Gruppen ge- 
wonnen. Bevor wir jedoch an den speciellen Ausbau dieser Theorie 
herangehen, sind die allgemeinen Erörterungen erst noch nach ver- 
schiedenen Seiten zu ergänzen. 


$ 6. Classification aller Gruppen ohne infinitesimale Substitutionen 
nach der Gestalt der Discontinuitätsbereiche und der aus diesen 
entspringenden regulären Einteilungen. 

Da wir nach den bisherigen Ergebnissen alle Gruppen ohne in- 
finitesimale Substitutionen durch geeignete Polygone und Polyeder de- 
finieren können, so dürfen wir nun auch auf die Gestalten dieser 
Discontinuitätsbereiche und der aus ihnen entspringenden Ebenen- und 
Raumteilungen eine sachgemässe Classification aller in Rede stehenden 
Gruppen gründen. Wir können uns hierbei wieder auf die Gruppen 
der ersten Art beschränken; die Classification der Gruppen zweiter Art 
ist hierdurch unmittelbar mit erledigt, da jede Gruppe zweiter Art 
eine bestimmte Untergruppe erster Art vom Index zwei in sich ent- 
hält. Späterhin werden wir dann natürlich bei der einzelnen Gruppe 
erster Art untersuchen müssen, ob und wie sie sich auf eine Gruppe 
zweiter Art erweitern lässt. Unter Vorbehalt gleich folgender Erläu- 


terungen stellen wir hier zunächst tabellarisch die Classification der ° 


Gruppen zusammen, welche uns am empfehlenswertesten erscheint: 


l. Cyclische Gruppen. 
a) Im projectiven Raume bleibt eine Axe Punkt für Punkt 
fest (elliptische, parabolische, hyperbolische Gruppen). 
b) Im projectiven Raume bleiben nur zwei Punkte fest, nänı- 
lich zwei Punkte der Kugelfliche (loxodromische Grnppen). 
II. Nichtrotationsgruppen mit zwei Grenzpunkten. 
III. Rotationsgruppen. 
a) Das Centrum liegt innerhalb der Kugel (elliptische Ro- 
tationsgruppen oder Gruppen der regulären Körper). 
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b) Das Centrum liegt auf der Kugel (parabolische Rotations- 
gruppen oder doppeltperiodische Gruppen). 

c) Das Centrum liegt ausserhalb der Kugel (hyperbolische 
Rotationsgruppen oder Hauptkreisgruppen). 

1. Die Gruppe ist auf dem Hauptkreise uneigentlich dis- 
continuierlich (zwei Polygonnetze). 

œ) Erster Typus: Die durch den Hauptkreis abgeteilten 
Kalotten der &-Kugel werden durch alle Substitutionen 
der Gruppe einzeln in sich transformiert. 

ß) Zweiter Typus: Die Gruppe besteht zur Hälfte aus 
Substitutionen, welche beide RKalotten permutieren. 

2. Die Gruppe ist auf dem Hauptkreise eigentlich discon- 
tinulerlich (ein Polygonnetz). 

«) Erster Typus: Die durch den Hauptkreis abgeteilten 
Kalotten der &-Kugel werden durch alle Substitutionen 
der Gruppe einzeln in sich transformiert. 

ß) Zweiter Typus: Die Gruppe besteht zur Hälfte aus 
Substitutionen, welche beide Kalotten permutieren. 

IV. Nichtrotationsgruppen mit unendlich vielen Grenz- 
punkten. 

a) Polygongruppen mit einem Netze. 

1. Der Discontinuitätsbereich ist einfach zusammenhängend. 
2. Der Discontinuitätsbereich ist mehrfach zusammen- 
hängend. 

b) Polygongruppen mit zwei Netzen. 

c) Polygongruppen mit unendlich vielen Netzen, wobei im 
allgemeinen jedes Netz eines von unendlich vielen äqui- 
valenteu ist, im speciellen aber eiu nur mit sich selbst 
äquivalentes Netz eintritt. 

l. Die Grenzeurven sind sämtlich oder teilweise nicht- 
analytisch. 

«) Die Netze sind sämtlich einfach zusammenhängend. 

ß) Die Netze sind entweder insgesamt oder teilweise 
von unendlich hohem Zusammenhang. 

2. Die Grenzeurven sind sämtlich Kreise. 

œ) Die Netze sind sämtlich einfach zusammenhängend. 

ß) Die Netze sind entweder alle oder teilweise unend- 
lich vielfach zusammenhängend. 

d) Eigentliche Polyedergruppen. 

i Man wird diese Classification nach den bisher gesammelten Er- 
fahrungen zumeist ohne weiteres verständlich finden. Verschiedene 
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Gesichtspunkte werden freilich erst bei den Einzeluntersuchungen des 
folgenden Abschnitts zur endgültigen Erledigung kommen. Es betrifft 
dies jedoch nur solche Gruppen, welche wegen ihrer nebensächlichen 
Bedeutung unsere Aufmerksamkeit bisher nicht besonders auf sich 
zogen. Hierher gehören die doppeltperiodischen Gruppen IJI. b) sowie 
die mit ihnen verwandten Gruppen II. mit zwei Grenzpunkten, von 
denen wir oben (pg. 130) nur erst die Möglichkeit constatierten. Für 
die wohlbekannte Dreiteilung der Rotationsgruppen je nach der Lage 
des Centrums bringen wir hier die kurze und bezeichnende Ausdrucks- 
weise der „elliptischen“ u. s. w. Rotationsgruppen in Vorschlag. Eine 
ausführliehere Gliederung erfordert hier nur die Classe der Hauptkreis- 
gruppen. Unter den Nichtrotationsgruppen haben wir alle diejenigen, 
welche auf der &-Kugel uneigentlich discontinuierlich sind, also alle 
l’olyedergruppen im engeren Sinne, in IV.d zusammengefasst. 

Es sind hier noch einige historische Bemerkungen anzufügen. 
Zunächst ist nämlich zu erwähnen, dass Poincaré in seinen wieder- 
holt genannten Abhandlungen „Théorie des groupes fuchsiens“ und 
„Mémoire sur les groupes kleindens“ Classificationsprincipien für die 
Gruppen entwickelt*). Doch basiert Poincaré seine Einteilung vor- 
nehmlich auf die Eigenart der Ecken und Kanten der Polygone und 
Polyeder, ohne betreffs der Beschaffenheit der gesamten regulären Ein- 
teilung bereits zu abgeklärten Anschauungen durchzudringen. Die 
Folge ist, dass Poincare’s Entwicklungen an dieser Stelle jedenfalls 
unvollständig erscheinen, indem sie die Natur der Mannigfaltigkeit 
der Grenzpunkte nieht gehörig in den Vordergrund stellen. Dass die 
volle Rücksiehtnahme auf diese letztere Mannigfaltigkeit zu einer prin- 
cipielleren Einteilung führt, braucht wohl nieht weiter erläutert zu 
werden **). 

Wir müssen hier aueh noch einen Blick auf die von Poincaré 
gebrauchte Terminologie der „Fuchs’schen“ und „Klein’schen“ Gruppen 
werfen. Als Fuchs’sche Gruppen bezeichnet Poincaré die Hauptkreis- 
gruppen des ersten Typus (III, e, œ), bei welchen man durch zweckmässige 
Auswahl von & zu reellen wnimodularen Substitutionen geführt wird 
(ef. pg. 105). In allen übrigen Fällen lassen sich unter Gebrauch uni- 
nodularer Substitutionen complexe Coefficienten der Substitutionen nicht 
meiden, und die gesamten hierher gehörenden Gruppen fasst Poincaré 
unter der Benennung „Klein’sche“ Gruppen zusammen. 


*) Siehe Acta mathematica, Bd. 1 pg. 20 und Bd. 3 pg. 74. 
+*+) Vergl. hierzu auch Ritter, „Die automorphen Formen vom Geschlechte 
null‘ in den Math. Annalen Pd. 41 pg. 7 (1892). 




















ns 
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Diese Benennungen (welche sich des weiteren auf die zu den 
Gruppen gehörenden Functionen übertragen) entsprechen dem zu- 
fälligen Entwicklungsgange, den Poincare’s Arbeiten über die Grup- 
pen genommen haben. Poincaré spricht sich hierüber in einem an 
Klein gerichteten und in den Mathem. Annalen Bd. 20 pg. 52 ver- 
öffentlichten Briefe aus. Dass die Terminologie sachlich kaum zu- 
treffend sein dürfte, hat Klein bereits in den Mathem. Annalen Bd. 19 
pg. 564 und Bd. 21 pg. 214 dargelegt; sein Vorschlag, dem wir hier 
selbstverständlich folgen, ging dahin, beide Personalbenennungen fallen 
zu lassen und je nach Bedürfnis durch Benennungen, die aus dem Wesen 
der Sache geschöpft sind, zu ersetzen. Leider hat Poincare, ohne im 
Princip Widerspruch zu erheben, sich diesem Vorschlage nicht ange- 
schlossen, sondern an dem Rechte des Erfinders, die Namen nach 
Gutdünken zu wählen, festgehalten. 

Es würde an sich nicht notwendig gewesen sein, hier auf diese 
Angelegenheit, die nur Formalien betritt, zurückzukommen, und es 
geschieht nur, um die hier gegebene Darstellung gegen die sonstige 
Litteratur des Gegenstandes zu orientieren. Dabei handelt es sich 
nicht nur um die Poincare'schen Originalarbeiten, sondern um die 
Publicationen zahlreicher Autoren, welche Poincare’s Terminologie 
schlechthin acceptiert haben. Wir können hier die generelle Mah- 
nung nicht unterdrücken, dass man die Arbeiten Poincare's bei 
allem ihren Reichtum an neuen und weittragenden Gedanken in 
ihren thatsächlichen Resultaten vielfach nicht ohne Kritik aufneh- 
men sollte In der That sind diese Arbeiten vielfach nur Skizzeu 
der mit aller Mächtigkeit der Intuition auf den Verfasser eindrin- 
senden Ideen, die unmittelbar niedergeschrieben und nicht im Ein- 
zelnen abgeglichen sind. Um nur bei einem direct zum vorliegen- 
den Paragraphen gehörenden Gegenstande stehen zu bleiben, so sagt 
Poincaré in dem mit „Classification“ überschriebenen $ 6 seiner Arbeit 
über die Klein’schen Gruppeu wörtlich Folgendes: „Nous classerons 
„dabord les polyedres générateurs d’apres le nombre de leurs faces 
„de la 2° sorte*). C'est là en effet un point fort important; car si 
„un polyedre P, a n faces de la 2° sorte, le plan des 57 se trouve 
„divisé en n parties et chacune de ces parties en une infinité de poly- 
„gones A de telle façon qu’à chaque substitution du groupe corre- 
„Sponde un polygone R et un seul“ Der Leser des vorigen Kapitels 
weiss, dass sich in diesem für allgemeines n ausgesprochenen Satze 


x - — 





*) Randflächen der Polyeder, die von Teilen der $-Kugel bez. -Ebene gi 
bildet sind. 
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eine völlig missverständliche Auffassung über die thatsächlich hier 
vorliegenden, und zwar principiellen Verhältnisse documentiert*). 


& 7. Von der Erzeugung der Gruppen und den zwischen den 
erzeugenden Substitutionen bestehenden Relationen. 


Die Erörterungen, welche wir über die Erzeugung der Gruppen ` 
hier auszuführen haben, sind zwar ihrem \Vesen nach in keiner Weise 
auf Diseontinuitätsbereiche mit einer endlichen Anzahl von Randcurven 
bez. -flächen eingeschränkt. Aber die Übertragung auf Polygone mit 
unendlich vielen Seiten und Polyeder mit unendlich vielen Randflächen 
vollzieht sich, wo es nötig wird, ohue Schwierigkeit; und es ist andrer- 
seits die Annahme endlicher Seiten- bez. Flächenanzahl eine Erleich- 
terung für die Darstellung, so dass wir diese Annahme hier ausdrück- 
lich machen wollen. 

Wir beginnen die Betrachtung bier wieder mit den unter lI, c, a 
der Tabelle pg. 165 rubrieierten hyperbolischen Rotationsgruppen, 
welche von den Bewegungen der hyperbolischen Ebene geliefert werden. 
Es sei vor allem ım Ellipseninnern der projectiven Ebene ein Polygon 
P, als Diseontinuitätsbereich einer Gruppe dieser Art, die wir I’ nen- 
nen, in richtiger Weise ausgewählt. Die nicht von Stücken der Ellipse 
gelieferten Seiten von P, sind zu Paaren einander zugeordnet. Ist n 
die Anzahl der Seitenpaare, so wird die Zuordnung vermittelt dureh 
gewisse n Substitutionen Vi, V3, ..., Va, die wir uns sogleich in ihrer 
(Gestalt als unımodulare, und zwar hier reelle, &-Substitutionen gegeben 
denken können. Entsprechend der Gegenseitigkeit der Zuordnung der 
Randcurven werden wir mit der einzelnen Substitution stets auch deren 
inverse als gegeseben ansehen. 

Belegen wir em beliebiges Polygon P der zu T' gehörenden Ein- 
teilung des Ellipseninnern mit derjenigen Substitution V von F als 
mit einem Namen, welehe das Ausgangspolygon P, in P transfornıiert, 


so bekommt P, den Namen V, = 1. Das Ausgangspolygon 7, aber 
p+! 

19 
in derselben Weise erscheint ein beliebiges Polygon P der Einteilung 


+1 +1 
erscheint umgeben von den 2n Polygonen V>,- o E E 


) ` zti 1 
mit dem Namen V umgeben von den 2» Polygonen VI Vyž oa 


ryt l yep . ' i ° ' 
WV *¥) Wendet man diesen Satz auf die successive Entstehung des 


n 


*, Vergl. hierzu Schlesinger in Crelle's Journal Bd. 110 pg. 134 und 135. 
**) Die Zahl 2m der umgebenden Polygone rednciert sich in leicht ersicht- 
licher Weise, sobald unter den Substitutionen V,, ..., V, eine oder mehrere ellip- 
tisch von der Periode 2 sind. 
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Polygonnetzes von P, aus an, so ergiebt sich, dass die zu irgend 
einem bestimmten Polygon P gehörende Substitution V durch eine 
endliche Anzahl von ('ombinationen von Substitutionen aus der Reihe 
m: u RE, Ta k erzeugt werden kann. Wir gewinnen den 
übrigens aus „M.“ I bereits sehr bekannten Satz: Die n Substitutionen 
Vis Fo, --., Vn bilden ein System von erzeugenden Substitutionen der 
Gruppe T, und die thatsächliche Herstellung aller Substitutionen von T 
aus Vi, ..., Vn entspricht der Erzeugung des gesamten Polygonnetzes von 


P, aus. Man kann diesen Umstand symbolisch durch die Gleichung: 


? 


(1) ae e T) 
oder etwas mehr ausführlich durch: 
(2) 1 Me EEE Zu 


andeuten, wo der einzelne der unteren Indices a, deren Anzahl v be- 
liebig gross ist, eine Zahl aus der Reihe 1, ?2,...., n darstellt und 
die &,, &,, ... irgend welche positive oder negative ganze Zahlen sind, 
während die Combination der Substitutionen durch Multiplication ihrer 
Symbole angedeutet ist. 

Die Erzeugenden der Gruppe I sind natürlich durchaus von der 
Auswahl des Discontinuitätsbereichs P, abhängig, und es ist nicht 
einmal ihre Anzahl » hierbei invariant. Doch werden wir baldigst in 
der Theorie der kanonischen Discontinuitätsbereiche sehen, dass bei 
jeder Gruppe für die Anzahl n ein eindeutig bestimmtes Minimum 
existiert. 

Es entsteht nun die Frage, auf wieviel verschiedene Weisen sich 
die einzelne Substitution V von [’ in der Gestalt (1) darstellen lässt. 
Diese Frage ist, wie man leicht bemerkt, vollständig mit der folgen- 
den beantwortet: Welches sind die für die Erzeugenden T,. ..., Fn be- 
‚stehenden, d. h. unabhängig von & gültigen Relationen: 


| vv. vet 


a, Ag 


oder noch kürzer geschrieben II(V,, ..., Va) = 1? Um hierauf zu ant 
worten, betrachten wir die Ecken der Polygonteilung näher. 

Die nachfolgende Überlegung wird man sich zweckmässig mit 
Hülfe der Figur 30 pg. 112 im einzelnen klar machen; doch müssen 
wir hier sogleich allgemein argumentieren. Sei zu diesem Ende E 

gend eine Ecke von P,, um welche ein Cyclus von » Polygonen 

elagert ist, P, selbst mit gerechnet. Man umkreise Æ etwa im Sinne 

rachsender Winkel und findet dabei als zu den durchlaufenen Poly- 
gonen zugehörig die Substitutionen: 
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y’ pai P, og y“. y” u. pen. Bari Be: i 


a? Ga a, a, 2 a, ? a, üy— Í a, ? 


wo die entweder + 1 oder — 1 bedeuten. Da das vt° Polygon des 
Cyelus wieder mit P, identisch ist, so besteht die Relation: 


Be ri. en =] oder auch Be 7, ea = |. 


N, i 
Die Bedeutung der in dieser Formel auftretenden Substitutionen Va, 
Vas <- Va, können wir unmittelbar angeben, indem wir die mit E 
zu einem, Cyclus vereinten Ecken E,, Ey, ..., Ey—ı von P, einführen: 
es werden durch Y,, die beiden einander zugeordneten Randcurven von 
E, und E;_-ı eorrespondieren. Wir schliessen hieraus: die Factoren 
des symbolischen Productes auf der linken Seite von (3) sind alle von 
einander verschieden oder wiederholen sich u Male periodiseh, je nach- 
dem FE eine zufällige oder eine zur Periode u gehörende elliptische Ecke 
ist. Auf diese Weise ergiebt sich: Ist m die Anzahl der Cyelen, welche 
die im Ellipseninnern gelegenen Eeken von P, bilden, so finden wir diesen 
Cyclen entsprechend m verschiedene wesentliche Relationen (3) für die Er- 
zeugenden Vi, ..., Vn, wobei im Falle eines zur Periode u gehörenden 
Cyelus elliptischer Ecken die linke Seite von (3) als u Potenz geschrieben 
werden kann. 

Als Beispiel möge hier vorderhand die Modulgruppe dienen, für 
welche diese Verhältnisse in „M.“ I pg. 452 erörtert sind. Man be- 
merke überdies, dass bei einem Normalpolygon für gewöhnlich zu einer 
zufälligen Ecke eine dreigliedrige Relation Va, Va, Va, = 1 gehört, 
während eine elliptische Ecke eine Relation der Gestalt Vf = 1 liefert. 

Es gilt nun aber weiter der Satz: Mit den m von den Ecken des 
Polygons P, gelieferten Relationen sind bereits alle wesentlichen Relationen 
gewonnen, welche für die erzengenden Substitutionen Vi, Va, - - :, Vn be- 
stehen, d. h. alle überhaupt existierenden Relationen lassen sich in einer 
sogleich noch nüher zu bezeichnenden Weise aus jenen m Relationen her- 
stellen. Beim Beweise dieses Satzes bleibt die für die Modulgruppe in 
„M.“ I pg. 452 fl. durchgeführte Überlegung nicht nur vollgültig be- 
stellen, sondern sie erweist sich sogar auch jetzt noch als völlig aus- 
reichend, so dass es genügen wird, wenn wir hier nur die Gesichts- 
punkte der fraglichen Überlegung kurz andeuten. 

Liegt irgend eine Relation: 


(4) yeye y> | 


a, da ay 


vor, welche links insgesamt N = «, + œ + ::: + a, symbolische Fac- 
toren aufweist, so bilde man die N + 1 Substitutionen: 


2 & a @ a g < 
e è o m l { 1 € 1 = 2 . o o 7 l e e oè ’ 
1, ur ? m ? ? \ a, I a, | da ? ) rA P I l a ‚a 


f ) 
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wobei jede folgende Substitution aus der nächst vorhergehenden durch 
Zusatz eines weiteren Factors entsteht. Von den zugehörigen N +1 
Polygonen des Netzes ist jedes mit dem folgenden benachbart, und das 
letzte ist mit dem ersten identisch. Als Gegenbild der Relation (4) 
entspringt solcherart eine geschlossene Kette von Polygonen des Netzes, 
und umgekehrt liefert auch jede solche Kette leicht ersichtlich eine 
Relation für die Erzeugenden V,,P,,..., Vi 

Es ist nun eine Erleichterung für die Anschauung, wenn wir, wie 
auch in „M.“ I l. ce. an der Stelle der Kette der Polygone’ eine die 
Polygonecken überall meidende geschlossene Curve C treten lassen, 
längs welcher die Polygone der Kette in richtiger Folge angereiht 
sind. Diese Curve C ist dann insoweit willkürlich, dass sie im Innern 
des einzelnen Polygons in ihrem Verlauf beliebig abgeändert werden 
darf, und dass auch die Ein- und Austrittstelle über ihre bezüglichen 
Seiten, jedoch nicht über die Ecken hinaus verschoben werden mögen. 

Ziehen wir, wie Figur 39 andeutet, die Curve C aus einem Po- 
lygon P ohne Überstreichung einer Ecke in ein benachhartes Polygon 
P’ hinüber, so bedeutet das die Einschaltung zweier 
sich identisch aufhebenden Factoren V?-V* an ge- 
wisser Stelle auf der linken Seite von (4); es ist dies 
eine unwesentliche oder, wie wir sagen wollen, iden- 
tische Umformung der Relation (4). Durch wieder- 
holte Anwendung der bezeichneten Veränderung von 
C kann man, wie l. c. noch näher ausgeführt wird, 
die Curve C in eine Reihe von „Schleifen“ auflösen, 
die alle von P, ausgehen und nur je eine Polygonecke der Einteilung 
umkreisen. Die Relation (4) lässt sich somit dureh identische Um- 
formung auf die Gestalt bringen: 


a AA AE A t A We, 





wo sich die links stehenden Factoren auf die fraglichen Schleifen be- 
zichen, deren Anzahl A sein mag. 

Hier ist nun offenbar jeder der A Factoren bereits selbst gleich I 
und stellt in einer nur unwesentlich veränderten Gestalt eine sehon 
im Anschluss an die Ecken von P, in (3) construierte Relation dar. 
Es basiert dieser Umstand einfach auf der Thatsache, dass jede in 
der Polygonteilung überhaupt vorkommende Ecke mit einer Ecke von 
P, äquivalent ist. Um etwa für den ersten Factor von (5) die iden- 
tische Umformung in die betreffende Relation (3) etwas näher zu be- 
schreiben, so wird man zuvörderst eine geeignete cyclische Vertauschung 
der Factoren in der fraglichen Relation (3) vornehmen, was etwa 
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m ( Fi... Va) = 1 liefere. Sodann hat man mit Hilfe einer gewissen 
Substitution V: 
I, (Vis )y= Val, cees Fa) V 


zu setzen oder auch unter Darstellung von V durch Vi, ..., Pr: 


I,(V,, er Vn) =y; "t Pa EF Be), «e 7a) De vi Í 


Beide hiermit vollzogene Umformungen der ursprünglichen Relation (3) 
sind unwesentliche oder identische Umformungen. Die Relationen (4) 
führen demnach stets auf die schon in (3) gewonnenen Relationen 
zurück, deren Vollständigkeit im behaupteten Sinne somit erwiesen ist. 

Es sei gestattet, hier noch zwei kurze Bemerkungen anzuschliessen. 
Einmal nämlich wird man sich sofort überzeugen, dass die m aufge- 
stellten Relationen für die P,, ..., Vn als Folgen der unter III. pg. 148 
formulierten Eigenschaften der Polygonecken angesehen werden kön- 
nen. Auf der anderen Seite bemerke man, dass die „M.“ I pg. 455 
gegebenen Betrachtungen über Gruppenisomorphismus sich auf die 
vorliegenden Verhältnisse ohne weiteres übertragen. Sind irgend n 
gleichartige Operationen U,, Uz, ..., Un fähig, durch Combination 
eine Gruppe von Operationen derselben Art zu erzeugen, so ist diese 
Gruppe mit I’ genau isomorph, falls zwischen den U dieselben Re- 
lationen bestehen, wie zwischen den V *). 


S 8. Fortsetzung: Die Erzeugenden und ihre Relationen bei 
Polyedergruppen sowie bei beliebigen Polygongruppen. 


Bei der Übertragung unserer Überlegungen auf die Polyeder- 
teilungen des projectiven Raumes soll es zunächst ganz gleichgültig 
sein, ob das Polyeder JI, einer nun vorgelegten Gruppe I’ die Kugel 
höchstens in Punkten erreicht oder ob nach den Vorstellungen aus 
dem Anfang des vorliegenden Kapitels unter den Randflächen von IZ, 
auch Teile der Kugeloberfläche vorkommen. Stets siud die Schluss- 
weisen des vorigen Paragraphen unmittelbar und vollständig auf /7, 
und die zugehörige Gruppe I’ anwendbar, wie hier nur kurz angedeutet 
zu werden braucht. 

Die nicht auf der Kugeloberfläche gelegenen Randflächen oder 
Seiten von /7, sind zu Paaren einander zugeordnet und, wenn im 


*) Man vergl. hierzu die in „M.“ I pg. 456 gegebenen Citate auf Arbeiten 
von Cayley und Dyck. In der betreffenden Arbeit von Dyck (Mathem. Ann. 
Bd. 20 pg. 1 fl.) haben, wie es dem ausschliesslich gruppentheoretischen Charakter 
der dort gegebenen Entwicklungen entspricht, die zur Verwendung kommenden 
Polygonnetze nur eine schematische und keineswegs absolute Bedeutung. 
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ganzen n solcher Paare vorliegen, so möge diese Zuordnung in be- 
kannter Weise durch die n Substitutionen V,, Vz, -.., Vau vermittelt 
sein. Es sind alsdann Vi, Vs, -- :, Vn die dem Polyeder Il, entsprechen- 
den erzeugenden Substitutionen der Gruppe T, und die Herstellung des 
gesamten Polyedersystems von II, aus ist ein Bild für die Erzeugung der 
Be I aus Fi, V, --., Vn. 

Die im Kugelinnern gelegenen Kanten von //, mögen sich zu m 
Cyclen zusammenschliessen, die entweder elliptischen oder zufälligen 
Charakter haben. Diese m Cyelen von Kanten liefern m wesentlich ver- 
schiedene Relationen : 


(1) le u 


Ay 


zwischen den erzeugenden Substitutionen, wobei im elliptischen Falle auf 
der linken Seite von (1) etwa u-malige Wiederholung derselben Factoren- 
folge eintritt. Diese Relationen sind wieder die Folgen der unter HI 
pg. 150 formulierten Eigenschaften der Polyederkanten. Im übrigen 
bemerke man, dass sie bei Gebrauch von Normalpolyedern für gewöhn- 
lich die einfachen Gestalten V,V.,V., = 1 und V; = 1 annehmen. 
Auch der Beweis des Satzes, dass ausser den m gewonnenen Re- 
lationen zwischen den Vi, Fo, -.-, Vn wesentlich neue Relationen micht 
mehr bestehen können, lässt sich durch die im vorigen Paragraphen 
entwickelte Überlegung führen. Jede etwa bestehende Relation ver- 
sinnlichen wir vermöge einer die Polyederteilung durchziehenden ge- 
schlossenen Curve C, welche die Kanten und Ecken der Einteilung 
meidet. Durch unwesentliche Abänderungen, welche identische Um- 
formungen der zugehörigen Relation im Gefolge haben, lässt sich die 
Curve C in eine Anzahl von Schleifen auflösen, welche sämtlich von 
einem Punkte des Ausgangspolyeders JI, ausziehen und je nur eine 
Polyederkante umlaufen. Die weiter zum Belege unserer Behauptung 
führende Überlegung gestaltet sich genau wie im vorigen Paragraphen. 
Die eigentlichen Polyedergruppen sind hiermit vollständig erledigt. 
Aber auch für diejenigen Gruppen, welche bereits auf der &-Kugel 
eigentlich discontinuierlich sind, werden die Fragen nach den erzeu- 
genden Substitutionen und ihren Relationen unter Rückgang auf die 
-Polyederteilung vollständig und in einfachster Weise gelöst. Gleich- 
wohl erscheinen die folgenden zusätzlichen Ausführungen über diese 
letzteren Gruppen noch am Platze. 
| Indem wir für den Augenblick unter Wiederaufnahme der frühe- 
ren Vorstellung das Polyeder //, in seiner Gesamtausdehnung, d. h. 
rl: über die Kugel hinausgreifend, auffassen, kann der Fall eintreten, 
| die gesamten Polyederkanten ausserhalb der Kugel verlaufen. Ìn 


í 
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ler That lieferte die im Anschluss an Figur 25 pg. 104 betrachtete 
Gruppe ein hierher gehörendes Beispiel. Wollen wir uns hier der 
Einfachheit halber der Normalpolyeder bedienen und nun Jọ gleich 
wieder auf das Kugelinnere beschränken, so wird eine ebene Rand- 
fläche von II, im Kugelinnern das Polyeder II, stets sogleich in 
ihrer ganzen Ausdehnung begrenzen. Der II, begrenzende Bereich der 
Kugeloberfläche ist von 2» vollständigen Kreisen eingegrenzt, die ent- 
weder durchaus getrennt von einander verlaufen oder im Grenzfall 3 
einander auch irgend wie berühren dürfen. Da im Kugelinnern nun 7 
überhaupt keine Kanten auftreten, so bestehen für die hiermit charak- 
terisierten Gruppen gar keine Relationen zwischen den erzeugenden Sub- 
stitutionen. Wir kommen auf diese Gruppen unten bei verschiedenen 
Gelegenheiten ausführlich zurück. 

Weiterhin wollen wir uns auf solche Gruppen beschränken, welche 
durch Angabe eines einzelnen Polygons P, definiert werden können. 
Diese Gruppen wurden im Verlaufe von $ 5 pg. 160 ff. ausführlich be- 
sprochen. Wir fanden u. a., dass die Randcurven von P, auf die 
Randflächeu des zugehörigen Polyeders Jọ im Kugelinnern weclisel- 
weise eindeutig bezogen waren, sowie vor allem, dass das zu F, ge- 
hörende Polygonnetz N nur mit sich selbst äquivalent ist, selbst wenn 
die zur Gruppe gehörende Einteilung der gesamten Kugeloberfläche 
noch unendlich viele weitere Netze darbietet. 

Man nehme nun zuvörderst an, das zu P, gehörende Netz N sei 
einfach zusammenhängend. Dieses Netz besitzt dann eine geschlossene 
Grenzeurve, ausserhalb welcher entweder ein oder unendlich viele 
weitere Netze sich finden; P, selber ist hier notwendig einfach zu- 
sammenhängend. Jeder geschlossenen Kette von Polyedern entspricht 
nun eine geschlossene Kette von Polygonen des Netzes N und umge 
kehrt. Dabei können wir dank dem einfachen Zusammenhange von N 
hier genau wie bei den Gruppen der hyperbolischen Ebene verfahren und i 
gewinnen so wie dort die gesamten m Relationen. Die Ecken der Poly- 
sonteilung erscheinen hier eben wechselweise eindeutig auf die Kanten 
der Polyederteilung bezogen. 

Ist ferner N unendlich vielfach zusammenhängend, so kann dies ent- 
weder durch unendlich viele isoliert liegende Grenzpunkte oder durch 
unendlich viele Grenzeurven eintreten. Ob das eine oder andere der 
"all ist, macht für unsere Überlegung keinen wesentlichen Unterschied 
aus; die Formulierung der Sätze möge sich etwa auf den Fall unend 
lich vieler Grenzeurven beziehen. Wir haben hierbei eine Fallunter 
scheidung nach dem Zusammenhang des Ausgangspolygons P, selbe 
zu treflen. 
























| 
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Ist erstlich X, einfach zusammenhängend, so können wir wegen 
des unendlich hohen Zusammenhanges von N beliebig viele geschlos- 
sene Polygonketten nachweisen, deren zugehörige Curven C sich nicht 
in Schleifen um die Eckpunkte von N auflösen lassen. Es steht hier 


~ ja sofort frei, im Innern von N um eine und damit sogleich um un- 


endlich viele Lücken herum eine geschlossene Curve zu legen, welche 
sich ersichtlich nicht mehr allein in Schleifen um die Eckpunkte auf- 
lösen lässt. Relationen zwischen den V, Vo, ..., Fh, welche man aus 
den Eckpunkten des Netzes nach der bisher befolgten Art gewinnt, 
mögen nun als primäre Relationen bezeichnet werden; ihnen reihen sich 
als secundäre Relationen alle diejenigen an, welche im Falle nicht ein- 
fach zusammenhängender Netze von geschlossenen Curven der letzten 
Art herrühren *). 

Während nun die primären Relationen von den Ecken des Poly- 
gonnetzes N aus sich ohne weiteres erledigen, sind die secundären 
ohue Recursion auf die Polyederteilung nicht recht verständlich; doch 
klärt sich ihre Eigenart ohne weiteres auf, wenn wir die Polyeder- 
teilung wieder in Betracht ziehen. Unter den von den Kanten des 
Polyeders II, zu liefernden gesamten m Relationen mögen m, primäre 
auch aus den Ecken von P, abzuleiten sein. Es bleiben dann eben 
noch m, = m — m, secundäre Relationen übrig, welche von den Cyclen 
derjenigen im Innern der &- Kugel gelegenen Kanten von II, geliefert wer- 
den, deren eingrenzende Randflächenpaare nicht benachbarte handceurven 
von P, liefern. Die hier zur Geltung kommenden Kanten reichen eben 
nicht bis an die &-Kugel heran, so dass ihnen keine Polygonecken 
entsprechen. Die v um eine solche Kante herumliewsenden Polyeder 
liefern eine gürtelförmig auf der &-Kugel gelegene Kette von Polygonen 
des Netzes N. 

Auf die Constitution des Polygonnetzes N fällt von diesem Re- 
sultate aus neues Licht. Sehen wir für den Augenblick das Hinweg- 
schieben einer Curve C über Ecken der Einteilung als erlaubt an, so 
giebt es immer noch m, inäquivalente Classen elementarer geschlosse- 
ner Wege in N, d. h. solcher Wege, welche sich ohne Hinwegschiebung 
"über Grenzpunkte oder Lücken nicht auf Punkte zusammenziehen lassen. 
Der allgemeinste geschlossene Weg in N lässt sich aus elementaren 
Wegen dieser Art aufbauen. 

Arbeiten wir mit ebenflächigen Polyederu, wie wir hier der Ein- 
che halber voraussetzen wollen und was ja z. B. beim Gebrauch 


be *) Vergl. hierzu $. Ritter, „Die eindeutigen automorphen Formen rom Ge- 
schlechte null“, Matliem. Ann., Bd. 41 pg. 8 (1392). 
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von Normalpolyedern immer der Fall sein würde, so sind die Rand- 
curven von P; ausschhesslich Kreise. Fixiert man nun den zu einer 
secundären Relation: 


yeye. y” =] 
4 


to Uy 


gehörenden Gürtel von Polygonen P,, Pis --- Pr, so erscheinen diese 
Polygone von einander durch v Kreisbogen abgegrenzt, die durch zwei 
gemeinsame Punkte laufen. Man könnte diese Punkte als „ideale“ Ecken 
bezeichnen, wobei immer noch zwischen zufälligen und elliptischen 
Ecken zu unterscheiden wäre; und man findet solchen idealen Polygon- 
ecken die secundären Relationen in genau derselben Art zugehörig, 
wie den realen Ecken die primären. Man bemerke zum Schluss: P, 
(und damit jedes Polygon) gehört v unterschiedenen Gürteln der vor- 
liegenden Classe an, falls es sich um eine zufällige Ecke haudelt, da- 
gegen vy Gürteln, weun der elliptische Fall der Periode u vorliegt und 
vou = v gesetzt wird. | 

Etwas mannigfaltiger gestalten sich die Verhältnisse, falls 2, 
mehrfach zusammenhängend ist; doch lassen sich natürlich auch hier | 
alle etwa eintretenden Fragen nötigenfalls durch Rückgang auf die 
Polyederteilung leicht beantworten. Man stelle sich vor, P,- sel vou 
einer im Netze N geschlossenen Curve C durchzogen, welche eine 
in P, vorhandene Öffnung umschliesst. In dieser Öffnung werden 
unendlich viele weitere Polygone und also auch Grenzpuukte des 
Netzes N liegen. Gleichwohl können wir C ohne jede Änderung der 
zugehörigen Relation zwischen den Vi, Vo, --., Vn über die in Rede 
stehende Lücke hinüberschieben, was man zumal uuter Rückgang auf 
die Polyederbildung unmittelbar verständlich finden wird. Lässt sich 
nun jede Curve C des Netzes durch derartige Abänderungen und übrigens 
Hinwegschiebung über Ecken auf einen Punkt zusammenziehen, so treten 
trolz unendlich hohen Zusammenhanges von N nur primäre Relationen 
ein. Wir haben hierbei die Begriffe der primären und secundären 
Relationen in sofort verständlichem Sinne allgemein gebraucht und 
bemerken übrigens, dass sich der oben besprochene Fall, in welchem 
überhaupt keine Relation zwischen Vi, Vs, ..., Vn vorhanden ist, hier 
einordnet. 

Letzten Endes ist es möglich, dass nicht jede geschlossene Curve 
C durch Abäuderungen der gedachten Art auf einen Punkt zusammen- 
gezogen werden kann. Es erfordert dies, wie wir nebenher bemerken 
wollen, notwendig das Auftreten von Ecken und damit von primär 
Relationen. Daun treten wieder secundäre Relationen auf; ist m, d 
Anzahl der primären Relationen, so bleiben m, = m — m, Cyclen vy 
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Kanten des Polyeders JI, über, die gänzlich im Innern der Kugel ver- 
laufen, nnd denen demzufolge keine Ecken von P, entsprechen; diese 
Cyclen liefern die secundären Relationen. Die behandlung der secun- 
dären Relationen auf Grund der das Netz N nicht erreichenden Kanten 
von II, gestaltet sich im vollen Umfange genau so, wie im schon erledigten 
Falle eines einfach zusammenhängenden Polygons P,. 

Hiermit ist die allgemeine Besprechung der Gruppenerzeuguns 
beendet. 


$ 9. Einführung der geschlossenen bez. teilweise geschlossenen 
Flächen bei Polygongruppen erster und zweiter Art. 


Behufs Einführung neuer wichtiger Gestalten der Discontinnitäts- 
bereiche bei Polygongruppen, sowie um die späteren functionentheo- 
retischen Untersuchungen vorzubereiten, wollen wir jetzt von der in 
„M.“ I aufs häufigste angewandten Maassregel Gebrauch machen, ein 
einzelnes Polygon durch Zusammenbiegung seiner auf einander bezogenen 
Randeurven in eine im Raume gelegene Fläche F zu verwandeln. Wir 
wollen hierbei auch im Falle der Rotationsgruppen an ein auf der 
&-Kugel gelegenes Polygon anknüpfen. Haben wir dann ein Polygon der 
ersten Art, so ist die Fläche F eine vollständig geschlossene; von diesem 
Falle handeln wir zunächst allein *). 

Es sei sogleich ausdrücklich betont, dass die geschlossenen Fli- 
chen hier einstweilen allein im Sinne der analysis situs in Unter- 
suchung gezogen werden, und dass sie überhaupt nur erst in diesem 
Sinne als bestimmt anzusehen sind. Es wird späterhin erst noch aus- 
führlicher Untersuchungen bedürfen, die Gestalt der Fläche genauer 
zu fixieren und ihre Beziehung zum Polygon analytisch zu fundieren. 
Immerhin ist es eine wesentliche Erleichterung der Sprechweise, wenn 
wir die Beziehung der geschlossenen Fläche zum Polygon und damit 
zur &-Kugel schon hier als eine im allgemeinen „conforme“ benennen; 
wir wollen damit hier nur zum Ausdruck bringen, dass die Umgebung 
eines Punktes der &-Kugel im allgemeinen eindeutig auf die Umgebung 
des zugeordneten Flächenpunktes bezogen ist. 

In „M.“ I erschien die Fläche der zugehörigen Gruppe eindentig 
zugeordnet. Dasselbe ist hier vielfach, aber keineswegs stets der Fall. 


*) Bei einer Hanptkreisgruppe des ersten Typus, die auf dem Mauptkreise 
eigentlich discontinuierlich ist, würde ein für die eine durch den Hauptkreis abge- 
trennte Kalotte gebildetes Polygon, für sich genommen, nach früheren Entwick- 
lungen ein Polygon zweiter Art sein. Man hat in diesem Falle, wie wir kurz in 
Erinnerung bringen, das am Hanptkreis entworfene Spiegelbild anzufügen und auf 
das so rervollständigte Polygon den im Texte bezeichneten Process anzuwenden. 


Fricko-Klein, Automorphe Wunctionen. I 12 
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Man erinnere sich nämlich, dass der Diseontinuitätsbereich einer Poly- 
eongruppe allgemeinster Art aus u getrennten Polygonen Pos Pos +- 
PU" besteht, wobei die Randeurven jedes Polygons immer nur wieder 
auf Randeurven desselben Polygons bezogen sind. Hier also würden 
wir u unterschiedene Flächen als der Gruppe zugehörig finden; und 
es sind z. B. die Geschlechtszahlen p, d. h. die Grade des Zusammen- 
hanges dieser Flächen, wie wir noch sehen werden, in keiner Weise 
an einander gebunden. 

Die einzelne der eben betrachteten Flächen F können wir offen- 
bar derjenigen Untergruppe T' zuordnen, welche alle Substitutionen 
des vom zugehörigen Polygon P, zu erzeugenden Netzes in sich um- 
fasst. Es ist bei dieser Sachlage zweekmässig, dass wir uns hier gleich 
wieder auf Gruppen T' beschränken, bei denen ein nur mit sich selbst 
äquivalentes Netz N auftritt, die also durch ein eimzelnes Polygon P; 
vollständig definiert werden können. Doch bemerke man, dass die Fläche 
der Gruppe auch dann noeh nicht eindeutig zugeordnet ist; denn auch 
bei einer Gruppe der eben gemeinten Art kann der Discontinuitäts- 
bereich neben P, weitere Polygone Py, Py, --- enthalten, welehe 
ihrerseits auf ganz andere Flächen führen als P,. Wo auf der I'in- 
deutigkeit besonderer Nachdruck liegt, werden wir also die Fläche F als 
‚Attribut des Polygons P, bez. des von ihm erzeugten Netzes und nicht als 
tiribut der Gruppe IT’ ansehen. 

Die mechanische Umgestaltung eines Polygons P) in die zuge- 
hörige Flüche F ist zumeist umständlich, begrifflieh hat diese Ope- 
ration jedoch keinerlei Schwierigkeiten. Übrigens ist durchaus erlaubt, 
das Polygon P, vermöge der Zusammengehörigkeit seiner Ilandeurven direct 
als geschlossene Mannigfaltigkeit anzusehen, indem wir, wie aueh in „M.“ ] 
häufig, die einander zugeordneten Randpunkte direct identisch setzen. 
Halten wir an der Vorstellung der im Raume geschlossenen Fläche 
fest, so haben wir vor allem folgendes zu eonstatieren: Durch die 
beziehung des Polygons P, auf T ist sogleich eine Beziehung des gesamten 
zu Po gehörenden Polygonnetzes N auf die Fläche IF festgelegt; diese De- 
ziehung ist im allgemeinen eine eonforme in dem oben verabredeten Sinne, 
indem sie nämlich einzig in den elliplischen und parabolischen Ecken in 
einer aus „M“ I bekannten Art den Charakter der Conformität einbüsst. 
Wir kommen hierauf bei den späteren funetionentheoretischen Unter- 
suehungen zurück. 

Wenn wir eben die Frage discutierten, inwieweit der einzelnen 
Gruppe eine zugehörige Fläche F eindeutig zugeordnet war, so hatten 
wir dabei die /nvarianz von I gegenüber erlaubter Abänderung von P, 
bereits stillschweigend voransgesetzt. Um hierauf jetzt etwas näher 
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einzugehen, so denken wir auf der geschlossenen Fläche F die von 
den zusammengehefteten Randcurven des Polygons P, herrührenden 
Linien markiert. Wir fassen dieselben in bekannter Weise als ein 
Schnittsystem auf, durch welches die Fläche, ohne zerstückt zu werden, 
in eine einfach oder noch mehrfach zusammenhängende Fläche zerlegt 
wird, je nachdem P, einfach oder mehrfach zusammenhängend ist. 
Fine erlaubte Abänderung des Polygons ist num auf der Fläche F cin- 
fach eine Abänderung in der Lage des Schnittsystems, bei welcher die 
Fläche als solche unverändert bleibt. Insbesondere wird die den Grad 
des Zusammenhangs von I’ messende Geschlechtszahl p der Fläche gegen- 
über erlaubter Abänderung invariant sein. Wir werden demgemäss das 
Geschlecht p als ein Attribut des Polygons P, und dadurch mittelbar auch 
der Gruppe I’ ansehen, wie dies auch in „M.“ I pg. 339 ff. geschah. 
Dabei bemerke man sogleich, dass im Falle eines einfach zusammen- 
hängenden Netzes N das hier in Rede stehende Schnittsystem die 
Fläche F in eine einfach zusammenhängende Fläche zerschneidet. 

Der Leser der Modulfunctionen versteht ohne weiteres die fuuc- 
tionentheoretische Wichtigkeit der hier entwickelten Vorstellungen. 
An gegenwärtiger Stelle können wir jedoch nur erst die gruppen- 
theoretisch-geometrischen Verhältnisse erörtern. In dieser Hinsicht 
werden uns die geschlossenen Flächen sogleich zu einer neuen und 
wichtigen Gestalt der Discontinuitätsbereiche von Polysongruppen hin- 
führen. Bevor dies indessen ausgeführt wird, beanspruchen die Gruppen 
der zweiten Art hier eine besondere Betrachtung, da sie an vorliegender 
Stelle in der That zur Aufstellung neuer Gesichtspunkte Anlass geben. 

Es sei irgend eine Polygongruppe zweiter Art I’ vorgelegt, welche 
durch Angabe eines einzelnen Polygons zweiter Art P, definierbar ist. 
Indem wir die pg. 138 eingeführte Bezeichnung der Seiten erster und 
zweiter Art für die Randeurven dieses Polygons P, wieder aufnehmen, 
wird P, wenigstens eine Seite der zweiten Art aufweisen. Längs der- 
selben wird mit P, ein Polygon P, benachbart sein, welches aus A 
durch die Substitution zweiter Art 1, der Gruppe I’ hervorgelit. Die 
Polygone P, und P, zusammen genommen liefern ein zur besseren 
Unterscheidung dureh P zu bezeichnendes Polygon erster Art, welches 
der in T` enthaltenen ausgezeiehneten Untergruppe I’ erster Art vom 
Index zwei zugehört. 

Wir untersuchen nun, welehe Folgerungen diese Verhältnisse für 
die zum Polygon erster Art PY gehörende geschlossene Fläche F’ 
nach sich zielen, und gehen zu diesem Ende auf die reguläre Kin- 
he. m, R, P, „e. zurück, die 
pg. 137 eingeführt wurde. Üben wir die Substitution I‘, aus, so geht 


D 


teilung zweiter Art der Poly 


9% 
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P, in P, über und P, in ein benachbartes Polygon ?,, welches be- 
züglich I’ mit P, äquivalent ist. Das Polygon erster Art Pý geht 
somit in eine neue Gestalt über, die indes durch erlaubte Abänderung 
wieder genau in die ursprüngliche Lage zurückgeführt werden kann; 
die beiden Polygone zweiter Art P, und 7, erscheinen dabei gerade 
ausgetauscht. Die geschlossene Fläche I” wird demgemäss der nicht 
weiter speeificierten Substitution zweiter Art V, entsprechend eine Trans- 
formation zweiter Art, d. h. eine solche mit Umlegung der Winkel, in sich 
erfahren. Bei dieser Transformation tauschen sieh diejenigen beiden 
durch F und J zu bezeichnenden Teile von F’ aus, welche den Poly- 
sonen zweiter Art P, und P, entsprechen. 

Die aufgefundene Transformation der Fläche 7” in sich ist nun 
von der Periode zwei, da die einmalige Wiederholung von V, eine Sub- 
stitution erster Art von I’ liefert. Dem entspricht es nach den in 
„M.“ I pg. 320 ff. entwickelten Vorstellungen, dass inmerhalb I” die | 
Gruppe erster Art I’ eine ausgezeichnete Untergruppe vom Index zwei ) 
ist. Zugleich aber bedingt der Übergang von der Polygonteilung zur 
geschlossenen Fläche gegenüber den im vorigen Kapitel pg. 137 u.f. 
geschilderten Verhältnissen eine wichtige Vereinfachung. Sollte eine 
reguläre Polygonteilung zweiter Art eine symmetrische sein, so mussten 
in der Gruppe 1’ notwendig Substitutionen zweiter Art der Periode 
zwei enthalten sein, was aber keineswegs immer der Fall war. Die 
anfgefundene Transformation der Fläche F” in sieh ist immer von der 
Periode zwei, und F” heisst in diesem Siune stets eine symmetrische 
Jläche. 

Wir haben auf diese Weise Anschluss an die Theorie der sym- 
metrischen Flächen gewonnen, welehe von Klein wiederholt behandelt 
ist. Man vergl. vor allem die Schrift „Über Riemann’s Theorie der 
algebraischen I unctionen und ihrer Integrale“ *) pg. 12 ff., wo die frag- 
lichen Flächen zum ersten Male aufgezählt und in ihrer terene 



















als Itiemann’sche Flächen näher betrachtet sind. Die Untersuchung 
von Weichold „Die symmetrischen Riemann’schen Flächen und die Pe- 
rtodieitiitsmoduln der zugehörigen Abel’schen Integrale“ ®*) schliesst sich 
hier an, und es sei gestattet, auch auf die zahlreichen in „M.“ I be- 
trachteten Flächen unserer Art hinzuweisen. Auf den weiteren Ausban 
der Theorie der symmetrischen Flächen namentlich nach der funetionen- 
theoretischen Seite ist Klein neuerdings in Vorlesungen zurückge- 
kommen, sowie in einem besonderen Aufsatze: „Über Realitätsver- 


*) Leipzig (Teubner) 1882. 
“*) Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 28 pg. 321 (1883). 
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hältnisse bei der einem beliebigen Geschlechte zugehörigen Normaleurv 
der o“ *). 

Einige nähere Ausführungen über symmetrische Flächen werden 
hier um so mehr am Platze sein, als dieselben von der Gestalt der 
Polygone zweiter Art in neuer Weise verständlich werden. Wir haben 
hier vor allem an die Symmetrielinien der einzelnen Fläche 7" angu- 
knüpfen, welche bei der Transformation zweiter Art der Fläche 7” in 
sich Punkt für Punkt sich selbst entsprechen. Die einzelne solche 
Syminetrielinie ist eine geschlossene, nirgends eine Einknickung er- 
fahrende Curve auf 7”. Es kann sehr wohl sein, dass Symmetrie- 
linien überhaupt nicht auftreten; jedenfalls ist ihre Anzahl < p + 1, 
unter p das Geschlecht von F” verstanden, wie l. c. bewiesen wird. 

Die Symmetrielinien von F’ rühren nun offenbar von den Sym- 
metriekreisen der in I’ enthaltenen Spiegelungen her. Die Seiten 
zweiter Art des Polygons P,, welehe Teile solcher Spiegelkreise sind, 
reihen sich auf Grund der Zuordnung der Randeurven des Polygons 
zweiter Art P, in geschlossene Ketten zusammen. Ist nämlich der 
Endpunkt einer fraglichen Polygonseite Fixpunkt einer elliptischen 
Substitution der Periode v, so reiht sich ein weiteres Glied der Kette 


ee Fe 


unter dem Winkel = an; den parabolischen Fall mögen wir hierbei 
mit v = œ subsumieren. Ist der Endpunkt eine zufällige Ecke, so 
reiht sich das nüchste Glied erst nach Durchlaufung eines offenen 
Eekeneyclus der Winkelsumme x an. Beides wird man leicht aus der 
Eigenart des Polygonnetzes ablesen. Die einzelne geschlossene Kette von 
Seiten zweiter Art des Polygons P,, die wir so bilden mögen, liefert num 
ersichtlich eine geschlossene Symmetrielinie auf F’. Mau wird dabei aus 
der fertigen Polygonteilung ohne besondere Mühe ableiten, dass die 
auf einander folgenden Glieder der einzelnen solchen Kette im allge- 
meinen äquivalenten Symmetriekreisen augehören, dass indessen in 
einem elliptischen Fixpunkte mit yerwlem v, den Fall r =~ einge- 
schlossen, der Übergang auf einen nicht äquivalenten Symwmetriekreis 
stattfinden kann. Die weitere Durchführung dieser Überlegung gehört 
der Einzeluntersuchung an. Wir begnügen uns mit der Angabe des 
Satzes, dass die Amzahl der Symmetrichinien auf F° die Anzahl der 
Classen in T enthaltener Spieyelmngen jedenfalls nicht übertrifft. Im Falle 
der Modulgruppe haben wir zei Classen von Spiegelungen und cine 













Syunmetrielinie. 
Es liegt sehr nahe, die symmetrischen Flächen von gleichem p 





*) Mathem. Annalen, Bd. 42 pg. 1 11892); autogrnphierte Vorlesungen über 
femann’scbe Flächen, Heft II (1891-92). 
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nach der Anzahl ihrer Symmetrielinien zu celassificieren. JIndessen 
würde eine solche Classification noch ungleichartige Flächen zusam- 
menfassen. Neben der Zahl der Symmetrielinien muss man noch 
eine Unterscheidung berücksichtigen, welche Klein durch die Worte 
„orthosymmetrisch“ und „diasymmetrisch“ bezeichnet. Denkt man F” 
längs aller Symmetrielinien aufgeschnitten, so bleibt die Fläche dabei 
entweder noch zusammenhängend, oder sie zerfällt in zwei getrennte 
Stücke; im ersteren Falle heisst sie diasymmetrisch, im letzteren ortho- 
symmetrisch; eine Fläche ohne Symmetrielinien ist natürlich diasym- 
metrisch. Die Bezeichnungen sind von der Diametral- und Ortho- 
gonalprojection der- Kugel in sich hergenommen. Bei gegebenem p 





hat man [e Arten orthosymmetrischer Flächen bez. mit p + 1, 


p— 1, p— 3, ... Symmetrielinien, dagegen (p + 1) Arten diasym- 
metrischer Flächen, die der Reihe nach p, p — 1, p— 2, ..., 2,1,0 
Symmetrielinien besitzen. 

Es tritt nun die Frage auf, wie man allein an dem Polygon 
zweiter Art P, zu entscheiden vermag, ob F” dia- oder orthosymme- 
trisch ist. Der pg. 135 (unten) formulierte Satz über die Zuordnung der 
Randcurven des aus P, und P, zusammengesetzten Polygons erster Art 
liefert unmittelbar folgende Antwort: Die symmetrische Fläche F” ist 
orthosymmetrisch oder diasymmetrisch, je nachdem die Seiten zweiter Art 
von P, ausnahmslos Symmetriekreise von Spiegelungen der Gruppe T sind 
oder nicht. — 


| 




















Es würde nicht schwer sein, die in diesem Paragraphen durch- 
geführten Überlegungen wenigstens teilweise auch auf die Polyeder 14 
auszudehnen; doch würde dies für die späteren Untersuchungen zweck- 
los sein und soll daher unterbleiben. 


s 10. Die kanonischen Discontinuitätsbereiche der Polygongruppen. 


Die geschlossenen Flächen F führen uns zu neuen und wichtigen 
Gestalten der Discontinuitätsbereiche solcher Polygongrnppen erster 
Art hin, welche durch ein einzelnes Polygon M, definierbar sind. Eine 
erlaubte Abänderung von P, bedeutet für die Fläche Z’ eine Abände- 
rung des Schnittsystems. Umgekehrt wird der Übergang zu einem 
neuen Schnittsystem stets auf eine erlaubte Abänderung von P, hin- 
auskommen. Unter Benutzung dieser Sachlage knüpfen wir, um eine 
für spätere Zwecke möglichst geeignete Gestalt von P, zu gewinnen, 
an die Vorstellung eines aus p Paaren conjngierter Rückkehrschnitte 
bestehenden kanonischen Schnittsystems an, wie ein solches ausführlich in 
„AL“ I pg.495 besprochen wurde. Wir nennen, wie damals, diese Schnitte 
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le... und fügen noch die Schnitte ©, Cs, .- -, €p gleich- 
falls in der damaligen Weise an. In Figur 40 ist dies für das Geschlecht 
p= 2 dargestellt; der gemeinsame j 
Anfangspunkt / der Schnitte e soll Mi 
jedenfalls nicht von einer elliptischen £, 

oder parabolischen Ecke des ursprüng- a, j 
lichen Polygons herrühren. Es wird 
öfter zweckmässig sein, die Schnitte c PS 

direct an der Kreuzungsstelle der go ___-—; HF 

Schnitte a und b einmünden zu las- N FEER 
sen; doch werden die zunächst anzu- 7 EN | 
stellenden Überlegungen ein wenig č n K 
einfacher, wenn wir an der Anord- 
nung der Figur 40 festhalten. 

Für die vorliegenden Zwecke ist das Schnittsystem erst noch 
weiter zu vervollständigen. Möge die Polygonteilung im ganzen n Clas- 
sen elliptischer oder parabolischer Ecken darbieten, so werden auf der 
geschlossenen Fläche £ gewisse n Stellen ei, @&, ..., €a vorkommen, 
die elliptischen oder parabolischen Polygonecken entsprechen, und für 
welche dementsprechend die Conformität der Beziehung zwischen 7 
und dem Polygonnetz Einbusse erleidet. Diesem Umstande entsprechend 
ziehen wir von E aus die n Schnitte di. d, ..., da nach den frag- 
lichen Punkten &,, ..., &. Alle (n + 3p) Schnitte a, b, ce, d sollen 
stetig gekrümmte Linien sein. In Figur 40 ist der Fall n = 3 darge- 
stellt; man überzeuge sich, dass die Ufer der (n + 3p) gezogenen Schnitte 
eine einzige zusammenhängende Kette von lhandcurven darstellen, 
welche F in einen einfach zusammenhängenden Bereich verwandelt. 

Die solcherweise zerschnittene Fläche 7" wolle man nun auf Grund 
der Beziehung zwischen der Fläche F und dem vom Polygonnetz be- 
deckten Bereich der &-Kugel auf letztere übertragen. Als Abbild 

erhalten wir ein zusammenhängendes und, wie wir noch sehen werden, 
von hyperbolischen und loxodromischen Ecken freies Polygon, welches 
in demselben Umfange ein Discontinuitätsbereieh der Gruppe ist. wie 
das ursprüngliche Polygon P,. Das gewonnene nene Polygon benennen 
E dem gewählten Querschnittsystem entsprechend, als einen kanonischen 
 Discontinwitätsbereich oder ein kanonisches Polygon der Gruppe und be- 
zeichnen es gleich selbst wieder durch P,. Die Theorie der kanonisehen 
Discontinuitätsbereiche ist ihrem wesentliehen Inhalte nach von Klein 


m seiner Arbeit „Neue beiträge zur Itiemann’schen IFunetionenthceorie" *) 


Fig. 40. 






t) Matbem. Annalen, Bd. 24 pg. 186 (1882). 


r 
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entwickelt. Doeh bezieht sich die dortige Darstellung nur auf Haupt- 
kreisgrůppen, die auf dem Hauptkreise selbst nieht eigentlich discon- 
tinuierlich sind; die Verhältnisse liegen da insofern besonders einfach, 
als P, stets cl zusammenhängend ist, was bier im allgemeinen 
keineswegs zu ist. Wir werden hierüber einstweilen keine 
besonderen Voraussetzungen machen. 

Der Punkt 7% der Fläche F liefert nun im ganzen (n + p) zu- 
fällige, in einen Cyelus zusammengehörende Ecken des kanonischen 
Polygons P,. Wir wollen hier zunächst den zwischen zwei auf ein- 
ander folgenden Ecken des eben gemeinten Cyclus gelegenen Teil des 
Polygonrandes in Betracht ziehen, weleher von einem einzelnen Tripel 


erwarten 


E von Schnitten c, a, b herrührt. Aus Figur 41, in wel- 

am ; . i i 

/ «cher dieses Tripel von Schnitten nochmals dargestellt 
aoo f 
œ œ< ist, lesen wir ab, dass dasselbe von Æ abgesehen zwei 


| weitere Cyclen und zwar zu drei bez. vier Ecken liefert; 


F 7" die Ecken dieser Cyclen seien generell durch & bez. 
ul bezeichnet. Das Abbild der Ufer der Schnitte liefert 
A dementsprechend eine Kette von acht stetig gekrümmten 
js nw Randeurven, die natürlich im allgemeinen nicht kreis- 


förmig gestaltet sind. 


In Figur 42 


ist schematisch die 


Wette dieser 


acht Randeurven dargestellt und durch Nummerierung 


des näheren auf Figur 41 bezogen. 


Die vier Paare auf einander be- 


wie 
Es soll natürlich ın Keime 


zogener Randenrven liefern die Substitutionen Fa, Va, Vo und Fe, 
in der Figur im einzelnen angedentet ist. 
oc ausgeschlossen sein, dass gelegentlich eine der Substitutionen 

Va, Va, Ko, Fo gleich 1 ist. Welches Bild der Polygonrand in diesen 
Fällen im speciellen darbietet, werden wir gleich näher untersuchen; 


-. # 
E e" 





. pa 
Far Ay £ 
f aj] 
y Be > er P; , i 
EN eh N E i 
E' € je 
u 
L% B er 5 
ls 
Fig. 12 


es werden dann eben 
lezen, 


gewisse Randcurven, die in Figur 42 getrenn 


eoineidteren. 
Weit einfacher Die beiden Ufe 


erledigen sich die Sehnitte d. 
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des einzelnen solehen Schnittes liefern zwei auf einander folgende 
tandeurven von P, die dureh eine elliptische oder parabolische Sub- 
stitution auf einander bezogen sind. Der von den beiden fraglichen 
Randeurvren gebildete Eckpunkt von P, liefert einen Fixpunkt der zu- 
gehörigen Substitution. Wir bezeichnen die r in diesem Sinne von 
di, e- da gelieferten Substitutionen durch 73, ..., Fhe 

Es ist nun sehr leicht, ein endgültiges Resultat über die Gestalt 
des kanonischen Polygons /} zu gewinnen. Offenbar gilt unter Vor- 
behalt der näheren Un- 
tersuchung der Mög- ee 
lichkeit direct mit ein- b Zu 
ander in Coineidenz © L 
befindlicher Randceur- | 
ven Folgendes: Jst das vos ® 4 
kanonische Polygon P, IH 
als solches einfach zu — y x 
sammenhängend. so ist `. 
es von (2n + Sp) stetig t2 7 
gekriimmten, aber nicht 
notwendig kreisförmigen N a 
Randeurven begrenzt, es 
welche sich zu 2n den / 
Schnitten d entsprechen- N 
den Curven und weiteren b Tr 
p consecutiven Sticken OON pey DR, 
vom Typus der Figur 42 i EN l 
an einander reihen. Die- Se 
sem Polygon entsprechen Fi as 
(n + 4p) Erzeugende der 
(ruppe, nämlich die n elliptischen oder parabolischen Substitutionen : 


(1) E M Fa 
und weitere 4p Substitutionen: 


(2 An; Fr, I Wi (k = Ta > eng Dr 


u 
\ 

han 

Qy 
Y 


deren Charakter sich allgemein nicht näher bestimmen lässt. In Figur 45 
ist der schon vorhin (in Figur 40) betrachtete Fall n= 5, p=? dureh 
eine schematische Zeichnung näher erläutert; P, ist mer als einfach 
zusammenhängend angenommen. 

Auf Grund der primären Relationen, welche zwischen den Er- 
zeugenden bestehen, lässt sich die Anzahl derselben erheblich redu- 
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cieren., Das kanonische Polygon P, hat n elliptische oder parabolische 
Ecken und (n + 8p) zufällige, die sich in (2p + 1) Cyclen zusammen- 
ordnen; wir wollen die zugehörigen (n + 2p + 1) Relationen für die 
Substitutionen (1) und (2) aufstellen. 


Erstlich liefere die Stelle e; der Fläche F eine elliptische Polygon- 
ecke des Winkels a daun ist V; von der Periode /;, und es gilt die 


Relation : 


(8) v! =1, 


Um Weitläufigkeiten in der Ausdrucksweise zu vermeiden, wollen wir 
auch im parabolıschen Falle, d. i. für l; = œo, unter pi die identische 
Substitution 1 verstehen. Wir brauchen dann bei Benutzung der Re- 
lationen (3) nicht immerfort die parabolischen V; auszuschliessen. 

Der Punkt Æ der geschlossenen Fläche liefert für 2, einen Cyclus 
von (n -+ p) Ecken, wobei die n Substitutionen V; und die p Sub- 
stitutionen V., zur Geltung kommen. Mit Hilfe der Figuren 40 und 43 
stellt man als Gestalt der zugehörigen Relation leicht fest: 


(4) 1 BT, 


in Figur 40 entspricht derselben der in der Pfeilrichtung um den Punkt 
FE ausgeführte Umgang. 

Es folgen weiter die p Paare der Punkte e und €, welche zu 2p 
Relationen führen; man bestimmt dieselben mit Hilfe von Figur 41 
und 42 zu: 


(5) Vae Vae Vr =l wm WM N KRel. 


Weitere primäre Relationen bestehen nicht. 

Die in Aussicht genommene Reduction in der Anzahl der Er- 
zeugenden vollzieht sich nun auf Grund der Relationen (5); denn offen- 
bar können wir die 2p Substitutionen Va und V. durch die übrigen 
wie folgt ausdrücken: 


(6) Va =W Rn, Vem Ve Va ea 


Hiermit ist folgendes Ergebnis gewonnen: Das zunächst erhaltene Sy- 
stem der Erzeugenden lässt sich auf die (n + 2p) Substitutionen : 


7 ag r 
(7) Fis K, ee Va nn biy e. ag Vap V, 


p 


reducieren; zwischen ihnen bestehen dic (n + 1) Relationen: 


(8) yl E ye | x 7a s la 


1 ) 2 ) 
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n p 


(9) I Kir. v1, 


en k=l 
womit die primären Relationen im wesentlichen erschöpft sind. Eine 
weitere Reduction in der Anzahl der Erzeugenden erscheint ausge- 
schlossen. — 

Diese allgemeinen Entwicklungen erfordern, um vollständig zu 
sein, einige Ergänzungen, und zwar zunächst mit Rücksicht auf die 
Möglichkeit, dass unter den Substitutionen (1) und (2) eine oder meh- 
rere der Identität gleich werden. Da die Substitutionen Vi, Va; ..., Vn 
sicher von 1 verschieden sind, so haben wir nur die Fälle zu discu- 
tieren, dass die Ufer von Schnitten e, a oder b beim Fortgang von 
der Fläche zur -Kugel in Deckung bleiben. 

Mögen nun erstlich für das in Figur 41 dargestellte Tripel von 
Schnitten die Ufer von c auch auf der 
&-Kugel coincidieren, ohne dass dies zu- 
gleich für die Schnitte a und b gilt. 
Es ist alsdann V,;,=1, und an Stelle 
der Figur 42 treten die in Figur 44 
schematisch angedeuteten Verhältnisse. 
Aus Figur 44 oder auch aus (5) und 
(6) lese man für die von 1 verschiede- 
nen Substitutionen Fa, Fa, Vo die Be- 
ziehungen ab: x 
ET, P-n =n T, Fig. 1t. 
so dass die Substitutionen Va und F,, welche wir allein beizubehalten 
haben, mit einander vertauschbar sind. Der Beschränkung auf F, 
und V, entspricht eine naheliegende erlaubte Abänderung, welche an 
Stelle der Figur 44 die in Figur 45 dar- = 
gestellte Anordnung setzt. Wir merken E m 
an: Dleiben für ein Schnitttripel beim Fort- 
gang zur -Kugel die Ufer von c, aber nicht 
dic von a und b in Deckung, so tritt eine Y- 
isoliert liegende geschlossene Nette von vier 
Randeurven mit einem Cyclus zufälliger Eeken 
auf; die gegenüberliegenden Seiten des Vier- 
ecks sind auf emander durch zwei mit cin- 
ander permutabele Substitutionen bezogen. 

Die Substitutionen Vae und I, für sich 
genommen bilden im vorliegenden Falle eine Gruppe, deren sämtliche 


rti 


Substitutionen man sofort in der Gestalt VV, angiebt, wo u, r alle 








r 


Fig, t. 
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Combinationen ganzer positiver und negativer Zahlen durchlaufen sollen. 
Vorgreifend sei hier mitgeteilt, dass die entspringende Gruppe, für sich 
genommen, entweder einen oder zwei Grenzpunkte hat und sich damit 
entweder unter Ill,b oder Il der pæ. 164 entworfenen Gruppentabelle 
subsumiert; wir kommen im nächsten Kapitel auf diese Gruppe aus- 
führlich zurück. 

Ist jetzt zweitens I„=1, so ist auch V, = 1, da diese Substi- 
tution zufolge (6) aus V, durch Transformation entsteht. Damit folgt 
aber aus (5) auch V. = 1, so dass 
einzig V, von 1 verschieden sein wird. 
An Stelle von Figur 42 treten die in 
Figur 46 dargestellten Verhältnisse 
ein; wir haben zwei geschlossene iso- 
liert verlaufende Randeurven, welche 
durch die hyperbolische oder loxo- 
dromische Substitution V, einander 
zugeordnet sind. Die Substitution V, 
für sich genommen erzeugt natürlich 
eine cyclische Gruppe mit zwei Grenzpunkten. 

Zu wesentlich demselben Ergebnis gelangen wir, wenn nun letzten 
Endes V, = 1 genommen wird. Hier ist dann auf Grund von (b) ein- 
mal pe = 1, sodanmı Fi =V; , so dass nun 7% 
allein von 1 verschieden ist. Die zunächst an Stelle 
von Figur 42 tretende Figur wird man durch eine 
nahe hegende erlaubte Abänderung umgestalten 
und findet so, dass nun Figur 47 schematisch die 
eintretenden Verhältnisse darstellt. Wir sind der- 
art in der That im wesentlichen zu dem vorigen 
Falle zurückgeführt. 

Fassen wir zusammen, so gilt als Resultat: 

Fig. 47. Bleiben für ein Schnitttripel a, bL, c beim Fortgange 

von der Fläche F zur &-Kugel die Ufer entweder von 
a oder von b in Deckung, so gilt dasselbe für die Ufer von c. Das 
Schnitttripel liefert alsdann zwei für sich geschlossene isoliert verlaufende 
Fandeurven des kanonischen Polygons, welche auf einander durch dic 
hyperbolische oder loxodromische Substitution V, bez. Va bezogen sind. — 

Sind hiermit die Fälle erledigt, dass eine der Substitutionen V, = 1 
ist, so müssen wir nun noch einen Schritt weiter gehen. In der That 
gilt es mit Rücksicht auf die gleich folgenden Untersuchungen nun, 
die Möglichkeit zu discutieren, dass in der Relation (4) zwei oder 
mehr auf einander folgende Substitutionen, für sich allein combiniert, 
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die Identität ergeben, 
ohne dass sie einzeln 
bereits gleich 1 wären. 
z BF TI, —=1, 
so liest für die bei- 
den ersten Systeme zu 
acht Randeurven die in 
Figur 48 gezeichnete 
Anordnung vor. Dem 
Umstande entsprechend, 
dass hier V7 '-P' die 
Identität ist, coincidie- 
ren hier zwei nicht auf 
einander folgende Po- 
Iygonecken Æ, ohne 
dass Comeidenz von 
Randeurven auftritt. 
Auch umgekehrt ist 
evident, dass für den 
hier gedachten Fall der 
Coincidenz zweier nicht 
auf einander folgender 
Ecken E sich ein zu- 
gehöriges und für sich 
mit 1 ideutisches Pro- 
duct von Factoren aus 
der linken Seite von 
(4) herauslösen lässt. 
Würde nämlich dies 
Product eine von 1 ver- 
schiedene Substitution 
darstellen, so wäre der 
Coinceidenzpunkt der 
beiden Ecken E ein 
Fixpunkt derselben, was 
aber ersichtlich den über 
l? gemachten Voraus- 
setzungen widerstreiten 
würde. 





AAO 


Fig. 19. 





Es erscheint nun angezeigt, von einer erlaubten Abänderung Ge- 
brauch zu machen, welche von Figur AS zu Figur 49 hinführt, und 
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welche sich leicht ersichtlich auch in denjenigen Fällen ausführen lässt, 
dass in (4) mehr als zwei Factoren, für sich combiniert, 1 ergeben. 
Der Erfolg ist, dass das zu diesen Substitulionen gehörende System von 
Randeurven für sich einen geschlossenen Zug bildet, welcher mit lem übrigen 
Verlauf des Polyyonrandes ausser Zusammenhang gesetzt ist. Können 
wir öfter hinter einander mit 1 gleiche Producte aus der Relation (4) 
herausheben, so werden wir den Polygonrand ın ebenso viele getrennt 
verlaufende geschlossene Züge auflösen können. Dabei ist aus der 
Gestalt des kanonischen Polygons ersichtlich, dass diese Auflösung 
stets nur in einer Weise möglich ist. 

Die hiermit gewonnenen Ergebnisse werden in nener Weise verständ- 
lich auf Grund des Prineips der Gruppeneomposition, das wir seiner 
grossen Wiehtigkeit wegen in einem besonderen Paragraphen besprechen. 


$ 11. Von der Composition der Polygongruppen. 


Sind irgend zwei Gruppen ohne infinitesimale Substitutionen vor- 
gelegt, so kann man durch immer wiederholte /Zusammenfügung der 
Substitutionen der einen Gruppe mit denen der anderen eine neue 
Gruppe erzeugen, von der wir sagen wollen, dass sie durch Compo- 
sition aus den beiden ersten Gruppen entstehe. Die eomponierte Gruppe 
ist offenbar die kleinste Gruppe, in weleher die beiden gegebenen 
Gruppen als Untergruppen enthalten sind; sie ist überdies disconti- 
nuierlich, kann aber sehr wohl infinitesimale Substitutionen aufweisen. 
Sind die beiden gegebenen Gruppen innerhalb der eomponierten Gruppe 
Untergruppen endlicher Indices, so heissen jene beiden Gruppen mit 
einander commensurabel*); eine notwendige Bedingung hierfür ist die 
genaue Identität der Systeme der Grenzpunkte für die beiden zu com- 
ponierenden Gruppen. In den für uns hauptsächlich in Betracht kom- 
menden Fällen sind die Indices der gegebenen Gruppen innerhalb der 
durch Composition entstehenden Gruppe stets unendlich. 

Der hiermit eingeführte Begriff der Gruppencomposition vermag 
uns hier nicht mehr mit wesentlich neuen Resultaten zu versehen; er 
dient uns vielmehr zunächst einzig dazu, die bisherigen sowie weiter 
unten folgende geometrische Überlegungen von neuen Gesichtspunkten” 
aus zu betrachten. In diesem Sinne wird es gestattet sein, unse- 
ren Gegenstand hier einstweilen nur in demjenigen beschränkten Um- 
fange zu besprechen, welchen Klein in seiner Arbeit „Neue Beiträge 


— ’ 
a 


+) Diese Benennung rührt von Poincaré her; siehe dessen Abhandlung „Le 
fonctions fuchsiennes ct Varithmetique‘‘, Liouville’s Journal, ser. 4, Bd. 3 (1887). 
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zur Riemann'schen Functionentheorie‘ ®) bei der Einführung der Gruppen- 
composition eingehalten hat. Die Terminologie ist dortselbst übrigens 
ein wenig anders gewählt, insofern statt „Composition“ unter directem 
Anschluss an die geometrische Vorstellung „Ineinanderschiebung der 
Gruppen“ gesagt wird. 

Um uns für die weitere Besprechung zuvörderst einiger Beispiele 
zu bedienen, so betrachte man den in Figur 50 dargestellten Discon- 
tinuitätsbereich einer aus zwei 
hyperbolischen oder loxodro- 99 Ga 
mischen Substitutionen V, und 0 
V, zu erzeugenden Gruppe. Wr r 
Wir werden sagen, dieselbe 
entstehe durch Composition |. / ; EN 
zweier cyclischen Gruppen, N EEE DEE 
welche aus V, bez. V, erzeug- l D 3 | | | 
bar sind. Der Discontimi-  ʻ a in 
tätsbereich der durch Compo- 22% DEZE N) 
sition entspringenden Gruppe a s AN 
ist hier das von den Discon- EM 77 
tinuitätsbereichen der beiden Fig. 50. 
componierenden Gruppen ge- 
meinsam bedeekte Stück der &-Ebene. 

Zu ähnlichen Ergebnissen führt der in Figur 51 skizzierte Fall, 
in welchem die beiden erzeugenden Substitutionen elliptisch sein sollen. 
Hat dabei V, die Periode »,, V, aber v>, so werden in den Ecken die 





' Zr Be . u: : u x N N 
Winkel „ Vad ——- eintreten. Dass wir in Figur 51 thatsächlich ein 
1 "a i 
brauchbares Polygon P, haben, ist nach > 
früheren allgemeinen Regeln durch Über- í = 
gang zum zugehörigen (im hyperbolischen 


Raume gelegenen) Polyeder //, leicht zu be- an 
weisen. Es ist dies ein Tetraeder, von dem i wA 
\ 





gut „wei gegenüberliegende Kanten, deren u 
Kantenwinkel aliquote Teile von 2x sind, | 
die Kugel sclineiden. Doch kann man auch N hE y 
unter alleinigem Operieren auf der &-Ku- S wr 
gel oder in der -Ebene zum Ziele gelan- 4 gi Fu 


gen, wie sogleich unter allgemeineren Vor- 
aussetzungen noch auszuführen ist. Es handelt sich hier um die Com- 
position zweier endlicher cyclischer Gruppen, und die Behauptung ist, 


*) Math. Annalen Bd. 21 (1882) pg. 200. 
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dass der Discontinuitätsbereich der componierten Gruppe der gemein- 
same Teil der beiden Discontinuitätsbereiche für die componierenden 
Gruppen ist. Wir können die gegenseitige Lage dieser letzteren Be- i 
reiche dahin beschreiben, dass die Berandung jedes von ihnen gänzlich ~ 
innerhalb des anderen Bereiches liegt. In der Figur ist diese Gegen- 
seitigkeit etwas verdeckt, weil der eine der beiden Discontinuitäts- 
bereiche, derjenige von V}, den Punkt ¢ = œ enthält. 

Zur Verallgemeinerung dieser Verhältnisse wählen wir nunmehr 
zwei beliebige Polygongruppen IP und I’, welche durch Angabe je 
eines Polygons P, bez. P, definierbar sind; die Polygone P, und 7, 
sollen natürlich zusammenhängend, aber nicht notwendig einfach zu- 
sammenhängend sein. Es gilt aisdann folgender Satz: Lassen sich die 
beiden Polygone P, und Pý der componierenden Gruppen derart auswählen, 
dass die gesamte Derandung jedes der beiden Polygone, wie in den be- ` 
sprochenen Deispielen, gänzlich innerhalb des anderen Polygons liegt, so 
entsteht durch Composition von I’ und I” eine Polygongruppe, welche durch 
den von P, und Py gemeinsam bedeckten Bereich Q, als Discontimutäts- 
bereich definiert werden kann. 

Es ist nützlich, den Beweis dieses Satzes obne Zuhilfenahme 
von Polyedern zu führen. Der Nachweis beruht in der Hauptsache 
auf wiederholter Anwendung der Erwägung, dass die gesamten Poly- 






















gone des zu 2, gehörenden Netzes, P, allein ausgenommen, gänzlich 
innerhalb des einen Polygons Py Platz finden, wie denn auch alle 
Polygone des zu Pý gehörenden Netzes, vom Ausgangspolygon Pò 
allein abgesehen, in 7, liegen. Alle mit dem Rande von P, äqui> 
valenten Systeme von Randcurven fassen wir des weiteren der Kurz 
halber als eine „Classe von Rändern“ zusammen; desgleichen liefern 
alle mit dem Rande von P, äquivalenten Ränder eine zweite Classe. 
Überdies wollen wir die Substitutionen von I’ durch V bezeichnen, 
diejenigen von I” aber durch V’, wobei zur näheren Unterscheidung 
in gewohnter Weise untere Indices zur Verwendung kommen. i 

Man wolle nunmehr auf Q, die Substitutionen von I’ ausüben. 
Wir erhalten das Polygonnetz von T, jedoch so verändert, dass aus 
jedem Polygon durch Einlagerung eines Randes zweiter Classe em 
oder mehrere Stücke herausgehoben sind. Wir begeben uns nun insi 
besondere in den Bereich Qa, welcher durch Va aus Q, entsteht, und 
dessen Rand zweiter &lasse noch ungedeckt ist. Indem wir immer 
nur wieder die Zusammenordnung der Curven dieses Randes zweiter 
Classe in Betracht ziehen, hängen wir an Qa gänzlich innerhalb der 
in Pa noch bleibenden Lücken sogleich ein ganzes Netz unendlie 


vieler Bereiche Qa,o = Qa, Qa,ı, Qa,2, ..., wobei nun offenbar Q.,, durch 
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Fal, aus Q, entsteht. Indem wir die gleiche Maassregel auf alle 
Bereiche Qa in Anwendung bringen, werden alle bis jetzt gezeichneten 
Bereiche Q offenbar nicht collidieren, während sie sämtlich bis auf 
Oo Oi 92, - .- noch ungedeckte Ränder erster Classe darbieten. 

Man übersieht nun, wie dieser Process fortzusetzen ist. An den 
Rand erster Classe des Bereiches Qa s = (a,,,, hängen wir in der hier 
noch bleibenden Lücke ein ganzes Netz weiterer Bereiche Q.,,,., welche 
aus Q, durch Ja F, Ve entstehen, und fährt entsprechend fort. Wir 
bekommen dergestalt in der That ein zusammenhängendes, die &-Kugel 
nirgends doppelt oder mehrfach bedeckendes Netz. Zugleich geht aus 
der durchlaufenen Überlegung hervor, dass die Grenzpunkte des Netzes 
der Bereiche Q entweder mit Grenzpunkten von I’ oder I” äquivalent 
sind oder aber Häufungsstellen solcher Grenzpunkte darstellen, von 
denen dies letztere gilt. Der aufgestellte Satz ist damit vollständig 
bewiesen. 

Zusätzlich sei noch bemerkt, dass das Netz der Polygone Q unter 
allen Umständen von unendlich hohem Zusanımenhange ist, dass aber 
gleiehwohl über die primären und secundären Relationen hinaus, welche 
für die Erzeugenden der Gruppen I’ und I” im einzelnen bestehen, 
weitere Relationen zwischen den Erzeugenden der componierten Gruppe 
nicht eintreten. Letztere Angabe entspringt unmittelbar aus einer be- 
reits pg. 176 durchgeführten Überlegung. 

Mit Hilfe des Princips der Gruppeneomposition können wir nun 
von einfacheren Gruppen zu immer complicierteren aufsteigen. Doch 
bleiben wir, sofern wir dieses Princip nur in dem erläuterten Umfange 
in Anwendung bringen, immer nur erst im Gebiete solcher Polygon- 
gruppen, welche durch ein einzelnes zusammenhängendes Polygon de- 
finierbar sind. Wir sind hiermit zu den Schlussergebnissen des vorigen 

| Paragraphen zurückgeführt. Indem wir nämlich dort aus der Gesamt- 
berandung des Polygons eine für sich geschlossene Kette von Rand- 
curven ausschieden, werden wir sagen, dass die dortige Gesamtgruppe 
durch Composition aus zwei Gruppen erzeugbar ist, wobei die Derandung 
des Polygons der einen componierenden Gruppe aus dem ausgeschiedenen 
und für sich geschlossenen Zuge der lIandcurven besteht, während dic 
übrig bleibenden Randewrven das andere Polyyon eingrenzen. Das Ge- 
schlecht der componierten Gruppe ist dabei gleich der Summe der 
Geschlechter der componierenden Gruppen. line kleine Ergänzung 
erfordert der Wortlaut dieser Sätze nur in den beiden durch die Fi- 
guren 46 und 47 (pg. 188) versinnlichten Fällen. Hier hat beide Male 
die eine der componierenden Gruppen das Geschlecht p = 1, und ihr 
Polygon ist nicht von einem wesechlossenen Zuge von Nandeurven be- 


Fricke-Klein, Automorphe Punctionen 1. 13 
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grenzt, sondern von zwei getrennt verlaufenden und auf einander be- 
zogenen Randeurven. 

Es sei hier aueh noch eine Bemerkung betrefis der überhaupt 
allgemeinsten Polygongruppe mit endlicher Erzeugendenanzahl gestattet. 
Nach pg. 129 hat dieselbe als Discontinuitätsbereich für die gesamte 
£-Kugel ein System von u getrennt liegenden Polygonen Po; Pos ---, 
Pi“—», deren einzelnes je eine Polygongruppe von der bisher betrach- 
teten Art definiert. Sind diese letzteren Gruppen I, F^, ..., Tu», 
so werden wir nun einfach sagen, dass die Gesamtgruppe durch Com- 
position der Gruppen T, IT”, ..., [=D hergestellt werden kann. Übri- 
gens ist es oft möglich, dass zu diesem Zwecke einige unter den u 
zu eomponierenden Gruppen entbehrt werden können; doch gehen wir | 
auf weitere Einzelheiten in dieser Hinsieht nicht mehr ein. 


$ 12. Einführung der homogenen Substitutionen und Gruppen. 


\Wie in der Theorie der Modulfunetionen, so werden wir aueh 
später oft Gelegenheit haben, mit den Aomogenen Substitutionen zu ar- 
beiten. Zur Einführung derselben setzen wir & gleich dem Quotienten 


°ı der beiden Veränderlichen é& und & und bezeichnen daraufhin: 


(1) b = aé + ße: b = yé HIE 


als eine homogene &- Substitution. Wir wollen abkürzend die homogenen 
Substitutionen allgemein etwa durch U bezeichnen, während wir für die 
nicht-homogenen die bisherige Benennung V beibehalten. 

Jeder Substitution V entsprechen nun zunächst unendlich viele 
homogene U, da durch V die Covefficienten «œ, B, y, Ò nur erst bis auf 
einen willkürliehen, jedoch von null versehiedenen gemeinsamen Factor 
bestimmt sind. Sollen hingegen die homogenen Substitutionen wi- 
modular sein, d. h. soll «ð — By = 1 sein, so entsprechen jedem V 
zwei homogene U, die durch simultanen Zeichenwechsel der Coeffieienten 
aus einander hervorgehen (cf. „M.“ I pg. 143). 

Ist nun irgend eine Gruppe I’ aus &-Substitutionen V vorgelegt, 
so ersetze man erstlich jedes V durch die beiden unimodularen U. Diese 
homogenen Substitutionen werden jin ihrer Gesamtheit wieder eine 
Gruppe bilden, die wir als homogene Gruppe bezeichnen. Die nicht- 
homogene Gruppe ist auf die homogene 1-2-deutig homomorph bezogen, wie 
für den Fall der Modulgruppe in „M.“ I pg. 143 ausgeführt wurde*). 











*) Die Bezeichnung „homomorph“ erscheint treffender, als die 1. c. gebrauchte 
„lsomorph“, da es sich ja hier noch nicht um „Gleichheit“, sondern nur erst um 
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Um jedoch nun etwas allgemeiner zu verfahren, wähle man unter 
den beiden unimodularen U, welche einer vorgelegten Substitution V 
entsprechen, eine bestimmte aus. Von ihr aus wird alsdann unter 
Hinzusetzung eines Factors u jede demselben F entsprechende Substi- 
tution U in der Gestalt: 


(2) & = uah H ubh. Gurk + uf, 
geschrieben werden können. Wir wollen den Factor u als Multipli- 
cator der homogenen Substitution (2) bezeichnen. 


| Es sei nunmehr wieder I’ eine Gruppe aus Substitutionen V, von 
der wir der Einfachheit halber annehmen wollen. dass sie sich aus 
| einer endlichen Anzahl ihrer Substitutionen, etwa aus Fi, Fop oo Ti. 
erzeugen lässt. Wir fixieren die ihnen entsprechenden homogenen 
Substitutionen U, Us, ..., Un mit beliebigen aber fest gewählten 


Multiplicatoren und erzeugen aus U,, Us, ..., Un eine homogene Gruppe. 
Dieselbe wird mit der ursprünglichen Gruppe I’ homomorph sein, und 
es handele sich um einen I1-v-deutigen Homomorphismus; wir haben 
alsdann über die hier eintretende Zahl v eine nähere Untersuchung 
anzustellen. 

Mögen der beliebig gewählten Substitution F; von I’ die v Sub- 
stitutionen U;, U/, ..., U" ” mit den Multiplicatoren w;, w.... u TP” 
in der homogenen Gruppe entsprechen, so werden offenbar die v Sub- 
stitutionen: 


(3) e U, U — ER e oona aoo”. Me 


der identischen Substitution V, = 1 von I’ correspondieren, und andrer- 
seits werden der Identität V, = 1 keine weiteren als diese r Substitu- 


tionen in der homogenen Gruppe zugeordnet sein. Die v Multiplicatoren 
der Substitutionen (3) sind: 


ee —] i s — 1 1) © a — 1 
(4) L= Hiti , u = U; lli u =U; E 


Ve a > 


und also werden die Substitutionen (3) selber (abgekürzt geschrieben) 
die Gestalt haben: 


IO w, 0 w Q 
oo O E a a on 
0,1 O, u (h u 


| Nach einem bekannten Satze der Gruppentheorie bilden die der 
Identität V, = 1 entsprechenden » Substitntionen (5) für sieh eime 


Ähnlichkeit“ zweier Gruppen handelt. Die Benennung „Isomorphisinns" soll 
dementsprechend fortan in der Bedeutung von „I-l-deutizem Homomorphismus“ 
benutzt werden. 

18* 
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Gruppe. Soll nun » endlich sein, so müssen die Factoren (4) die v 
verschiedenen v” Wurzeln der Einheit vorstellen. Es gilt somit der 4 
Satz: Sind die homogenen Erzeugenden U,, Uz. ..., Un so gewählt, dass 
endlich-deutiger, etwa 1-v-dewtiger, Homomorphismus zwischen der nicht- 
homogenen und homogenen Gruppe eintritt, so entstchen die v Multipli- 
catoren der dem einzelnen V; entsprechenden homogenen Substitutionen aus 
einem unter ihnen durch Multiplication mit den v verschiedenen v®™ Ein- 
heitswurzeln, und speciell für V, = 1 sind diese Einheitswwrzeln selbst die | 
Multiplieatoren. 

Die weitere Discussion knüpft an den Umstand an, dass sich die 
Identität F = 1 im wesentlichen nur auf m Arten aus den Substitu- 
tionen V,, Fo, ..., Vn erzeugen lässt, wenn m wie oben (pg. 170 ff.) 
die Anzahl aller zwischen den F}, Vo, ..., Vn bestehenden Relationen 
ist; wir wollen diese Relationen symbolisch: 


(6) U, W)=1, ..., Ulla Me 


schreiben. Den Ausdruck der allgemeinsten zwischen den V,, ..., Vn 
bestehenden Relation gewinnen wir nach früheren Sätzen von hieraus, 
indem wir die linken Seiten von (6) mit beliebigen Substitutionen V 
der Gruppe zu V—!'-IL-V ausgestalten und beliebig viele Ausdrücke 
dieser Art mit zwischengeschalteten Producten V. V=! multiplieativ 
zusammenfügen (ef. pg. 172). 


Um demgemäss in der homogenen Gruppe auf die allgemeinste 
Art eine der Identität V) = 1 entsprechende Substitution zu erzeugen, 
wird man auf den linken Seiten der m Relationen (6) die Vi, ..., Vn 
durch die homogenen Erzeugenden U, ..., Un ersetzen und an Stelle 
von V und V’ in den eben formulierten Angaben beliebige Substitu- 
tionen der homogenen Gruppe treten lassen. Der Ersatz der Vi, ..., 
Va durch die homogenen Erzeugenden in (6) führt anf m Formeln der 
Gestalt: | 


(1) U(U, th, -7 0) = E, 


"u 


und da eine Substitution dieser Gestalt mit jeder homogenen Substi- 
tution U vertausehbar ist, so folgt: 
0 
l n HI i n v ) 
\ n O u 


ohne Veränderung des Multiplieators u. Da überdies U-.U-! stets 


a ist, so ergeben 
sich alle der Identität V, = 1 entsprechenden Substitutionen der homogenen 


Gruppe durch Wiederholung und Combination der m den Relationen (6) 


gleich der homogenen identischen Substitution ( 
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entstammenden Substitutionen (T). Sollen wir endlich-deutigen Homo- 
morphismus haben, so müssen sämtliche m Maultiplicatoren u, welche in 
(7) eintreten, Einheitswurzeln endlicher Grade sein; das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache dicser.Grade ist dann die oben durch v bezeichnete 
Zahl. 

Für spätere Anwendungen ist die Frage wichtig, wann v = | 
werden kann, so dass Isomorphismus zwischen der nicht-homogenen und 
homogenen Gruppe besteht; im Anschluss an die „Spaltung“ von & 
in & und é& wollen wir in diesem Falle die nicht-homogene Gruppe 
„isomorph spaltbar“ nennen. Um hierüber im Eiuzelfalle zu entscheiden, 
wollen wir die anfänglich fest auszuwählenden Multiplicatoren der homo- 
genen Erzeusenden U, Us, ..., Un als ui, W, -.., Ua explicit einführen. 
Wir haben sodann in den m Relationen (7) rechter Hand überall 
u = | zu fordern: 


J= (69) eo 
S r ar T ee ee m 1, Urn) = ' 
E lg), T T= o 


und unsere Frage ist, zu entscheiden, ob man ein Maultiplicatorensystem 
Wi, W, 2.5 Un in Übereinstimmung mit diesen m Bedingungsgleichungen 
auswählen kann oder nicht. Die Beantwortung dieser Frage erfordert 
die explicite Kenntnis der Gestalt der Relationen (S); wir können die 
Untersuchung demnach hier nur erst für diejenigen Polygongruppen 
zu Ende führen, welche durch ein einzelnes Polygon detinierbar siud 
und dabei keine secundäre Relationen aufweisen; denn nur in diesem 
Falle besitzen wir bislang die vollständige Kenntnis der zugehörigen 
Relationen (cf. pg. 156 u. f.). — 

Übrigens sei noch die Bemerkung gestattet, dass sich die hier 
durchgeführten Untersuchungen auch auf Substitutionen und Gruppen 
der zweiten Art übertragen lassen; doch werden wir weiterhin kaum 
Gelegenheit finden, von einer derartigen Ausdehnung der Untersuchung 
Gebrauch zu machen. 


$ 13. Die isomorphe Spaltbarkeit bei Polygongruppen ohne 
| seeundäre Relationen. 


Es sei eine Polygongruppe I ohne seeundäre Relationen vorgelegt 
und ein ihr zugehörisges kanonisches Polygon in der $-Ebene fixiert. 
Dasselbe habe n elliptische und parabolische Eeken und gehöre zum 
Geschlecht p. Die Erzeugenden nennen wir wie früher Vi, ..., Vas 
Pe; Br. ..; Vayı N, Die Relationen zwischen diesen Substitutionen 
sind einmal: 
(D) = Y, l. T, 
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wo l; die Periode der Substitution V; ist; jedoch sollen hier alle dic- 
jenigen Relationen ausfallen, für welche V; parabolisch und also l; = & 
ist. Vom Cyclus der pg. 183 ff. durch E bezeichneten Polygonecken rührt 
die nachfolgende Relation her: 


(2) IIr. II»; vl. 


i=1 k=l 
Weitere Relationen werden nicht vorkommen. 
Bei dem Fortgange zu den homogenen Substitutionen ist es nun 
zunächst vollständig gleichgültig, mit welchen Multiplicatoren wir 
Uaa Ue ; Ua, Us, ausstatten. Eine nachträgliche Behaftung z. B. 


von Ua, mit Ti Multiplicator u hat nämlich für u ersichtlich den 
Multiplicator u”! im Gefolge. Eine Abänderung der rechten Seite der 
(2) entsprechenden homogenen Relation wird hierbei also nicht ein- 
treten können. 

Anders verhält es sich mit den n elliptischen oder parabolischen 
Erzeugenden Vi, Vo, -.., Ya. Wir wollen sie in homogener Gestalt 
zuvörderst unimodular auswählen. Für die parabolischen Substitutionen 
setzen wir überdies « + ò = 2 fest, wodurch sie in homogener Gestalt U 
eindeutig fixiert sind. Bei den elliptischen Substitutionen V; würde eine 
Festsetzung über das Vorzeichen von (@ + ò) im Falle der Periode 2 
den Dienst versagen und überhaupt unzweckmässig sein. Wir ver- 
fahren demnach hier etwas anders und schreiben die einzelne ellip- 
tische Substitution V; zuvörderst nach „M.“ I pg. 165 in der Gestalt: 


$] 2 -O I; E — £ 
(3 ws = C i -a > 
& e E — £ 





Der Punkt &= e liefere dabei die zur fraglichen Substitution gehörende 
elliptische Polygonecke, und die Maasszahl 9 des Drehungswinkels 
können wir stets innerhalb der Grenzen 0 << 2x gelegen annehmen, 
womit dieselbe zugleich eindeutig bestimmt ist. Bei Einführung der 
homogenen Variabelen & und & spalten wir auch e und € in Quo- 
tienten zweier Grössen &,, & und &,, &, in willkürlicher Weise Die 
hierbei eintretenden zweigliedrigen Determinanten (&&— &,&,) schrei- 
ben wir symbolisch (&, €). Der Substitution (3) möge nun die homogene 


Substitution: 
si Hi 


(4) C €) == e €), (£; E) =A H E) 
entsprechen, welche man sofort als unimodular erkennt. Die Summe 
(æ + ð) ist hier gleich 2 cos z 


. 
o) 
L 


der Grenzübergang lim. 9 = (0 und 


lim. € = & liefert somit die parabolischen Substitutionen in der obigen 





l 
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homogenen Gestalt. Nach den hiermit gegebenen Vorschriften wählen 
wir nun die den V,, Vz, .--, Va entsprechenden homogenen Substitu- 
Bonenei,, Us, ..-, Un 

Indem wir des ferneren die Multiplicatoren der Ua, 9, willkürlich, 
jedoch bestimmt wählen, haben wir ein eindeutig firiertes System von 
(n+ 2p) Erzeugenden U,, Uz, ..., Un, Uay, Ur, -- -> Ua,, Ur, der homo- 
genen Gruppe gewonnen. 

Wird es nun möglich sein, ein jetzt nachträglich zuzufügendes 
Multiplicatorensystem so auszuwählen, dass die homogene Gruppe, 
wenu wir sie aus dem solcherweise veränderten Substitutionssystem 
erzeugen, isomorph mit der nicht-homogenen ausfällt? Es kommt hier- 
bei einzig auf die Multiplicatoren u,, U, -- -, Un an, welche wir den 
ersten n Substitutionen U,, ..., Un zufügen; wir haben dabei nach 
den allgemeinen Vorschriften des vorigen Paragraphen die (n + 1) den 
Relationen (1) und (2) entsprechenden homogenen Relationen zu dis- 
cutieren. 

Die Relationen (1) verursachen nun keinerlei Schwierigkeit. Ist 
V; elliptisch, so entspringt aus U; durch Behaftung mit dem Factor «u; 
die nunmehr als Erzeugende zu wählende Substitution: 

a no 
(5) 6, €) s ae Cr €) u x (5; €) =) 
Es stellt hier l; als positive Zahl die Periode von V; dar, wie aus der 
anfänglichen Umlaufsrichtung um die Ecke E (cf. Fig. 45 pg. 185) 


hervorgeht. Durch /;-malige Wiederholung der Substitution (5) kommt 
Į 


t 
— u, 0 . . l : $ Zu 
Jg ¿ j; und da dies die (homogene) identische Substitution 
0, — u! 
t 
. l . . « = > 
sein soll, so muss u!= — 1 sein. Die allgemeinste Art, u; in Uber- 
einstimmung mit dieser Bedingung zu wählen, ist: 
2v t! 
m min 
(6) Up= e 


wo v; eine willkürlich bleibende ganze Zahl ist. Die Multiplieatoren 
etwaiger parabolischer Substitutionen U; bleiben hier vorläufig willkürlich 
wählbar. Die Relationen (1) sind ul in gewünschter Weise er- 
ledigt. 

Die Relation (2) setzen wir vorab für die U an, d. h. ohne so- 
gleich die Multiplieatoren 4, ..., Ua hereinzuziehen. Man bemerke 
hierbei, dass das einzelne Product U, 'U,U,U7 ' unabhängig von der 


*, Eine Verwechselung des Index ? mit der im Exponenten vorkommenden 
imaginären Einheit 7 y— 1 Ist kaum zu befürchten. 
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Auswahl der Multiplieatoren in Ua und U, unimodular ist, während 
andrerseits die U,, ..., Un direct unimodular sind. Es ergiebt sich 


demzufolge: 
(7) l 1 Ui- ] Ti CN ' Un, UaU = Si i 
i=l k= 1 
. 4 BE. —1, 0 
wo wir abkürzend die homogene Substitution 0 1, Ta 1 


wesetzt haben. Das Vorzeichen der rechten Seite von (7) hängt nun, 
wie hier vorläufig ohne Beweis mitgeteilt werden soll, einzig von n 
ab, indem für gerades n das obere, für ungerades v das untere Zei- 
chen gilt; wir haben somit die Formel: 


8 [To [iomu on. 


U ko 


Der Beweis der Richtigkeit dieser Angabe ist mit gewissen Schwierig- 
keiten verknüpft, da sich derselbe, wie es scheint, mit den bisherigen 
Untersuchungsmethoden nieht führen lässt. Wir müssen hier iu der 
That zu gewissen Continuitätsbetrachtungen unsere Zuflucht nehmen; 
dieselben gestalten sich aber so umfänglich, dass wir den Nachweis 
von (5) in einem besonderen Paragraphen nachholen. Wir sehen einst- 
weilen die Formel (8) als bewiesen an. 

Ist nun zunächst n = 0, so kommen Relationen (1) überhaupt 
nicht vor; und da die rechte Seite der Relation (8) gleich + 1 ist, 
so folgt, dass unter der hier stets geltenden Voraussetzung des Fehlens 
sccunilärer Relationen für n = O die homogene Gruppe der nicht-homo- 
genen stets isomorph ist. 

Ist jedoch 2 > 0, so setzen wir auf der linken Seite von (S) die 
Multiplicatoren tj, U>, ..., Un ein; es entspringt dann rechts die mit 
dem Factor (— 1)"u, u, Una verseliene identische Substitution, und 
es fragt sich somit, ob uj, Wo, ..., U» unter Einhaltung der unter (6) 
bereits gewonnenen Bedingungen noch so bestimmbar sind, dass ihr 
Product (— 1)" wird. 

Dieser Forderung kann nun jedenfalls stets genügt werden, falls 
unter den Erzeugenden U}, ..., U, wenigstens eine parabolische Sub- 
stitution enthalten ist, da der zu ihr gehörige Multiplicator u noch will- 
kürlieh wählbar war. Wir merken somit als erstes Resultat an: Kommt 
unter den n Erzeugenden Vi, ..., Va eimer Polygongruppe des Gc- 
schlechtes p ohne secwuläre Relationen wenigstens eine parabolische vor, 
so ist bei Fortgang zur homogenen Gruppe die isomorphe Spaltbarkeit stets 
möglich. 
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Sind jedoch alle » ersten Erzeugenden der Gruppe F elliptisch, 
so ist weiter die Gleichung: 
n alu N” >) 
Ca yf fes e isi l l =l 
i=l 
zu discutieren. Wir haben als vorläufiges Ergebnis: Fine Polygon- 
gruppe ohne secundäre Relationen, deren n erste Irzeugende Vi, :-., Vn 
sämtlich elliptisch, und zwar von den Perioden di. b, ..., la sind, ist 
stets und nur dann isomorph spaltbar, wenn es (n + 1) ganze Zaklen 
Pas Pay, 2.5, du und N giebt, welche die Gleichung: 


et ur -+1 Pure rl 
(9) 0 + ...4 ee — IN 


3 n 





1 


befriedigen. Hier hat man nun eine diophantische Gleichung, von 
deren Lösbarkeit die Beantwortung unserer in Rede stehenden Frage 
abhängt. 

Um die Gleichung (9), die wir unter allgemeineren Voraussetzungen 
erst an einer späteren Stelle discutieren, wenigstens an einem einfachen 
Beispiele zu illustrieren, so nehmen wir an, dass keine zwei unter den 
ganzen Zahlen li, la, ..., In einen Factor gemein haben. Es gilt dann die 
folsende Überlegung. Erstlich darf keine der Zahlen 7, l, .... ln gerade 
sein, wenn eine Lösung der diophantischen Gleichung (9) existieren 
soll; denn wäre etwa l, gerade und also l, ..., la ungerade, so wür- 
den die » Brüche in (9), auf gleichen Nenner gebracht, einen Bruch 
mit ungeradem Zähler und geradem Nenner liefern, der somit unmög- 
lich gleich 2N sein kann. Ist nun !; ungerade, so kann man eine 
Zahl v; angeben, für welche 2v; + 1 =Q (mod. l) wird. Das zuge- 
hörige Glied auf der linken Seite von (9) wird dann offenbar eine 
gerade ganze Zahl; und also gehört zu v auf diese Art gewählten 
Zahlen vi, ..., Va auch ein ganzzahliges N. Es gilt somit der Satz: 

Sind die n Zahlen 1,,1,,...., I, sämtlich endlich, umil sind je zwei unter 
ihnen relativ prim zu einander, so ist die Gruppe slets wnd nur dann 
isomorph spaltbar, wenn alle l; ungerade sind. Auf Grund dieses Satzes 
St 2. B. bei der Ikosaedergruppe, für welche 7 = ?, b = 3, h => 
Ist, die isomorphe Spaltbarkeit unmöglich, was bereits in den „Vor- 
lesungen über das Ikosaeder“ pe. 46 festgestellt wurde und damals zu 
wichtigen Folgerungen Anlass gab. 

Die vorstehend gegebene Entwicklung wird für die Theorie der 








automorphen Formen in demselben Sinne grundlegend und ist inner- 
halb dieser Theorie noch weiter fortzusetzen. Man vergleiche die be- 
reits wiederholt genannte Arbeit von Ritter „Die eindeutigen auto- 
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morphen Formen vom Geschlechte null“), in welcher das Problem der 
isomorphen Spaltbarkeit der Gruppen in der hier reproducierten Art 
mit Ausführlichkeit behandelt wird. 


14. Die homogene Gestalt der primären Relation zwischon 
den Ve Vys Pu: 


Es ist jetzt letzten Endes noch die Richtigkeit der Relation: | 
(1) 1 U;- vs wo Ve = (— 1)” 


i=l kl 


nachzuweisen. Wir machen zu diesem Zwecke von einer continuierlichen | 
Abänderung des Polygons P, Gebraueh, welche nicht mehr unter den 
Begriff der erlaubten Abänderung fällt. Bei den neuen Abänderungen 
sollen vielmehr die Erzeugenden Vi, .., Pa, Var a Ve, Vo, selber 
continuierliche Abänderungen erfahren. Es wird dabei das Polygon 
P,, welches wir zunächst als einfach zusammenhängend annehmen 
dürfen**), aufhören, Diseontinuitätsbereich einer Gruppe zu sem. Aber 
in jedem Augenblick sollen die Randeurven in der bisherigen Ordnung 
zu Paaren durch Substitutionen Vi, Vas Far Das Va, auf einander be- 
zogen sein, und es soll stets die auf den Cyclus der zufälligen Ecken 
bezogene Relation: 


(2) Ir II a a 


ema] 


erfüllt sein. Den durchzuführenden Abiinderungsprocess des Polygons 
bezeichnen wir sogleich noch näher. Jedenfalls aber werden, ver 
wir für die homogenen Substitutionen U,, Uz, ..., Un an der oben ver- 
abredeten unimodularen Fixierung festhalten, sowohl die U), ..., U, 
wie auch die p Producte U, 'U,U,U; * mit der in Rede stehenden 
stetigen Änderung selber nur stetige Abänderungen erfahren. Die linke 
Seite von (1) kann demmach ihrerseits sich nicht unstetig ändern; und 
da sie nur gleich + 1 oder — 1 sein kann, so wird sie den einmal 
gewonnenen Wert während des ganzen Abänderungsprocesses bewahren. 
Wir machen von diesem Umstande in der Weise Gebrauch, dass wir 
P, stetig in eine der directen Berechnung der linken Seite von (1) 
zugängliche Gestalt überführen. 

Um den beabsichtigten Abänderungsprocess eharakterisieren un 


*) Göttinger Dissertation, abgedruckt in Bd. 41 der Mathem. Ann. (1892). 
**) Andernfalls würden wir nämlich P, aus mebreren Polygonen componiere 
und die Betrachtung des Textes auf die letzteren einzeln anwenden. 





| 
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sodann wirklich durchführen zu können, sind einige Vorbereitungen zu 
treffen. Erstlich ersetzen wir die Relation (2) nach pg. 186 durch 
die (p+ 1) Relationen: 


(3) een wo N =, 
(4) N = k a W W.. 


Sodann nehmen wir eine erlaubte Abänderung des ursprünglichen 
Polygons P, vor, welche zum Zwecke hat, die pg. 154 u. f. benutzten 
Substitutionen V, entbehrlich zu machen, und welche einfach darauf 


z De: FREE BE a 





dan 
+ Á 
$ + 


u z 
j 4 e 
A IR in 4 or Am 
-aj E a AA 


Fig. 52. 


hinausläuft, auf der geschlossenen Fläche die Schnitte c an den Kreu- 
zungspunkten der Schnitte a und b einmünden zu lassen. An Stelle 
der Figur 42 pg. 184 tritt der in Figur 52 angegebene Zug von sechs 
Randeurven, wie wohl nicht näher ausgeführt zu werden braucht. Zu 
den sechs Curven gehören in der in der Figur angezeigten Art die drei 
Substitutionen Va, Vp, Te. Die fünf durch E,, ..., E; bezeichneten 
Ecken liefern für dieselben die Relation (4). 
Die mit dem Polygon 2), durchzuführende Abänderung lässt sich 
nun der Hauptsache nach dahin charakterisieren, dass wir sowohl die 
Seiten jedes zu einer Substitution V, gehörenden Paares, sowie aneh 
je zwei durch eine der n Substitutionen F; correspondierende Seiten 
einander bis zur Coincidenz annähern, ohne dass dabei der Rand des 
Polygons irgendwo zerreissen darf. Indem wir P, auf der &-Kugel 
gelagert denken, stellen wir uns vor, dass die (a + p) zufälligen Ecken 
I gleichzeitig oder nach einander nach einer gemeinsamen vom ur- 
sprünglichen Polygon Z} freien und demselben etwa diametralen Eud- 
lage hingezogen werden. Die Winkel in den Ecken Æ dürften hierbei 
gleichfalls continuierliche Änderungen erfahren; doch muss ihre Summe 
| constant gleich 2x bleiben, da sonst die Relation (2) nicht fortbe- 
stehen würde. P selbst wird sich dabei mehr und mehr über die 
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Kugeloberfläche ausbreiten, braucht aber nirgends über sich selbst 
hinüber zu greifen. Die schliesslich zu erreichende Endlage ist in 
Figur 55 für den Fall n = 3, p = 2, dem auch schon die Figur 43 
(pg. 155) gewidmet ist, 
schematisch angedeutet; 
es bleiben hier, wie man 
sieht, nur noch die 2» 
durch Va, und Vi, corre- 
spondierenden Randcur- 
ven offen. 

Die Einzelheiten des 
Änderungsprocesses sind 
nun einer eingehenden 
Discussion zu unter- 
ziehen. 

Man untersuche zu- 
nächst allein die erfor- 
derliche stetige Verän- 
derung des Systems der 
sechs Seiten 1 bis 6 in 
Figur 52 und hat dabei 
die Veränderung von V, und damit der Seiten 1 und 6 als unabhängig 
anzusehen. Die Frage wird sein, ob bei jeder denkbaren Änderung der i 
Substitution V, und der Seiten 1 und 6 immer auch ein Substitutionen- 
paar Fa, Vp und ein zugehöriges Seitenquadrupel 2, 3, 4, 5 existiert, 
die sich init V, stetig ändern. Um hierüber zu entscheiden, gehen wir ( 
noch einen Schritt weiter und denken die Seiten 1 und 6 und damit 
die Substitution V, ganz willkürlich vorgelegt. Wir dürfen dann noch 
die Ecken E,, Es, E, willkürlich annehmen und können gleichwohl ein 
yceignctes Substitutionenpaar Va, V, auffinden, welches der Relation (4) 
genügt und zu einem brauchbaren Seitenguadrupel 2, 5, 4, 5 gehört. 

Seien nämlich die Coefficienten von V, und V, durch «, B, y, ò 
und æ, B, y, Ò bezeichnet und nehme & in den Ecken Ki, Fo, -e 
I, die Werte £0, E09, ..., E®9 an. Es gelten dann für die drei Quo- 


tienten der Coefficienten «, ß, y, ò die Gleichungen: 

yEDEN LIE — ad — B= 0, pE 10689) — Ed — p= 0 
und entsprechend für die drei Quotienten von œ’, B, y, 6: 

ya LE — a —- E ya L dene 
Die Substitution V, VZ ‘V7 `V, wird nun, falls diese vier Gleichungen 
bestehen, sicher &£( in &% transformieren. Damit diese Substitution 

















Fig. 53. 
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aber gleich V, werde, müssen wir noch zwei Paare einander ent- 
sprechender Punkte auf den Seiten I und 6 aufgreifen und fordern, 
dass I, jedesmal den einen Punkt des Paares in den anderen überführt. 
Aus den zwei so entspringsenden Gleichungen können wir im Verein 
mit den schon genannten vier Relationen die Quotienten der Coefli- 
eienten von Va und V, berechnen. Diese Coefficienten selbst bestimmen 
wir dann etwa so, dass beide Substitutionen unimodular werden. 

Die hiermit angedeutete Rechnung kann nur dadurch auf ein un- 
brauchbares Resultat führen, dass einer oder mehrere von den acht 
Coefficienten unendlich grosse Werte annelımen. Die betreffende Sub- 
stitution hat dann die Eigenschaft, dass sie jeden von einem ihrer 
Fixpunkte endlich entfernten Punkt der &-Kugel in unendliche Nähe 
des einen Fixpunktes transformiert. Dies ıst jedoch bei den Substi- 
tutionen V, und V, nicht zu befürchten, wenn wir, wie geschehen soll, 
die Punkte 5. Ez, E, von einander und von FE, und 7, endlich ent- 
fernt wählen. 

Schliesslich wolle man noch bemerken, dass bei eontinuierlicher 
Veränderung der Seiten 1 und 6 und der Substitution F. auch die 
Substitutionen Va und F, sich continuierlich ändern werden, falls man 
nur zugleich vorschreiben will, dass auch die Ecken 5, Æ, Æ, hier- 
bei keine unstetige Lagenänderungen erfahren sollen. 

Dass bei der vollen Allgemeinheit der entwickelten Vorstellungen 
betrefis der Gestalten der Seitensextupel noch mannigfache Möglich- 
keiten denkbar sind, ist selbstverständlich. Doch werden wir bei 
dem für uns vorliegenden Zwecke den Änderungsprocess so leiten, 
dass die unserem Sextupel angehörenden Polygonwinkel niemals ne- 
sativ werden oder auch über 27 hinaus wachsen. Dies lässt sich 
ohne Mühe erreichen; indem nämlich die Seiten 1 und 6 des Sextupels 
in Figur 52 nach unten zusammengebogen werden, hat man nur Sorge 
zu tragen, dass die Seiten 2 bis 5 nach oben ausweichen und die 
Ecken M, I,, E, stets in richtiger Folge zwischen %, und Æ, ge- 
legen sind. 

Wir untersuchen nun sogleieh das Verhalten der zum einzelnen 
_Sextupel gehörenden Substitutionen Ua, Un, Us bei Durchführung der 
in Aussicht genommenen Änderung. Am Schlusse derselben sind die 
Seiten 1 und 6 zur Coincidenz gelangt, und wir gewinnen die in Figur A5 
g. 157 angegebene Anordnung, die auch m Figur 95 pg. 20-4 un- 
mittelbar hervortritt. Hier ist nun I. = I geworden, und wir können 
eigen, dass auch U. = + I ist. Dies könnten wir wieder auf Grund 









on Continuitätsvorstellungen beweisen; doch werden wir direct ver- 
hren und ohne weiteres darüber entscheiden, ob in: 
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(5) uU u, ‘U= +1 de U; 'U.U, = + U 


das obere oder untere Zeichen gültig ist. Da die Summe des ersten 
und vierten Coefficienten für die auf der linken Seite der zweiten Glei- 
chung (5) stehende Substitution gleich (æ + 6) ist (ef. „M.“ I pg. 262), 
wo « und ò Coefficienten von Ua sind, so kann das untere Zeichen 
höchstens dann eintreten, wenn «+ ô = 0 und also U, elliptisch von 
der Periode zwei ist. Indem man die Relation (5) in die Gestalt setzt 
U.U, Uz = + Us, sieht man, dass auch U, in diesem Falle elliptisch 
von der Periode zwei sein muss. Va und V, für sich genommen wiir- 
den nun eine Vierergruppe bilden (ef. „Ikos.“ pg. 12); doch wider- 
spricht dies dem aus Figur 45 pg. 157 zu entnehmenden Discontinui- 
tätsbereich der durch V, und V, zu erzeugenden Gruppe. Ks ist somit 
am Schlusse der auf das einzelne System von sechs Seiten bezogenen Ab- 
änderung stets Us = + 1. — 


























Es sind nun weiter die continuierlichen Abänderungen zu be- 
sprechen, welche wir mit den elliptischen Ecken der Substitutionen 
Fi, Fo, ..., Va vornehmen wollen. Wir werden hier erstlich die zu- 
gehörigen Drehungswinkel %,, ..., Òn als continuierlich veränderlich 
ansehen, jedoch ein Abnehmen unter O oder ein Anwachsen über 2x 
verbieten; wir sehen damit von dem Bestehen der Relationen Vi =i 
jetzt ganz ab und halten nur daran fest, dass die Vi, ..., Va ellip- 
tische Substitutionen bleiben. Etwaige parabolische Substitutionen 
unter den Vi, ..., Va lassen wir durch Anwachsen der Winkel in 
elliptische übergehen und halten dann natürlich an den eben bereits 
bei den elliptischen V aufgestellten Grenzen für ə fest. Für die ent- 
sprechenden homogenen Substitutionen U,, Us, ..., Un nehmen wir’ 
die bezüglichen Festsetzungen und Ergebnisse von pg. 198 in Be- 
nutzung. | 

Unser continuierlicher Umwandlungsprocess schreibt uns nun vor, 
den Winkel # der einzelnen elliptischen Ecke, der Figur 53 pg. 204 
entsprechend, bis 2? x anwachsen zu lassen. Dabei geht V continuier- 
lich in 1 über, und wir behaupten nun, dass die zugehörige homogene 
Substitution U schliesslich in — 1 übergeht, dieses letztere Symbol im 
obigen Sinne (pg. 200) gebraucht. In der That ergiebt sich der Be- 
weis unmittelbar aus der Gestalt (4) pg. 198 der homogenen Substi- 
tution U, indem man für 9 den Wert 2x einträgt. 

Um nun zu untersuchen, ob wir die für die elliptischen Substi- 
tutionen beabsichtigten Abänderungen der Randeurvenkette unbeschadet 
der Relation (3) vollziehen dürfen, haben wir zuvörderst folgenden’ 
Satz aufzustellen: Wir können zwei elliptische Substitutionen V, V’ mil 
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fest gegebenen Drehungswinkeln © und 9 stets noch so auswählen, dass 
VV eine beliebig vorzuschreibende, jedoch von der Identität verschiedene 
Substitution V” ist. Operieren wir nämlich hier durchweg mit uni- 
modularen Substitutionen: 


ei d me o K) O (© ') 
v= (i) A E ! EE t 


so kommt die Angabe der Winkel © und & darauf hinaus, dass 
&« + ò= zx und « + ð' = x gegebene Werte sind, während übrigens 
&, B, ..., y, Ò aus den gegebenen Zahlen a, b, c, d zu berechnen 
sind; die letzteren erfüllen die Bedingung ad — be = 1. Für «, ß, 


y, Ò berechnen sich dabei aus V V’ = V” die Gleichungen: 
& = aò — cß, B = Lð — dB, 
(6) y = — ay + ceg, ð = —by + de, 


und V ist unimodular, falls dies für V gilt. Die Coefficienten von V 
und V’ müssen sonach neben (6) den drei Bedingungen: 


r r d 
« + ò =x, &« +ò =K; að — hy = 
genügen, welche unter Benutzung von (6) und nach Elimination von 
Ò für «, ß, y die beiden Gleichungen liefern: 


() «la— d)+Ppetyb=unr — x, ala —a) — By = 

Es giebt, wie man leicht feststellt, stets Lösungssysteme dieser Glei- 
chungen in endlichen Zahlen «, ß, y; und man könnte sogar noch 
den einen Fixpunkt von V willkürlich wählen. Der einzige Ausnahme- 
fall, den wir übrigens bereits oben andeuteten, ist dureh b = ¢ = 0, 
@ == d = + 1 angegeben. Hier ist noch x = -H-x zu fordern, damit 
Substitutionen V, V’ existieren; in der That müssen ja nun V e F 
einander invers sein, da V” = 1 sein sol. Zum Schluss bemerke 
man noch, dass bei stetigen Änderungen von 1”, x und x die Sub- 
stitutionen V, V’ ihrerseits keine unstetige Änderungen zu erfahren 
brauchen. — 

Indem wir alle hiermit getroffenen Vorbereitungen zusammen- 

fassen, gelingt es nunmehr leieht, das auf der rechten Seite der 
- Gleichung: 


(8) Be. U,. a Ug U, =! 


gültige Vorzeichen eindeutig zu bestimmen. Das hier linker Hand 
stehende symbolische Product wollen wir zur Abkürzung mit U, be- 


zeiehnen: 
u E EE ERT T 


Das Ziel unserer Untersuchung ist danu der Beweis der Formel 
== (-— 1) 


d 
| 
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Ist nun p>0, so leiten wir den Abänderungsprocess so, dass 
zunächst nach einander in den p Systemen zu sechs Seiten von der Art 
der Figur 52 pg. 203 jeweils die Seiten 1 und 6 zur Coineidenz kommen. 
Die Substitutionen auf der linken Seite von (8$) werden sich bei con- i 
stant bleibendem U, continuierlich ändern, wobei nach und nach 
De, Uepi ee Ye, Ve, mit der identischen Substitution gleich werden. 
Infolge der vorausgesandten Entwicklungen können wir bei der Zu- 


sammenbiegung des einzelnen Seitenpaars 1 und 6 so verfahren, dass 

























jedesmal nur die Seiten des benachbarten Systems mit verändert und 
„war zuvörderst gedehnt werden, während der übrige Teil des Polygon- 
randes erst noch unverändert bleibt. Bei der Zusammenbiegung des 
letzten, zu Ü., gehörenden Seitenpaars sind dann die elliptischen Sub- 
stitutionen V, und Va—ı derart mit zu verändern, dass die Relation (3) 
ständig erfüllt ist; letzteres ist nach den eben zuletzt über die ellip- 
tischen Substitutionei V vorausgesandten Bemerkungen stets möglieh. 
Es steht aber andrerseits nichts im Wege, bei der Zusammenbiegung 
der Seiten des einzelnen Paares sogleich den gesamten übrigen Polygon- 
rand zu verändern, wenn man auf diese Weise im Einzelfall bequemere 
Gestalten des Polygons gewinnen kann. 

Eine besondere Bemerkung erfordert der bezeiehnete Deformations- 
process nur für n=0 und n = 1. Im ersteren Falle werden die 
beiden Substitutionen U. und U, offenbar letzten Eudes zu gleicher 
Zeit gleich 1, und wir finden U, = l in Übereinstimmung mit (1). 
Kür n = I können wir den Process in der beschriebenen Weise nur 
erst so weit fördern, dass wir eine Relation U,- UT'=Ü, erhalten. 
Indem wir jetzt die Seiten 1 und 6, die noch übrig sind, zusammen- 
biegen, kommen zugleich die durch V, auf einander bezogenen Seiten | 
zur Goineidenz. Wie wir schon feststellten, erhalten wir danu U, = — 1 
und U, = 1, also U= — 1, was wieder mit (1) übereinstimmt. Für n—=2 
hat man, um U, = 1 zu erhalten, übrigens noch dafür Sorge zu tragen, 
dass die Drehungswinkel für V, und V, gleich werden. Diese Substitu- 
tionen sind nun in der That invers, und die Kette der Randcurven ist 
(eventuell nach erlaubter Abänderung) in ein Kreisbogenzweieck überge- 
gangen. Biegen wir unter wachsenden Winkeln die beiden Seiten des 
/weieeks zusammen, so werden in [)-U, = U, die beiden links stehen- 
den Factoren zugleich = — 1, so dass U, = 1 ist und die Relation 
(1) wieder richtig wird. 

Ist nun » beliebig > 2, so haben wir bisher eine Kette von 2% 
Curven und ihr entsprechend eine Relation 
(9) U, Us ++- Un = Uo 


erreicht, wobei gegenüber (8) nur zwei der links stehenden Faetorei 
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verändert erscheinen. Hier biege man nun nach einander die durch 
Un, Un-ı, ... auf einander bezogenen Seiten zusammen, wobei jedes- 
mal zwei weitere Factoren der Veränderung mit zu unterwerfen sind. 
Das schliesslich noch bleibende Zweieck behandeln wir, wie oben, und 
finden letzten Endes bei unverändertem U, alle n Factoren auf der 
linken Seite von (9) mit (— 1) identisch. Es wird somit U, = (— 1)", 
und damit ist die Relation (1) in der That bewiesen. 





Die allgemeinen Grundlagen für die Theorie der diseontinuierlichen 
-Gruppen ohne infinitesimale Substitutionen sind mit dem Vorstehen- 
den in dem hier beabsichtigten Umfange vollständig entwickelt worden. 
Wenn wir von dem zuletzt behandelten Gegenstande absehen, so ist 
überall der Begriff des Discontinuitätsbereiches das wesentlichste Fun- 
dament unserer Untersuchungen gewesen. Dabei können wir, je nach 
dem Zwecke der einzelnen Untersuchung, den Discontinuitätsbereich 
entweder, wie im Anfang des vorliegenden Kapitels, in nicht weiter 
specificierter Gestalt annehmen oder wir können die normalen Bereiche 
des vorigen Kapitels oder endlich die zuletzt discutierten kanonischen 
Polygone benutzen. Der Übergang von der einen zur andern Gestalt 
ist immer durch erlaubte Abänderung erreichbar. 

Auch weiterhin wird der Begriff des Discontinuitätsbereiches seine 
eentrale Stellung bewahren, gerade wie dies im Specialfalle der Modul- 
funetionen in „M.“ I und II zur Geltung kam. In diesem Sinne wür- 
den wir hier unter beständigem Gebrauch der Diseontinuitätsbereiche 
auch eine allgemeine Theorie der Untergruppen entwerfen können, 
welche sich den Entwicklungen in „M.“ I pg. 308 ff. aufs genaueste 
analog gestalten würde. Doch führen wir dies nicht aus, weil eine 
Behandlung der Untergruppen in diesem Sinne gegenüber der ge- 
nannten Entwicklung aus „M.“ I einstweilen zu wenig neue Gesichts- 
punkte darbieten würde. Dies wird ja nicht hindern, dass wir, wo 
sich die Gelegenheit bieten sollte, von dem Prineip, durch Aneinander- 
reihung von Polygonen Untergruppen zu definieren, Gebrauch machen. 

Ausgerüstet mit den jetzt gewonnenen Methoden und allgemeinen 
Anschauungsweisen wollen wir nunmehr im folgenden Abschnitt an 


die Einzeluntersuchung der thatsächlich existierenden Gruppen heran- 
gehen. 


Fricke-Klein, Automorpho Functionen. I. 14 





Zweiter Abschnitt. 


Durchführung der geometrischen Theorie der 
Polygongruppen aus 5-Substitutionen. 


Erstes Kapitel. 


Behandlung der Rotationsgruppen auf Grundlage der normalen 
Discontinuitätsbereiche. 


Die in den beiden letzten Kapiteln des vorigen Abschnitts ent- 
wickelten Grundlagen für die Theorie der eigentlich discontinuierlichen 
Gruppen aus &-Substitutionen sollen nunmehr für die Aufklärung der 
thatsächlichen Einzelheiten dieser Theorie zur Verwendung gebracht 
werden. Die Betrachtung soll dabei überall auf die Polygongruppen 
eingeschränkt bleiben, da die eigentlichen Polyedergruppen bei unseren 
späteren funetionentheoretischen Untersuchungen keine Rolle mehr 
spielen werden. Innerhalb des so beschränkten Bereiches wollen wir 
jedoeh, soweit als unsere Mittel gestatten, in dem anschaulichen 
Erfassen der wirklich existierenden Gruppen vordringen. In diesem 
Sinne soll im ersten Kapitel die pg. 106 fi. begründete Theorie der 
Normalpolygone auf die unter III pg. 164 rubricierten Rotationsgruppen 
angewandt werden. Wir geben zunächst eine erschöpfende Behandlung 
der elliptischen und parabolischen Rotationsgruppen. Für die hyperbolischen 
Jeotationsgruppen (Hauptkreisgruppen) gewinnen wir zwar im Verfolg 
der zugehörigen Normalpolygone den sehr interessanten Begriff der 
„natürlichen“ Discontimwtätsbereiche; dagegen kommen wir für diese 
Gruppen hier noch nicht zum vollständigen Abschluss, müssen viel- 
mehr zu diesem Ende (im folgenden Kapitel) die „kanonischen“ Polygone 
heranholen. Übrigens wird es ein Leichtes sein, im Anschluss an die 
parabolisehen Rotationsgruppen die unter II der Tabelle pg. 164 ge- 
nannten Gruppen mit zwei Grenzpunkten zu erledigen. Endlich sind 
die eyclischen Gruppen oben pg. 65 ff. sowie in „M.“ I pg. 183 ff. be- 
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reits vollständig behandelt; die Erweiterung durch Spiegelungen ist 
bei diesen Gruppen, abgesehen vom loxodromischen Falle, stets möglich 
(siehe das Nähere in „M.“ I pg. 200 ff). So bleibt für das dritte Ka- 
pitel des vorliegenden Abschnitts nur noch die Besprechung der Nicht- 
rotationsgruppen über. 


$ 1. Erledigung der elliptischen Rotationsgruppen. 


Die elliptischen Rotationsgruppen oder Gruppen der regulären 
Körper haben in „Ikos.“ Abschn. I, in „M.“ I pg. 69 ff., sowie oben 
pg. 69 ff. ausführliche Behandlung gefunden. Speciell an letzter Stelle 
wurden diese Gruppen in ihrer Eigenschaft als Gruppen von Bewegungen 
der elliptischeu Ebene in sieh untersucht. In jedem Falle ist es leicht 
zu sehen, dass es sich hier um Gruppen endlicher Ordnung handelt. 
Dieses ergiebt sich z. B. unter Gebrauch der elliptischen Ebene mit 
Rücksicht auf die Forderung, dass die einzelne Gruppe in dieser Ebene 
einen endlich ausgedehnten Discontinuitätsbereich hat, einfach aus 
dem Umstande, dass der Gesamtinhalt der elliptischen Ebene endlich 
ist. Aus den Entwicklungen des ersten Abschnitts folgt zugleich, dass 
durch die fraglichen Gruppen der elliptischen Ebene auch die sümt- 
lichen Gruppen endlieher Ordnung aus &-Substitutionen bereits erschöpft 
sind; denn die parabolischen und hyperbolischen Rotationsgruppen, 
sowie alle Niehtrotationsgruppen sind von unendlicher Ordnung. 

Die citierten Darlegungen über die elliptischen Rotationsgruppen 
sollen hier noch eine Ergänzung erfahren. In „Ikos.“ pe. 115 ff. ist 
bewiesen, dass die cyclischen (elliptischen) Gruppen, die Gruppen der 
Dieder, des Tetraeders, Oktaeders und Ikosaeders bereits alle existierenden 
elliptischen Rotationsgruppen und also alle Gruppen endlicher Ordnung 
aus &-Substitutionen darstellen. Dabei sind es funetionentheoretische 
Überlegungen, welche bei diesem Beweise benutzt werden; und dieser 
Umstand macht es wünschenswert, dass wir hier untersuchen, wie sich 
das gleiche Ergebnis aus rein gruppentheoretisch-geometrischen Er- 
wägungen entnehmen lässt”). Diese Ergänzung wurde bereits oben 
(pg. 69) in Aussicht genommen; sie entspricht der vielfach sonst be- 
handelten elementargeometrischen Aufgabe, alle „regulären“ Körper 
aufzuzählen. 


*) Die Methode, welehe C. Jordan in der Abhandlung „Memoire sur les 
équations différentielles linéaires ù intégrale algébrique“ (Crelles Jonrnat Bd. S4, 
1877) zum Beweise unseres Satzes benutzt, ist gruppentheoretisch-algebraisch; es 
handelt sich dabei um eine schrittweise ausgeführte Construction der fraglichen 


Gruppen von ihren cyclischen Untergruppen aus. Übrigens sehe man wegen wei- 


terer Literaturangaben „tkos.“ p. 115 u. f. 
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II. Ausführliche Theorie der Polygongruppen. 


Den fraglichen Nachweis gründen wir hier auf die Theorie der 
Normalpolygone, und zwar in der Art, dass wir die Aufgabe erledigen, 
alle denkbaren und wesentlich verschiedenen Normalpolygone P, in 
der elliptischen Ebene aufzustellen. Das einzelne Polygon nehmen wir 
nach pg. 113 zuvörderst so an, dass es je nur an einen elliptischen 
Fixpunkt aus der einzelnen Classe heranragt. Man bemerke, dass unter 
dieser Voraussetzung auf dem Rande von P, niemals zwei elliptische 
Ecken unmittelbar auf einander folgen können*). 

Das Polygon P, habe nun s= 2q Seiten, m Cyclen zufälliger 


Ecken und n elliptische Ecken mit den Winkeln T, nn, m, an 
1 2 n 


Da zum einzelnen Cyclus wenigstens drei zufällige Ecken gehören, so 
gilt für die Anzahl (s — n) der zufälligen Ecken: 

(1) Ss — n> 3m. 

Da ferner die Winkelsumme des geradlinigen s-Ecks der elliptischen 
Ebene > (s — 2) x ist, so gilt: 


(2) 2m +O 7 >s 2. 

| í 
Wenn wir s aus (1) und (2) eliminieren und zugleich dic Ungleichung 
l: > 2 berücksichtigen, so folgt weiter: 


(3) m> es 

Da endlich nach den vorausgesandten Bemerkungen die Anzahl (s — n) 
der zufälligen Ecken nicht kleiner sein kann, als die Anzahl » der 
elliptischen Ecken, so ıst: 

(4) S— Nnn. 

Nun kommen zufolge der letzten Angabe jedenfalls zufällige Ecken 
vor, so dass m© 1 ist. Aus (3) folgt 2> m, und also ist m = 1, so 
dass P, einen Cyclus zufälliger Ecken aufweist. Die Substitution von 
m = 1 in (2) liefert mit Rücksicht auf (3): 


n> >54, 4>s—m, 
i=l] ' 
so dass unter Benutzung von (1) sich s — n = 3 und also ein drei 
yliedriger Cyclus von Ecken ergiebt. Nun liefert die Ungleichung (4) 


*) Die zwischenliegende Seite wäre in der That sowohl der rechts, wie der 
links folgenden Seite zugeordnet, was nur beim zweieckigen Discontinuitätsbereich 
einer cyclischen Gruppe zutrifft; dieser Fall aber kommt im Texte nicht in Betracht. 


Í 
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für n die Werte 1, 2 und 3; doch ist n = 2 sofort auszuschliessen, 
da in diesem Falle s eine ungerade Zahl sein würde. 

Für n = 1 wäre P, ein Viereck, bei dem sich ersichtlich in keiner 
Weise ein dreigliedriger Eckencyclus herstellen liesse. Es ist somit 
notwendig: 

(5) m= 1, n=3, q=3, s=, 
und aus (2) ergiebt sich für die ganzen Zahlen l, k, L: 
1 1 


1 
(6) Tr ee 
1 = 3 
Das Normalpolygon P, der elliptischen Ebene ist ein Seckseck mit drei 
zufälligen und drei elliptischen Ecken, welche letztere der Ungleichung (6) 
genügen. Diese Ungleichung lässt nach „Ikos.“ nur folgende vier Lösungen zu: 


EL RL. 


z [ 


MT Er 
a: 
De 
2 | 5 


wobei im ersten Falle die ganze Zahl l unbestimmt bleibt. 

Um die sämtlichen, diesem Ansatze entsprechenden Gruppen auf- 
zuzählen, schalten wir eine Hilfsbetrachtung ein. 

Die elliptischen Ecken von P) nennen wir e&,, &, e und die ihnen 
zugehörigen Substitutionen Vi, V,, Vz. Indem wir die drei Geraden 
& 69, 6563, €&€, ziehen, spalten wir von P, drei in Figur 54 durch 
Nummern unterschiedene Dreiecke ab. Wir nehmen sodann in dem 
Sinne eine erlaubte Abänderung 
von P, vor, dass wir auf das 
Dreieck 1 und 2 bez. die Sub- 
stitutionen V, und V=! aus- 
üben. Das in Figur 54 (rechter 
Hand) dargestellte neue Po- 
lygon P; besteht aus zwei 
neben einander liegenden Drei- 
ecken mit den Eckenc, , 6, 63, &- 
Die beiden zuletzt genannten Ecken e,, e; sind die Fixpunkte von 
R = V; tV) bez. Vý = V,V,. Nun beachte man, dass die Gerade 
&,€, gemeinsame Niveaulinie von V, und FV, ist, und dass demnach die 
Spiegelung V, an dieser Geraden sowohl V, wie V, in ihre inverse 
Substitution transformiert. Durch V, werden somit V} und F%, und 
also auch e, und ce, in einander transformiert: Die Gerade €, 6, ist eine 








Fig. 5. 
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Symmetrielinie des Doppeldreiecks P,, und also sind die Winkel des ein- 
T 
Fi 

In der durch V, erweiterten Gruppe T sind auch die beiden Spie- 
gelungen V, = Vi V,, Vi = VV, an den beiden anderen Seiten 6€ bez. 


nn 
zelnen Dreiecks Ta 
1 2 


ĉĉ, des Elementardreiecks enthalten. Diese drei Spiegelungen Vi, Vo, V3 
können dann als Erzeugende von I benutzt werden; Vi, Va, V; stellen 
sich in ihnen in der Gestalt dar: 


(1) 1767 = V, RT, = P, Ag = h. 
Die vier schon angegebenen Zahlcombinationen l, l, l führen von 
hieraus direct zu den vier oben (pg. 70 ff.) mitgeteilten regulären Ein- 


teilungen der elliptischen Ebene zurück; andere reguläre Einteilungen 
als diese giebt es also nicht, und dies sollte bewiesen werden *). 


5 


S 2. Die Normalsechsecke der parabolischen Rotationsgruppen. 


Die parabolischen Rotationsgruppen oder Gruppen der parabolischen 
Ebene bestehen bei zweckmässiger Einführung von & (cf. p. 8) nur aus 
£-Substitutionen der Gestalt: 

(1) E = eg t e, 

wobei man den Winkel $ auf das Intervall 0< 8< 2x einschränken wird. 
Die einzelne solche Substitution ist parabolisch mit dem Fixpunkt 
t = œ, falls 9 —= 0 ist; bei einem von null verschiedenen Winkel # 
hat man hingegen eine elliptische Substitution, deren einer Fixpunkt 
bei &= œ gelegen ist. 

Um nun die Theorie der Normalpolygone hier wieder im einzelnen 
durchzuführen, möge zuvörderst eine Gruppe I’ vorgelegt sein, welche 
nieht eyclisch ist und nur parabolische Substitutionen (1) enthält. Ein 
zu I gehörendes Normalpolygon P, habe s = 2q Seiten, m Cyclen 
zufälliger Ecken und x% nicht-zufällige Ecken. Da I’ nicht cyclisch ist, 
so ist q > l; da ferner Ẹ = œ der eiuzige Fixpunkt der Substitutionen 
von I’ ist, so ist n = 1 oder = 0, je nachdem P, an diesen Fixpunkt 
heraunreicht oder nicht. Es gelten nun die Bedingungen: 

(2) s—-n>3m, 2m=s—2; 


—— 


*) Die Tetraedergruppe sowie die sämtlichen Diedergruppen erster Art lassen 
sieb übrigens stets noch auf eine zweite, wesentlich neue Weise auf Gruppen der” 
zweiten Art erweitern. Die Vierergruppe ist sogar in vier verschiedenen Gruppen Pr 
als Untergruppe des Index zwei enthalten. Wir gehen auf die Untersuchuugs- 
methode derartiger Gruppenerweiterungen bei Gelegenheit der parabolischen 
Rotationsgruppen mit Ausführlichkeit ein. 








| 
| 


Il, 1. Theorie der Rotationsgruppen auf Grundlage der Normalpolygone. 215 


die erste Bedingung ist identisch mit (1) pg. 212, die zweite folgt aus 
der Betrachtung der Winkelsumme des Polygons. 

Durch Addition der Relationen (2) folgt nun 2 >m -+ n; man 
hat also nur die beiden Möglichkeiten: 


(3) m +Hr=l, m +- n= 2, 


Nimmt man im ersten Falle n = 1, so folgt m = 0, s = ?, und also 
wäre I’ cyclisch, was wir soeben ausschlossen. Combiniert man die 
Annahme n = } mit der zweiten Gleichung (3), so folgt m=1,s—=4; 
doch würde eine Viereck P, neben der parabolischen Ecke notwendig 
noch eine elliptische aufweisen, die der parabolischen gegenüber läge. 
Die Annahme n = 1 ist somit unstatthaft: das Polygon P, verläuft 
durchaus im Endiichen und hat nur zufällige Ecken. 

Setzen wir somit n = 0, so liefern die Gleichungen (3) die Mög- 
lichkeiten m = 1 und m = 2, denen die Werte s = 4 bez. s= 6 
entsprechen. Das Normalpolygon ciner parabolischen Rotationsgruppe, 
welche nicht-cyclisch ist und nur aus parabolischen Substitutionen besteht. 
ist entweder ein Viereck oder ein Sechseck mit nur zufälligen Ecken. Wir 
werden bald finden, dass sich das Viereck als ein besonderer Fall des 
Sechsecks auffassen lässt. 

Liegt nun der erste Fall s = 4 vor, so sind notwendig je die 
beiden gegenüberliegenden Seiten des Vierecks P, auf einander be- 
zogen; denn anderenfalls würden nicht-zufällige Ecken vorhanden sein. 
Es folgt hieraus, dass P, ein Parallelogramm ist. Die vier Ecken dieses 
Parallelogramms bilden einen viergliedrigen Cyclus und eben deshalb 
sind sie alle vom Centrum C, des Normalbereichs gleich weit entfernt. 
Es folgt: Für s = 4 ist der Normalbereich unserer parabolischen Rotations- 
gruppe cin Rechteck, dessen Greyenseiten einander zugeordnet sind; umgekehrt 
definiert jedes Rechteck dieser Seitenzuordnung eine Gruppe unserer Art und 
ist Normalbereich derselben. Die Centren C,, Ci, Co, .. . der zugehörigen 
Rechteckteilung bilden nämlich ein rechteckiges Punktgitter, und das zu 
diesem System äquivalenter Punkte gehörende Netz der Normalpoly gone 
liefert offenbar direct die Rechtecke. 

Beim Sechseck sind notwendig auch jedesmal zwei Gegenseiten 
auf einander bezogen; denn jede andere Art, die Seiten zuzuordnen, 
führt entweder auf elliptische Ecken oder zweigliedrige Cyelen, wie 
man ohne Mühe im einzelnen feststellen wird. Es sind somit je zwei 
Gegenseiten des Sechsecks parallel und gleich, und wir haben zwei drei- 
gliedrige Cyclen zufälliger Ecken, wobei zum einen Uyelus die erste, 
dritte und fünfte eke gehören, zum anderen die zweite, vierte und 
sechste. Das fertige Bild der Sechseckteilung ist in Figur 55 angedentet; 
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wie man sieht, bilden die Centren C, Ci, Cz, ... ein parallelogram- 
matisches Gitter. Verbindet man C, mit den Centren der sechs benaeh- 
barten Secksecke, so erscheint P, durch drei in C, sich schneidende 
Gerade in sechs Vierecke zerlegt, von denen je zwei gegenüberliegende 
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Fig 55. 


congruent sind. Es ergiebt sich hieraus, dass nicht nur je die drei 
Ecken des einzelnen Cyclus von O, gleich weit entfernt sind, sondern 
dass sogar alle sechs Ecken auf einem Kreise um C, liegen. Über- 
haupt aber gilt der Satz: Das Normalpolygon der parabolischen Rotations- 
gruppen ohne elliptische Substitutionen ist durch seine Eigenschaft, eim 
Sechseck im Kreise mit gleichen und einander zugeordneten Gegenseiten 
zu sein, bereits endgültig definiert. Aus der Gleichheit der Gegenseiten 
ergiebt sich nämlich bei einem beliebigen solchen Sechseck leicht 
auch deren Parallelismus; und hieraus folgt weiter, dass die Winkel- 
summe des einzelnen Eckencyclus 2x ist. Ein Sechseck der genannten 
Art ist also stets Discontinuitätsbereich einer Gruppe. Für letztere 
aber bilden die Sechseckmittelpunkte des zugehörigen Netzes ein System 
äquivalenter Punkte Co, Ci, Co, -.., und das zu diesem System ge- 
hörende Netz der Normalpolygone liefert ebeu das Sechseck wieder, 
von dem wir gerade ausgingen. 

Der vorhin gesondert behandelte Fall eines Rechtecks P, lässt 
sich, wie bereits oben bemerkt, als Specialfall eines Sechsecks unserer 
Art auffassen: In der That werden wir auf ein Rechteck mit einander 
zugeordneten Gregenseiten geführt, falls im Sechseck irgend zwei einander 
gegenüberliegende Seiten verschwindend klein werden. Dieserhalb ist es 
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statthaft, allgemein vom „Normalsechseck der parabolischen Rotations- 
gruppen ohne elliptisehe Substitutionen“ zu sprechen. 

Da übrigens jede Substitution der Gruppe geometrisch eine Pa- 
rallelverschiebung der &-Ebene ın sich bedeutet, so ıst offenbar jedes 
System bezüglich der Gruppe äquivalenter Punkte Co, Cr, (5, . 
mit dem obigen besonderen System C}, Ci, Cz, ... congruent. Hieraus 
folgt aber auch die Congruenz des zum Centrum C, gehörenden 
Normalpolygons P, mit P,: Bei einer parabolischen KRotationsgruppe 
ohne elliptische Substitutionen ist die Gestalt des Normalpolygons unab- 
hängig von der Auswahl des Centrums Cy und mit der Gruppe eindeutig 
bestimmt. 

Das Sechseck gestattet eine wichtige erlaubte Abänderung, die 
hierneben in Figur 56 ausgeführt ist. In der neuen Gestalt ist der 
Discontinuitätsbereich ein Parallelogramm mit einander 
zugeordneten Gegenseiten; offenbar lässt sich dieser Über- 
gang zum Parallelogramm auf drei verschiedene Weisen 
vollziehen. Weiter folgt unmittelbar: Eine parabolische 
Rotationsgruppe ohne elliptische Substitutionen ist stets 
aus zwei mit einander vertauschbaren Substitutionen er- 
zeugbar, die wir sogleich in die typische Gestalt setzen 





Fig. 56. 
können: 
(4) E = E+ 0, E = $ + o. 
Die gesamte Gruppe besteht demnach aus den Substitutionen: 
5) E = E -+ mo, + m,@s, 


wo m,, m, alle Paare ganzer Zahlen durchlaufen sollen. Diesem Resultate 
gemäss sind unsere parabolischen Rtotationsgruppen keine anderen, als 
die der Theorie der doppeltperiodischen Functionen zu Grunde liegenden 
Gruppen; im Discontinuitätsbereich der Figur 56 erkennen wir direct 
das Periodenparallelogramm jener Theorie. Die oben gelegentlich bemutzte 
Benennung „Gruppen der doppeltperiodiscehen Functionen“ für die in Rede 
stehenden Rotationsgruppen ıst damit gerechtfertigt”). 


$ 3. Beziehung der Normalsechsecke der parabolischen Rotations- 
gruppen zur Reduction der binären quadratischen Formen. 


Das Periodenparallelogramm der doppeltperiodischen Funetionen 
"kann nach einer bekannten Theorie in unendlich vielen Weisen ge- 
wählt werden. Es hängt dies, wie z. B. in „M.“ I pg. 29 erörtert ist, 


— — — 


| - 
*) Das im Texte gewonnene Ergebnis, dass sich eine eigentlich disconti- 


nnierliche, nur ans Substitutionen der Gestalt = § -+ c bestehende Gruppe stets 
aus2wwei und nicht mehr Snbstitutionen erzeugen lässt, liefert den Satz der Fuuctionen- 
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mit der linearen Transformation der Perioden o,, ©, zusammen; neben 
ein erstes Parallelogramm der Ecken é = 0, o,, ©, ©, + œ, stellt 
sich jedes weitere mit den Ecken 0, œ, @, @ + ©,, wobei in be- 
kannter Weise: 

= ao + ße, oy = po H do, 
ist und «œ, ß, y, Ò irgend vier ganze Zahlen der Determinante 1 be- 


! A a i e 
deuten. Die gesamten hierbei eintretenden Quotienten @ = -= stellen 


9 


nach „M.“ I ein System bezüglich der Modulgruppe äquivalenter Punkte 
dar: indem wir einen einzelnen unter diesen Punkten aufsuchen, haben 
wir zugleich eines unter jenen Parallelogrammen fixiert. 

Die Auswahl eines einzelnen Punktes œ oder Parallelogramms 
ist nun in anderer Gestalt dieselbe Operation, welche in der Theorie 
der Reduction der ganzzahligen binären quadratischen Formen negativer 
Determinanten als Auswahl einer repräsentierenden Form erscheint. 
In „M.“ I pg. 243 ff. ist diese Theorie entwickelt, wobei das Ausgangs- 
dreieck der Modulteilung als Raum für die reducierten Formen zu 
Grunde gelegt ist. Die entsprechenden Reductionsbedingungen für w 
bez. für die Coefficienten der quadratischen Formen sind a. a. O. 
pg. 249 angegeben; durch diese Bedingungen wird in jeder Classe 
äquivalenter Formen eine einzelne Form eindeutig als redueiert festgelegt. 

Die Normalsechsecke des vorigen Paragraphen waren nun ihrer- 
seits eindeutig mit den Gruppen bestimmt. Die zu den Sechsecken 
gehörenden Parallelogramme, deren Herstellungsart wir sogleich noch 
näher betrachten, werden demnach gleichfalls als „Repräsentanten“ 


aller übrigen, zu derselben Gruppe gehörenden Parallelogramme fungieren 


können, und wir werden sie in diesem Sinne als „reducierte Parallelo- 
gramme“ bezeichnen. Dabei entspringt die Frage, ob die auf diesem 
Wege von den Normalsechsecken aus zu gewinnenden Reductions- 
bedingungen mit denen in „M.“ I pg. 249 übereinstimmen, oder welche 
sie sonst sein mögen. 

Zur Verwandlung des Sechsecks in ein Parallelogramm fixiere 
man nun die Centren der sechs dem Ausgangssechseck P, benach- 
barten Sechsecke und nenne diese Centren, wie Figur 55 andeutet, 
Cis C, ..., Cg. Irgend drei consecutive unter diesen Centren mit C 
vereint liefern die Ecken eines Parallelogramms. Dabei entspringen 


theorie, dass eine eindeutige Funetion eines complexen Argumentes niemals mehr 
als zwei von einander unabhängige Perioden aufweisen kann. Der bekannte von 
Jacobi herrührende Beweis dieses Satzes kommt geradezu darauf hinaus, dass 
im Falle von drei unabhängigen Perioden die Existenz infinitesimaler Substitutionen 
dargethan wird; er ordnet sich also in unseren allgemeinen Gedankengang ein. 








EU a ne nn 
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offenbar nur dret verschiedene Parallelogramme. Man kann dieselben 
auch dadurch herstellen, dass man das Dreieck der Ecken C,, C,, o 
auf die drei möglichen Arten zum Parallelogramm ergänzt. Hieraus 
geht bereits hervor, dass die neuen Reductionsbedingungen für die 
Parallelogramme nicht ein-, sondern dreideutig sein werden. 

Das Sechseck hat nun lauter stumpfe Winkel, die nur im Grenz- 
fall eines Rechtecks rechte Winkel werden. Die Winkel des eben zu- 
letzt genannten Dreiecks sind sonach spitze oder höchstens rechte. 
Umgekehrt liefert irgend ein Dreieck dieser Art durch Errichten der 
Lote auf den aitten u.s. w. stets ein Normalsechseck (cf. Figur 55 
pg. 216). Wir finden sonach: Die von den Normalsechsecken für die 
Periodenparallelogramme etc. gelieferten Jeeductionsbedingungen kleiden sich 
in die einfache geometrische Gestalt, dass das Dreieck mit den Ecken 
E= 0, ©, © ein spitzwinkliges oder höchstens rechtwinkliges sein soll. 
Wir sind hiermit vom Normalsechseck aus gerade zu jener Reductions- 
bedingung geführt, welche in der chen Arbeit von Selling „Über 
die binären und TTA quadratischen Formen“*) der Mee der 
binären Formen zu Grunde gelegt ist. 

Um zu untersuchen, wie sich die vom Normalsechseck gelieferte 
Reductionsbedingung für den Periodenquotienten & ausspricht, nennen 
wir die ingen des Dreiecks mit den Ecken C, O,, Cs etwa 
So» 51, S2, wobei die Seite s; der Ecke C; gegenüberliege. Wir führen 
überdies so ein, dass in den Eckpunkten C,, C., C, die Werte £ = 0 
bez. @,, @, zutreffen; dann ist der Periodenquotient œ von positivem 
imaginären Bestandteil, und s,, S}, Sẹ sind bez. die absoluten Beträge 
der drei Zahlen ©, — ©, @,, ©. 

Die Forderung, dass das in Rede stehende Dreieck nicht stumpf- 
winklig sein soll, drückt sich nun durch die drei folgenden Unglei- 
chungen aus: 


(1) s? + 3 > Be: i, a | = 12 2, >. 
Verstehen wir, wie gewohnt, unter © den zu w conjugierten Wert, 


so nehmen bei Übergang zu œ und © die drei Bedingungen (1) die 
Gestalt an: 


oa + (v — N) — 1)>1, 
(2) el: i So pa 


w a 1 1 


= Ii S k, 


e r w 0 =] 
wobei das Gleichheitszeiehen im Kinzelfall natürlich höchstens in einer 


*) Crelle’s Journal, Bd. 77 pg. 143 1. (18741. 
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der drei Relationen vorkommen kann. Die drei Bedingungen (2) ver- 
wandeln sich nach kurzer Zwischeneutwicklung in: 


20020 +o, 220w to, ofo 


und diese Ungleichungen gehen, wenn man œ = & + in einführt, über 
in die folgenden: 


(3) Etzion 


Der durch diese Bedingungen eingegrenzte Bereich ist nun das in 
Figur 57 dargestellte Kreisbogendreieck mit den Echpunkten o =Q, 1, œ; 
dieses Dreieck ist also der von den Normalsechs- 
ecken gelieferte Raum der reducierten Werte œw. 
Infolge der oben gewählten Einführung der 
Werte @,, @ konnten wir uns hierbei auf die 
positive &-Halbebene beschränken. 

Das Dreieck der Figur 57 besteht aus drei 
Doppeldreiecken der Modulteilung. Dem ent- 
spricht die schon oben hervorgehobene That- 
sache, dass das Normalseehseck auf die oben 
beschriebene Art stets drei Parallelogramme 

Fig. 57, liefert, welehe zugleich reduciert sind. Es ist 

übrigens leicht ersichtlich, dass die Randpunkte 

des Kreisbogendreiecks diejenigen Gruppen liefern, deren Normal- 

sechsecke durch Verschwinden zweier Gegenseiten in Rechtecke ausarten. 

Die drei Paare der Gegenseiten des Sechseeks correspondieren dabei 
den drei Seiten des Kreisbogendreiecks der Figur 57. 

Übrigens ist es gar nicht schwer, die geometrische Überlegung 
so zu wenden, dass wir statt der Selling’schen Reductionsbedingungen 
diejenigen von „M.“ I pg. 249 wiedererhalten. Im wesentlichen kommt 
dies darauf hinaus, dass wir unter den drei eben wiederholt genannten 
Parallelogrammen dasjenige bevorzugen, welches die beiden kleinsten Seiten 
hat. Dabei wolle man den Nullpunkt &=0 sowie die beiden Perioden 
œ, und a, in der Weise einführen, dass bei positivem Umlauf des 
Parallelogramms die drei Eckpunkte bei £ = o,, 0, œ in dieser Reihe 
auf einander folgen, und dass die Seite von &=0 bis é = œ, die 
kleinste wird. Der Quotient œ wird alsdann positiven imaginären 
Bestandteil haben. Die so gegebene Vorschrift lässt sich, wenn wir 
hier stets von partieulären Fällen absehen, noch ın zwei Weisen 
ausführen; doch liefern beide Arten gleiche Quotienten œ. Der ana- 
Iytische Ausdruek der vorstehenden Bedingungen ist: 


l 
0 + o: l> |o 1> oN; 
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gültig sowohl für das obere, wie untere Zeichen. Die Entwicklung 
dieser Ungleichungen liefert: 


(o + ) + 1)> oo, oao>1 
oder unter Gebrauch von £ und q: 
(4) 1>2:>—1, +>. 


Hiermit sind wir in der That zu dem in „M.“ I zu Grunde gelegten 
Ausgangsbereich der Modulgruppe zurückgeführt, nur dass wir die 
Randpunkte dieses Bereiches der Kürze halber ausser Acht liessen. 

Bei den besonderen Maassverhältnissen der Figur 55 pg. 216 ist 
das Parallelogramm C,C,C,C, dasjenige mit den beiden kleinsten Seiten. 
Dabei wird man é = 0 nach C, legen, während die Punkte C, und C, 
bez. die Werte &= ©, und o, tragen. 

Die Theorie der Reduction der binären quadratischen Formen in 
dem hier entwickelten geometrischen Gewande war durch die bekannte 
von Gauss*) herrührende Interpretation der Formen vermöge parallelo- 
grammatischer Punktgitter indiciert. Die wirkliche Angabe der „re- 
ducierten“ Parallelogramme findet sich in der eben zuletzt besprochenen 
Art bei Dirichlet in der Abhandlung „Über die Reduction der posi- 
tiven quadratischen Formen mit drei unbestimmten ganzen Zahlen“ **). 
Diese Abhandlung ist für uns um so interessanter, als in derselben 
vom Netz der reducierten Parallelogsramme aus auch die hier an die 
Spitze gestellte Sechseckteilung hergestellt und näher discutiert wird 
(ef. l. c. pg. 216). Behalten wir die bisher gebrauchte Bezeichnung 
Co, ©, C2, -.. für die Punkte des Gitters bei, so ist Dirichlet's 
Definition des zu C, gehörigen Sechsecks die, dass dasselbe den Inbegriff 
aller derjenigen Punkte der Ebene darstellt, welche dem Punkte C, näher 
liegen als einem anderen Punkte des Gitters. Es ist interessant zu be- 
merken, dass diese Festsetzung eine vollständige Definition des Normal- 
polygons der parabolischen Rotationsgruppeu darstellt, welche zugleich 
unmittelbar der Verallgemeinerung auf zahlreiche andere Gruppen fühig 
erscheint. Doch sei hier nebenher bemerkt, dass sich in gewissen 
Fällen hyperbolischer Rotationsgruppen die fragliche Definition der 
Normalpolygone, welche wir kurz als die Dirichlet'sche Definition be- 
zeichnen wollen, als unbrauchbar bez. unzutreffend erweist; wir kommen 
hierauf später zurück. 


*) Siehe Gauss’ Anzeige der Seeber'schen Untersuchungen über ternäre yuna- 
dratische Formen in den Uöttingischen gelehrten Anzeigen vom 9. Juli 1831 
(Gauss’ Werke Bd. 2? pg. 194). 

**) Orelle’s Journal Bd. 40 pg. 209 (1850). 
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$ 4. Die parabolischen Rotationsgruppen mit elliptischen 
Substitutionen. 


Sei nunmehr eine parabolische Rotationsgruppe T` vorgelegt, welche 

irgend welche Substitutionen: 

(1) a 

also auch elliptische enthalten mag. Die in I’ enthaltenen paraboli- 
schen Substitutionen bilden für sich eine Gruppe I, welche in I’ aus- 
gezeichnet enthalten ist; denn eine parabolische Substitution geht bei 
Transformation wieder in eine parabolische über. 

Bei Combination zweier Substitutionen (1) multiplicieren sich die 
Factoren e°? derselben; alle in I’ vorkommenden Factoren e°! bilden 
demnach ein System von Zahlen, die sich durch Multiplication unter 
einander reproducieren. Da die gesamten elliptischen Substitutionen 
von I’ von endlicher Periode sind, so sind die Factoren eft Einheits- 
wurzeln endlicher Grade. Das fragliche System der Faetoren e°' 


stellt somit alle » Einheitswurzeln eines gewissen Grades n vor. 
2ri 


Setzen wire” = £, so sind demnach die gesamten in I’ auftretenden 
Factoren e”' dureh 1, g, &%, ..., e gegeben. | 

Wir greifen nun irgend eine Substitution mit dem Factor & aus 
I’ auf; dieselbe ist eine elliptische Substitution der Periode n. Wähleu 
wir é so, dass &=0 in dem im Endliehen gelegenen Fixpunkt dieser 
Substitution zutrifft, so hat letztere die Gestalt 5 = e& und erzeugt 
die endliche Gruppe nt®™ Ordnung der Substitutionen: 
(2) E = sb, ea... Sen T—E 
Man zeigt dureh eine einfache gruppentheoretische Betrachtung, dass 
die Gesantgruppe T durch Combination der eyclischen Gruppe (2) mit 
der Gruppe I‘, entspringt. 

Wir benennen nun die erste unter den Substitutionen (2) durch 
V; dieselbe bedeutet geometrisch eine Drehung der &- Ebene um ihren 


Nullpunkt durch den Winkel —. Es ist die Frage, wie wir n wählen 


dürfen, damit eine vorgelegte parabolische Itotationsgruppe I‘, ohne 
elliptische Substitutionen durch V in sich transformiert wird und sonach 
durch Combination mit V cine erweiterte Gruppe von der Art der 
obigen Gruppe I’ liefert. 

Um hierüber zu entscheiden, wählen wir für I, ein System äqui- 


valenter Punkte Co, Cis Co; ..., Indem wir speciell C, mit dem Null- 


0?) ~1)? 
punkt &= O coincidieren lassen. Auf das zugehörige Netz der Normal- 
polygone P, Pi: Pa, ... üben wir die Substitution V aus und ge- 


winnen dadurch das Netz der Normalpolygone für die durch V trans- 
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formierte Gruppe I). Aber die transformierte Gruppe soll gleich der 
ursprünglichen sein, und da C, durch V in sich übergeht, so wird P, 
durch V genau in sich selbst transformiert. Andrerseits, so oft P, 
durch eine Drehung V um C, in sich übergeführt wird, ebenso oft 
gestattet I, durch Combination mit V die Erweiterung auf eine Gruppe T 
obiger Art. Mit Rücksicht auf die Angaben des vorletzten Paragraphen 
betreffs der Gestalt des Polygons P, ergiebt sich demnach unmittelbar: 
Jede parabolische Rotationsgruppe Tọ (ohne elliptische Substitutionen) ge- 
stattet im obigen Sinne die Erweiterung durch eine Substitution V der 
Periode n = 2; die Erweiterung durch eine Substitution V mit n = 3 
oder n = Ô ist stets und nur dann möglich, wenn P ein gleichseitiges 
Sechseck ist; endlich ist die Erweiterung von I, durch eine Substitution V 
mit n = 4 immer und nur dann statihaft, wenn P, ein Quadrat ist. 
Andere Werte von n sind unzulässig. 

Dieses Ergebnis kann man natürlich auf dem Wege der Rechnung 
bestätigen. Benennt man nämlich die Erzeugenden (4) pg. 217 von I} 
durch V, und V, und gebraucht V iu der bisherigen Bedeutung, so haben 
die beiden Substitutionen V V, V—! und VY,V-! die Gestalt: 


— ren; E =E H o. 
Da nun diese Substitutionen gleichfalls in I, enthalten sein sollen, so 
selten die Gleichungen: 

co = a0, + Bo 20,= yo, + do, 

mit ganzen Zahlen «, ß, y, d. Die Elimination von œ, und @, liefert 
für € die quadratische Gleichung: 

e — (a +ö)e + iad — By) = 0 
mit ganzzahligen Coeffiecienten. Da nun e 
eine primitive »‘° Einheitswurzel sein soll, 
so folgt aus bekannten Sätzen der Arith- 
metik, dass v auf die Werte 2, 3, 4, 6 
eingeschränkt ist. Damit sind wir aber 
auf die bereits erhaltenen Gruppenerwei- 
terungen zurückgeführt. 

Die Discontinuitätsbereiche der durch 

elliptische Substitutionen erweiterten Grup- 


pen I' wird man in jedem Falle aus dem H \ ee 


Seckseck der zu Grunde liegenden T; leicht 





herstellen. Der stets mögliehen Erweiterung 
durch ¢ = — f geht eine Hälftung des Sechs- 
 ecks vermöge einer der drei dureh Cy laufenden Diagonalen parallel, welche 
auf das in Figur 58 schraftierte Polygon mit vier zufälligen und vier 
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elliptischen Ecken der Winkel x führt. Die drei Fälle n = 3, 6 und 4 
führen auf die in Figur 59 schraffierten Bereiche, die bez. ein Drittel, 
Sechstel und Viertel der bezüglichen Polygone P, vorstellen. 





Es sei bei dieser Gelegenheit erwähnt, dass auch die aus einer 
einzelnen parabolischen Substitution 8° = & + e entspringende cyclische 
Gruppe der Erweiterung durch & = — ¢ fähig ist. Die auf diese Weise 
entspringende Gruppe aller Substitutionen: 


(8) =the, noo 48 


kann man offenbar als Grenzfall der pg. 213 erwähnten gewöhnlichen 
Diedergruppe (2, 2, l) für l = œ ansehen. Wir bezeichnen die Gruppe (3) 
in diesem Sinne als parabolische Diedergruppe, wogegen die. Dieder- 
gruppen (2, 2, !) mit endlichen l elliptisch heissen sollen. Auf die 
zur parabolischen Diedergruppe gehörende reguläre Ebenenteilung 
kommen wir am Schlusse des übernächsten Paragraphen kurz zurück. 
Man kann hier endlich noch fragen, wo die besonderen Gruppen T 
mit elliptischen Substitutionen der Perioden 3, 6 und 4 ihre repräsen- 
tierenden Punte œw im Kreisbogendreieck der Figur 57 pg. 220 haben. 
Die Entwicklungen des vorigen Paragraphen sowie die uns von „M.“ 1 
her geläufigen Betrachtungen liefern hier ohne weiteres folgende Ant- 
wort: Die bi n= 3 und n=6 eintreienden Gruppen gehören zum 
Mittelpunkt jenes Kreisbogendreiecks, d. h. zum Schnittpunkt seiner drei 
Symmetrielinien; die Seitenmitten des Dreiecks, d. h. die Fusspunkte jener 
Symmetrielinien, liefern die zu n = 4 gehörenden Gruppen. 


$ 5. Erweiterung der parabolischen Rotationsgruppen durch 
Substitutionen zweiter Art. 


Es ist nun zu untersuchen, welche parabolischen Rotationsgruppen I’ 
durch Zusatz von Substitutionen zweiter Art V auf Gruppen der zweiten 
Art F erweitert werden können, in deren einzelner die ursprüngliche 
Gruppe I dann ausgezeichnet vom Index zwei enthalten ist. Hierzu 
ist im Einzelfall hinreichend und notwendig, dass I’ durch F in sich 


| 


transformiert wird, und dass V? in T enthalten ist. Brauchen wir wie 
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oben die Bezeichnung I, für die Untergruppe aller parabolischen Sub- 
stitutionen in I, so wird offenbar auch I, durch V in sich trans- 
formiert, da eine parabolische Substitution bei jeder Transformation 
wieder in eine parabolische übergeht. Hieraus folgt leicht, dass auch die 
Untergruppe I, durch V auf eine I` erweitert wird. Es ist nämlich zu 
diesem Zwecke nur noch zu fordern, dass V* in T, enthalten ist. Nun 
hat V ersichtlich die Gestalt ! = «t + B (da &= œ durch P in sich 
transformiert werden muss); es ist also V’($)= au& +, woa zu «a 
conjugiert und also «œ reell und positiv ist. Da nun letztere Sub- 
stitution in [’ enthalten sein soll, so ist «« zufolge des vorigen Para- 
graphen überdies eine Einheitswurzel. Es ist somit notwendig ae = 1, 
d.h. V? ist in T, enthalten, und also wird, wie wir behaupteten, aueh 
I, durch V auf eine I, erweitert. Merken wir ausserdem sogleich 
an, dass = e”' ist, wo 9 einen reellen Winkel bedeutet. 

Wir behandeln nun zuvörderst die Erweiterung der Gruppe I}. 
Da letztere jedenfalls durch Y(&) = &— ß in sich transformiert wird, 
so findet das Gleiche bei Transformation durch die Substitution 
V, = VY, d. i. durch € = e’'£ statt. Diese Substitution ist aber eine 
Spiegelung, sogar eine Spiegelung in elementarem Sinne, d. h. eine 
solche mit gerader Symmetrielinie. Wir merken als Resultat an: Züsst 
sich eine Gruppe I, überhaupt durch eine Substitution zweiter Art er- 
weitern, so gestattet sie auch die Erweiterung durch eine Spiegelung an 
einer Geraden der &- Ebene. 

Betreffs dieser letzteren Erweiterungen gilt nun der folgende Satz: 
Eime parabolische Rotationsgruppe I, ohne elliptische Substitutionen ist 
stets und nur dann der Erweiterung durch eine Spiegelung fähig, wenn 
sich ein zugehöriges Periodenparallelogramm entweder als Rechteck oder 
als Ithombus wählen lässt. Die Anordnung kann man so treffen, dass 
die Symmetriegerade Mittellinie ides Itechtecks bez. Diagonale des Rhombus 
ist. Für ein rechteckiges Normalpolygon sind diese Angaben ohue 
weiteres evident. Ist aber das Normalpolygon der erweiterungsfähigen 
Gruppe I, ein eigentliches Sechseck, so wähle man C, auf der Sym- 
wmetriegeraden und ziehe Figur 55 pg. 216 heran. P, ist notwendig 
bezüglich der Geraden symmetrisch, und letztere wird entweder eine 
Diagonale oder Mittellinie des Sechsecks sein. In beiden Fällen zeigt 
die Anschauung der Figur 55 fast unmittelbar, dass das schon oben 
betrachtete Dreieck CC, ein gleiehschenkliges ist. Das Parallelo- 
gramm lässt sich demnach in der That in die Gestalt eines Rhombus 
setzen. 

Es wird den Überblick erleichtern, wenn wir sofort die repräsen- 
f tierenden Punkte œw des Kreisbogendreiecks der Figur HT pg. 220 für 


. 
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die hiermit gekennzeichneten Gruppen I, angeben. Es handelt sich 
um ıliejenigen Punkte des Dreiecks, welche den 6 am Dreieck beteiligten 
Symmetrielinien der Modulteilung angehören. Einmal nämlich liefern die 
Randpunkte des Dreiecks die Gruppen I‘, mit rechteekigem Disconti- 
nuitätsbereich. Sollen wir aber ein gleiehschenkliges Dreieck CC, C 
haben, so müssen nach pg. 219 unter den drei absoluten Beträgen 
lol, [o], |0, — | zwei einander gleich sein; damit aber erhalten 
wir die Punkte der drei Symimetrielinien im Innern des Dreiecks Fig. 57, 
wie man leieht weiter ausführen wird. 

Wir kehren nun zur Erweiterung der Gruppe I, durclı die zuerst 
vorgelegte Substitution V zurück. Man kann sich & so eingeführt 
denken, dass die Symmetriegerade der soeben durch V, bezeichneten 
Spiegelung die reelle ¢- Axe wird. Es ist dann V()=E-+Pß. Des 
weiteren haben wir zu unterscheiden, ob zu I, ein Rhombus oder 
ein Rechteck P, gehört. 

1) Ist P, ein Rhombus, so legen wir denselben so, dass die eine 
Diagonale auf der reellen Axe liegt und die linke Ecke mit é = Q 
coindieiert; dies hat keine Schwierigkeit, da I‘, durch ¢' = ¢ in sich 
transformiert wird. Die Perioden ®,, ©, sind dann, wenn wir an 
ihrer früher verabredeten Einführung festhalten (pg. 219), eonjugiert 
imaginäre Zahlen. Verstehen wir unter ß die zu ß conjugierte Zahl, 
so ist: 


(1) Ve (Ð =t +B + B; 


und da wir noch zu fordern haben, dass diese Substitution in ID, ent- 
halten ist, so haben wir die Gleichung: 


(2) B + Ë = mo, + mo, | 


in Ansatz zu bringen. Linker Hand steht hier eine reelle Zahl; es 
ist somit rechts m, = m,, und also hat V die Gestalt: 


g =% + 5 m (0, + o) + ib, 


wo b reell ist. Combinieren wir hiermit die in I, enthaltene Sub- 
stitution & =  — mo,, so ergiebt sich: 


g = E+ i mlo — o) H ib IgH it 


mit reellem 5. Diese Substitution stellt aber eine Spiegelung dar; e 
hat sich auf die Weise ergeben: Ist P, ein Rhombus, so sind in 
stets Spiegelungen enthalten; wir gelangen also hier bereits zu allen denk- 
baren Gruppen T,, wenn wir nur durch Spiegelmgen erweitern. 
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Bei der einzelnen rhombischen Gruppe T, giebt es nun stets zwei rer- 
schiedene Arten der Erweiterung, je nachdem wir die cine oder andere 
Diagonale als Symmetriegerade der erzeugenden Spiegelung heranzichen. 
Der Charakter der entspringenden 
regulär-synımetrischen Einteilung 
der &-Ebene ist beide Male der- 
selbe; die beigefügte Figur 60 
soll denselben näher erläutern. 
Das einzelne gleichschenklige 
Dreieck der Einteilung ist ein 
DiscontinuitätsbereichderGruppe; 
dabei ist die Grundlinie als Sym- 
metrielinie sich selbst zugeordnet; 
die beiden anderen Seiten sind als Seiten zweiter Art nach Maassgabe 
von Figur 61 auf einander bezogen. 

2) Ist zweitens P, ein Rechteck, so orientieren wir dasselbe so, dass 
eine Ecke bei &= 0 liegt, und dass die Seiten 
mit den reellen und imaginären &-Axen coin- 
eidieren; œ, wird nun rein imaginär, œ, reell. 
Die Gleichungen (1) und (2) bleiben hier in 
Kraft; und offenbar finden wir nunmehr m, = 0, 
so dass V die Gestalt hat: 


E = E + = mo, + ib. 


Die Grösse der reellen Zahl b ist hierbei gleichgültig, und wir dürfen 


sie gleich null setzen. Üben wir nämlich auf ¢ nachträglich die Sub- 


l 





Fig. 60. 





stitution = E— , ib aus, so nimmt für die neue Veränderliche € 


die letzte Formel die Gestalt an: 
l (3) E = é + : MO, 


und hierin haben wir also die Substitution V vor uns, welche I), in 
sich selbst transformiert. 

Je nachdem nun in Formel (3) die Zahl m gerade oder ungerade 
ist, enthält die erweiterte Gruppe die erste oder zweite der beiden 
folgenden Substitutionen: 


(4) p = ķ, =+ po 







Der hiermit zu Tage tretenden Fallunterscheidung entsprechen zwei 
wesentlich verschiedene Arten der Gruppenerweiterung. Den ersten 
Fall können wir dahin auffassen, dass es sich um Erweiterung durch 


15* 
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Spiegelung an einer Mittellinie des Rechtecks handelt, und zwar in unserem 
Falle an der horizontalen Mittellinie. Die zur I, gehörende Einteilung 
ist durch Figur 62 versinn- 
licht. Der durch stärkeres 
Ausziehen der Randeurven 
hervorgehobene Disconti- 
nuitätsbereich von I), hat 
zwei Seiten erster Art, die 
durch & = -+ 0, correspon- 
dieren, sowie zwei Seiten 
zweiter Art, nämlich die 
horizontalen Symmetrie- 
linien. Im zweiten Falle 
gewinnen wir die in Figur 63 dargestellte Einteilung der &-Ebene. Hier 
sind die beiden Seiten erster Art durch = &-+ œ, auf einander bezogen, 
während die beiden Seiten zweiter 
Art des Discontinuitätsbereiches 
durch die zweite Substitution (4) 
correspondieren. WieinFigur63 an- 
gedeutet ist, stellt letztere Substitu- 
tion keine Spiegelung dar. Merken 
wir somit als Resultat an: Für eine 
parabolische Rotationsgruppe mit 
rechteckigem Discontinuitätsbereich 
giebt es zwei wesentlich verschiedene 
crweiterungen auf Gruppen von der 
zweiten Art, und nur bei der einen dieser beiden Erweiterungen treten Sprege- 
lungen in der Gruppe zweiter Art 1‘, auf. Übrigens lässt sich jede dieser 
beiden Erweiterungen offenbar in zwei Weisen ausführen, nämlich je nach- 
dem man die eine oder andere Mittellinie zur Spiegelung heranzieht u. s. w. 





Fig. 62. 





Fig. 63. 


$ 6. Fortsetzung: Parabolische Rotationsgruppen zweiter Art mit 
elliptischen Substitutionen. 


Es möge nun I’ eine parabolische Rotationsgruppe sein, welche 
elliptische Substitutionen, jedoch nur erst solche der Periode zwei ent- 
hält. Statt alsdann I’ durch Substitutionen zweiter Art zu erweitern, 
werden wir untersuchen, wie sich die soeben gewonnenen Gruppen Ib 
durch Zusatz elliptischer Substitutionen der Periode zwei zu Gruppen [' 
erweitern lassen, in denen die I‘, Untergruppen des Index zwei sind. 
Nach den am Anfang des vorigen Paragraphen gegebenen Überlegungen 
kommen wir auf dem Wege zu demselben Ziele. 
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Zur Erleichterung des Überblicks über die folgende etwas aus- 
sedelinte Untersuchung machen wir die Hauptabschnitte derselben 
durch vorgesetzte Nummern kenntlich. 

1) Unter den drei wesentlich verschiedenen Gruppen I‘, enthielten 
nur die beiden ersten, durch die Figuren 60 und 62 dargestellten, 
Spiegelungen, deren Symmetriegerade in diesen Figuren parallel zur 
reellen Axe gewählt wurden. Die hinzuzusetzeude elliptische Sub- 
stitution V, oder ausführlich: 


(1) A = — ćģ a ß, 
muss nun das System der Symmetriegeraden in sich transformieren. 
Wäre dies nämlich nicht der Fall, so würden in I’ noch neue mit den 
alten parallele Symmetriegerade und damit noch neue parabolische 
Substitutionen auftreten und I, wäre nicht die Untergruppe aller 
parabolischen Substitutionen, wie wir doch annahmen. Es ergiebt 
sich, dass der im Endlichen gelegene Fixpunkt von V entweder auf einer 
Symmetriegeraden oder genau in der Mitte zwischen zweien gelegen sein muss. 
Jede unserer beiden Gruppen wird nun durch beliebige Parallel- 
verschiebung der &-Ebene im Sinne der Symmetriegeraden in sich trans- 
formiert. Wir dürfen also im gleichen Sinne auch den Fixpunkt der Sub- 
stitution (1) beliebig verschieben. Andererseits folgt aus dem vorigen 
Paragraphen, dass wir aus einem ersten elliptischen Fixpunkt alle 
übrigen durch Zusatz von beliebigen Periodenhälften herstellen. Hieraus 
ergiebt sich nun leicht Folgendes: Es giebt im Falle eines rhombischen 
Periodenparallelogramms (Figur 60) nur eine erweiterte Gruppe T mit 
elliptischen Substitutionen der Periode zwei: beim Rechteck der Figur 62 
haben wir indessen bereits zwei solche Gruppen. Bei der Lage des 
Periodenrhombus wird nämlich aus 
einen mitten zwischen zwei Sym- 
inetriegeraden gelegenen Fixpunkte 
©, 


durch Vermehrung um - 


o 
rd 


einer Symmetriegeraden gelegenen 


ein auf 


Fixpunkt gewonnen; hier kommt 
es also auf dasselbe hinaus, ob 
wir die eine oder die andere Lage 





des Fixpunktes zum Ausgang für 
die Erweiterungannehmen. Im Falle 
der Figur 62 führt indessen die in Rede stehende Fallunterscheidung 
auf zwei verschiedene Gruppen T. 

Die erste unter den drei fraglichen Gruppen I’ liefert die in Figur 64 
dargestellte Einteilung der &£-Ebene, wohei der Deutlichkeit halber die 
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zu Grunde liegende Rhombenteilung gegenüber Figur 60 pg. 227 nach 
etwas grösserem Maassstab gezeichnet wurde. Der Discontimuitäts- 
bereich der vorliegenden Gruppe hat die Gestalt eines rechtwinkligen 
Dreiecks, wobei die auf der Mitte der Hypotenuse gelegene elliptische 
Ecke vom Winkel x nicht mitgezählt ist; diesem Bereich entsprechen als 
Erzeugende zwei Spiegelungen 
und eine elliptische Substitution. 
Diejenigen elliptischen Fix- 
punkte, welche in dieser ihrer 
Eigenschaft nicht bereits als 
Schnittpunkte von Symmetrie- 
geraden hervortreteu, sind in 
Figur 64 (sowie in den weiter 
folgenden Figuren) durch Punkte 
besonders hervorgehoben. 
Nehmen wir in Figur 62 (pg. 228) den Fixpunkt der Substitution (1) 
auf einer Symmetrielinie, so entspringt die besonders einfache regulär- 
symmetrische) Einteilung der Figur 65. Die Gruppe ist aus vier 
Spiegelungen erzeugbar. Wählt man den Fixpunkt der Substitution (1) 
zweitens zwischen zwei Symmetrie- 


SIETIHIER Irre  Seraden, so gewimbiman die in 


Figur 66 angedeutete Einteilung 





Fig. 65. 


rn u der &-Ebene. Wie man sieht, lässt 
a P: ; sich die Gruppe nun aus.zwei 
zi = mus | Spieselungen und zweielliptischen 
\ 2 0, Substitutionen erzeugen. i 
N AEAEE A 2) Einer entsprechenden Dis- 





Vig. 66. cussion haben wir nun weiter die 

| Figur 63 pg. 228 zu unterwerfen. 

Wir könnten dabei ganz in der bisherigen Weise verfahren; indessen ist 

es überzenugender, hier durch Rechnung über die möglichen Erweiterungen 

von I, zu entscheiden. Die in I, enthaltene zweite Substitution (4) 

pg. 227 heisse V, während wir für die elliptische Substitution (1) die 

Benennung V beibehalten. Da nun VVYYV, d. h. die Substitution 

¢' — ¢ — (B — B) in T und also auch in PT, enthalten ist, so haben wir 
B— j= mo, und also hat V die Gestalt: 


a — tiot | 
mit willkürlich wählbarer reeller Zahl b. Ist nun m gerade, so können 


*) Man vergl. über diese Ausdrucksweise oben pg. 137 sowie „M.“ I pg. sos. 
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wir V mit & = — &— / identifieieren; dann wird VV die Substitution 
6 = — §, welche die Spiegelung an der imaginären Axe darstellt. 


Wie man ohne Mühe weiter ausführt, gelangen wir hier zur regulär- 
symmetrischen Rechteckteilung der Figur 65 zurück. Ist m ungerade, so 


. w, E 5 5 - 
i nehmen wir m = | und setzen b= 7, so dass die Substitution } 


den Fixpunkt nt 
Gruppe I' mit elliptischen Substitutionen der Periode zwei. Das Nähere 
betreffs dieser Gruppe entnehme 


.._ ° —__— ES 
man aus der zugehörigen re- l ma i 3 


w, A à . ; 
* hat; hier entspringt dann noch eine wesentlich nene 


gulären Einteilung der &-Ebene, | y Ea 
| die in Figur 67 gegeben ist. Es á M | 
sind in dieser I’keine Spiegelungen ME | Bi N 
| enthalten; Erzeugende von I’ sind | - Te 
u 






... nn. — -< e _—— y 


zwei elliptische Substitutionen -i 
und eine parabolische Substitution -n 
en Art (cf. „M.“ I p. 197). SF. - 
3) Wir haben nunmehr noch Fig. 67. 

von der Erweiterung der drei zu 

den Figuren 59 pg. 224 gehörenden Gruppen durch Substitutioneu 
zweiter Art zu handeln. In den beiden ersten Fällen, wo es sich 
um elliptische Substitutionen der Perioden n = 3 und v = 6 handelt, 
hat die Untergruppe I‘, rhombischen Discontinuitätsbereich. Auf Grund 
der Überlegung vom Anfang des vorigen Paragraphen sowie der Re- 
sultate, welche wir über Erweiterung der Gruppen I), von rhombischem 
Discontinuitätsbereich bereits erhielten, ergiebt sich, dass in den frag- 
lichen beiden Fällen n = 3 und n = 6 die erweiterten Gruppen T 
Spiegelungen enthalten. Demnach handelt es sich zunächst darum, die 
Gruppen der beiden ersten Figuren 59 
durch Spiegeluugen zu erweitern. 

Es ıst nun nicht schwierig, für 
die regulären Einteilungen der beiden 
fraglichen Gruppen die gesamten 
Spiegelungen anzugeben, vermöge Jeren 
die einzelne Einteilung in sich über- 
reht. Wir finden, dass die erste 
Gruppe auf zwei erweiterte Gruppen T 
Wet, die zweite nur auf eine. Zu- 
tächst treffen wir hier auf die Gruppe des geradlinigen gleichseitigen 


£ 













Dreiecks, der die in Figur ÖS angegebene regulär-symmetrische Bin- 
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teilung zugehört; die Gruppe ist aus drei Spiegelungen erzeugbar. 
Zu der gleichen Gruppe erster Art gehört aber noch eine zweite 
Gruppe I, deren regulär-symmetrische Einteilung in Figar 69 an- 
gegeben ist. Der Diseontinuitätsbereich wird hier von einem gleich- 
schenkligen Dreieck gebildet, 
dessen beide Seiten durch eine 
elliptische Substitution der Pe- 
riode drei auf einander bezogen 
sind, während die Basis als 
Symmetrielinie sich selbst zu- 
seordnet ist. Unter den ellipti- 
schen Fixpunkten sind wieder 
diejenigen, welehe nieht schon 
als Sehnittpunkte von Sym- 
metriegeraden (vermöge der 
Schraffierung) hervortreten, 
dureh Punkte besonders markiert. 
Um der Figur ein gleichmässiges 
Aussehen zu verleihen, haben wir übrigens hier und weiterhin davon 
abgesehen, eines unter den Dreiecken dureh Markieren seiner Seiten 
und Zusatz von Pfeilen als Ausgangsdreieek zu kennzeichnen. 
Für die zweite Figur 59 pg. 224 giebt es, wie schon bemerkt, 
nur eine Erweiterung durch Spiegelungen; dieselbe führt zur Gruppe 





des geradlinigen Dreiecks 
It T 
97 g?) BY 


teilung in Figur 70 ge- 
geben ist. 

Um endlich die zur 
letzten Figur 59 gehörende 
Gruppe entspreehend zu 
behandeln, verfahren wir 
rechnerisch und orientieren 
die eben genannte Figur 
so, dass der Mittelpunkt 
des Umrissquadrats bei 
| &= 0, die vier Ecken bei 
sg BL! liegen. Elliptische Fixpunkte von der Periode vier sind 
alsdann einmal die Punkte = m + ni mit ganzen Zahlen m, n, 
sodann die Punkte = ; t *'4-m + ni, Fixpunkte von der Periode 


deren Bin- 





Fig. 70. 


f ug 1 j i : 
zwei haben wir in é= | + m+ ni und ¢ = , + m+ mnh 
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Die erweiternde Substitution V brachten wir nun bereits oben 
auf die Gestalt = c°! -+ B. Da sie den Punkt €= in einen 
elliptischen Fixpunkt von der Periode vier transformieren muss, so ist: 


f 1 N } 
=m + ni oder = ay + m-ni, 
und I wird demnach auch entweder: 


, pe ! as 
(2) g =E ode ¿== c?'Ẹ F 


= 


À ag a 
enthalten. Man fordere weiter, dass € = > Wieder einen elliptischen 


Fixpunkt &° von der Periode zwei liefert; es ergiebt sich, dass e?' die 
Gestalt (m + ni) hat. Dies ist aber nur möglich, wenn e% ==} it. 
Da nun ¢' = iģ§ in T enthalten ist, 
so enthält I’ den beiden Substitu- 
tionen (2) entsprechend entweder: 


(3) E = 5 oder o y 


Beide Substitutionen sind Spiegelungen 
und wir erhalten ihnen entsprechend 
zicei verschiedene Erweiterungen der vor- 
liegenden Gruppe durch Spiegelungen. 
Im ersten Falle werden wir zur 
Gruppe des gleichschenkligen recht- 
winkligen Dreiecks geführt, dem die 
Figur 71 gewidmet ist. Erweitern wir durch die zweite Substitution (3), 
so kommt die zur regulären Einteilung der Figur 72 gehörende Gruppe. 
Diese Einteilung stellt sich offenbar 
neben Figur 69. Der Discontinuitäts- PT Ip RX 
bereich ist ein gleichschenkliges K 

rechtwinkliges Dreieck, welches als j N [N A 
BBengendeeineSpiegeluugundeine (I me ST 8 
elliptische Substitution der Periode | i i 
vier liefert. Die elliptischen Fix- re — «+ LI — e- 


punkte, durch welche keine Sym- D N 























metriegerade hindurchziehen, sind 
in der Figur wieder besonders i | s 7 
markiert. Vergl. übrigens wegen der Fig 72 
Figuren 68, T0 und 71 ,M.“] pe. 107. 

4) Wir schliessen mit der Bemerkung, dass auch die paraholische 
Diedergruppe auf eine Gruppe zweiter Art erweitert werden kann. Man 
setze nämlich die Spiegelung an derjenigen Geraden hinzu, auf welcher 


b 
j 
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die elliptisehen Fixpunkte gelegen sind, und gewinnt die in Figur 73 
angedeutete Einteilung, welche wohl ohne weiteres verständlich ist. — 

Indem wir noch einmal die Er- 
gebnisse zusanımenfassen, so haben 
wir insgesamt 20 verschiedene Typen 
von parabolischen  Rotationsgruppen 
gewonnen, wobei die eyelisehen para- 
bolisehen Gruppen und die para- 
bolischen Diedergruppen mitgezählt 
sind. Von diesen Typen gehören 7 
der ersten und 13 der zweiten Art 
an?). — 

Wir haben vorsteheud die Auf- 
zählung aller parabolisehen Rotationsgruppen zweiter Art um so lieber 
mit voller Ausführliehkeit gebraeht, als die hier zur Verwendung ge- 
kommenen Methoden der Untersuchung auch bei den elliptisehen und 
hyperbolischen Rotationsgruppen zugkräftig bleiben. Doch würde es 
aus Mangel an neuen Gesichtspunkten ermüdend wirken, wollten wir 
iu der alsbald zu entwickelnden Theorie der hyperbolisehen Rotations- 
gruppen etwa wieder mit derselben Ausführliehkeit auf die zugehörigen 
Gruppen zweiter Art eingehen. 





Fig. 73. 


$ 7. Die Nichtrotationsgruppen mit zwei Grenzpunkten. 


Es sollen hier sogleich die Polygongruppen mit zwei Grenzpunkten, 
welche unter II der Tabelle pg. 164 genannt wurden, behandelt werden. 
Diese Gruppen sind nämlich nahe verwandt mit den parabolischen 


*) Dem im Texte vollständig gelösten Problem, alle eigentlich discontinuier- 
lichen Gruppen von Bewegungen und Umlegungen der parabolischen Ebene in 
sich aufzustellen, reiht sich das entsprechende Problem für den parabolisehen, 
d. h. gewöhnlichen dreidimensionalen Raum an. Hier finden sich die 20 Gruppen 
des Textes wieder ein, und zwar als diejenigen particulären Gruppen, bei deren 
einzelner eine Ebene (und damit zugleich alle ihr parallelen Ebenen) in sich über- 
gehen. Dies auf den parabolischen Raum bezügliche Problem ist von den Krystallo- 
graphen vielfach behandelt worden. Das Endresultat ist, dass es im Raume ins- 
gesamt 230 Gruppen giebt, von denen 65 zur ersten Art und 165 zur zweiten 
gehören. Vergl. die in russischer Sprache erschienene Schrift von Fedorow 
„Symmetrie der regelmässigen Systeme von Figuren“ (Petersburg, 1890) sowie 
Schönflies’ Werk „Arystallsysteme und Krystallstructur“ (Leipzig, 1891). Die 
in unserem vorliegenden Buche gewonnenen Resultate über die Gruppen der 
elliptischen Ebene, der hyperbolischen Ebene, sowie des hyperbolischen Raumes 
würden in demselben Sinne grundlegend sein für eine Behandlung der Krystallo- 
graphie in diesen Ebenen bez. im hyperbolischen Raume. 
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Rotationsgruppen und können ohne Mühe auf Grund der Ergebnisse 
der vorigen Paragraphen erledigt werden. 

Sei I’ eine Gruppe der fraglichen Art, so wählen wir & in der 
Weise, dass in den beiden Grenzpunkten ¢ = U und & = œ stattfindet. 
Die Substitutionen der Gruppe werden nun entweder die beiden Grenz- 
punkte zu Fixpunkten haben und besitzen alsdann die Gestalt: 


(1) E = at, 

oder sie permutieren die Grenzpunkte und sind dann von der Form: 
2 RR 

2) p= 


Zugleich bemerkt man auf Grund der Principien des Abschnitts I ohne 
Mühe, dass jede Gruppe, die nur Substitutionen dieser Gestalten enthält 
und von infinitesimalen Substitutionen frei ist, eine Polygongruppe mit 
zwei Grenzpunkten. ist. 

Kommen Substitutionen (2) vor, so bilden alle Substitutionen (1) 
der Gruppe eine Untergruppe I,. Wir behandeln zuerst Gruppen T, 
dieser Art, deren sämtliche Substitutionen die Grenzpunkte zu Fix- 
punkten haben. Die Substitutionen selbst mögen elliptisch, hyper- 
bolisch oder loxodromisch sein. 

Zur näheren Untersuchung von I), bedienen wir uns der durch 


(3) = log 
vermittelten logarithmischen Abbildung der &-Ebene auf die Ebene einer 
neuen Variabelen &,. Es handelt sich hierbei um eine 1-oo-deutige 
Beziehung, indem sich bekanntlich die &-Ebene auf einen Parallel- 
streifen der &,-Ebene von der Breite 2x überträgt, dessen Ränder zur 
reellen Axe parallel laufen. Die Einteilung der &,-Ebene in unendlich 
viele solche Streifen giebt das volle Bild der Beziehung (5); dem ein- 
zelnen Werte & entsprechen dabei die unendlich vielen Werte & + ?nzi, 
wo n alle ganzen Zahlen von — œ bis + œ durchläuft. Die Geraden 
der &,-Ebene correspondieren den loyarithmischen Spiralen der £- Ebene 
| mit dem Windungspunkte é = O. Speciell liefert das Büschel der zur 
reellen & -Axe parallelen Geraden in der -Ebene das Geradenbüschel 
durch &= 0; und dem Büschel der zur imaginären & -Axe parallelen 
Geraden entspricht das System der eoneentrischen Kreise um &=(. 


l Die Substitution (1) wird nun dureh die Transformation (3) in 
die Gestalt übergeführt: 
(4) 2.18 


T, liefert dementsprechend eine transformierte Gruppe I, aus lauter 
0 l 0 

parabolischen Substitutionen mit dem Fixpunkte <= œ. Aus dem 
geometrischen Charakter der ausgeführten Transformation geht aber 





ID 
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ohne weiteres hervor, dass eine Gruppe T, stets eine eigentlich dis- 
continuierliche Gruppe I), liefert, wobei jedoch die Besonderheit vor- 
liegt, dass T% die Substitution Ẹ = + 2irx enthält. Aber auch das 
Umgekehrte gilt, wie sofort ersichtlich ist. Wir gewinnen somit- die 
sämtlichen Gruppen T, aus Substitutionen (1) mit zwei Grenzpunkten, 
wenn wir auf alle parabolischen Rotationsgruppen der &,-Ibene, für 


deren zugehörige Perioden @,, ©, sich zwei ganze die Gleichung: 
(5) 4,0, F 4,0, = 217 
befriedigende Zahlen u,, u, finden lassen, die zu (3) inverse Transforma- 
tion &= œ ausüben. Man darf hier offenbar den Quotienten œ, sowie 
die ganzen Zahlen‘ u,, u, willkürlich wählen, und kann dann immer 
noch ©, ©, so fixieren, dass die Gleichung (5) erfüllt ist. 

Als Einteilung der &,-Ebene wählt man am besten gleich die- 
jenige in Parallelogramme und bildet dieselben behufs Gewinnung der 





iz 7. 


zu J gehörenden Einteilung der -Ebene auf letztere ab. Die in der 
E- Ebene entspringende Einteilung wird alsdann durch logarithmische Spiralen 
zweier isogonalen Schaaren gebildet, und der Discontinuitätsbereich von Io 
erscheint natürlich wieder als Viereck, dessen Gegenseiten auf einander 


bezogen sind (siehe Figur 74). Speciell können natürlich Gerade durch 
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den Nullpunkt &= 0 oder Kreise um denselben an Stelle eigentlicher 
Spiralen als Vierecksgrenzen eintreten *). 
Wir gedenken hier auch noch der Frzeugenden von T,: 


(6) F(A = eg, VO = ehg, 


welche den Erzeugenden (4) pg. 217 von T% entsprechen. Es ist 
nämlich erwähnenswert, dass V, und V, zwei Relationen geniigen, nämlich 
erstlich der primären: 


(1) nE V =i, 


welche aus dem Cyelus der vier zufälligen Eecken des Viereeks hervorgeht, 
und andrerseits der secundären Nelation: 


(8) Pr. Wr 1. 


Die erste Relation besagt einfach, dass die beiden Erzeugenden F,, V, 
vertauschbar sind. Die Relation (8), welche der Formel (5) corrg- 
spondiert, entspricht dem Umstande, dass das zu I, gehörige Polygon- 
netz einen zweifach zusammenhängenden Bereich darstellt; in der That 
sind ja die beiden Grenzpunkte unserer Gruppe bei é = 0 und é = x 
nicht als dem Netze zugehörig anzusehen (cf. pg. 175). — 

Die Gruppen, welche neben Substitutionen (1) auch solche vom 
Typus (2) enthalten, erledigen sich nun leicht. Jede Substitution (2) 
ist elliptisch von der Periode zwei und transformiert eine Substitution 
& = ed in ihre inverse. Daraus ergiebt sich unmittelbar: Die einzelne 
Gruppe I, ist mit einer «willkürlich zu wählenden Substitution (2) der 
Erweiterung fähig, und wir gelangen solcherweise zu den gesamten noch 
fehlenden Gruppen erster Art mit zwei Grenzpunkten. Man kann die 
Anordnung so treffen, dass die Ecken, Seitenmitten und Vierecks- 
mittelpunkte der zu I, gehörenden Einteilung die elliptischen Fix- 
punkte liefern. Den Discontinuitätsbereich der umfassenderen Gruppe I 
gewinnt man leicht durch Hälftung des Vierecks der Gruppe T}. 

Natürlich können wir die fraglichen Gruppen I’ dureh die Trans- 
formation (3) aus den parabolischen Rotationsgruppen mit elliptischen 
 Substitutionen der Periode zwei ableiten. Die zu den Figuren 50 
pg.224 gehörenden Gruppen mit elliptischen Substitutionen der Perioden 
8, 4 und 6 geben, vermöge (3) transformiert, nicht mehr Gruppen 

„linearer“ Substitutionen. 


*) Wie man leicht bemerken wird, ist es stets möglich, das Viereck auch dureh 
Kreisbogen oder Gerade an Stelle der logarithmischen Spiralen einzugrenzen. Doch 
würde dies den Nachteil haben, dass der einzelne begrenzende Kreisbogen bez. 
lie einzelne begrenzende Gerade über das zugehörige Viereck hinaus nicht an 
der Einteilung der ¢- Ebene partieipieren würde. 
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S 8 Erweiterung der Gruppen mit zwei Grenzpunkten durch i 
Substitutionen zweiter Art. 


Soll cine Gruppe des vorigen Paragraphen im üblichen Sinue der 
Erweiterung vermöge einer Substitution zweiter Art V fähig sein, so 
wird letztere notwendig die Grenzpunkte in sich transformieren und 
demnach entweder die erste oder zweite der folgenden Gestalten zeigen: 


(1) mal, =É. 
4 

Über die Möglichkeit solcher Erweiterungen entscheiden wir unmittelbar 

durch Recursion auf die parabolischen Rotationsgruppen vermöge der | 

sehon im vorigen Paragraphen benutzten Transformation é= log £. 

Die Substitutionen (1) werden dabei transformiert in die neue Gestalt: 


È) to = h + loge, f= — bo + logih 


Hiermit ist für die parabolischen Rotationsgruppen zweiter Art, welche 
wir heranziehen wollen, eine bestimmte Orientierung der zugehörigen 
Einteilung in der é& -Ebene bedingt. Beispielsweise werden wir die 
Figur 60 pg. 227 einmal so gelagert denken, dass die Symmetrielinien 
der Rhomben parallel zur reellen &-Axe verlaufen, und erhalten dann 
bei Übergang zur £-Ebene eine erweiterte Gruppe mit Substitutionen 
von der ersten Gestalt (1). Lagern wir hingegen die Symmetrielinien 
parallel zur imaginären Axe, so erhalten wir eine Gruppe zweiter Art 
mit Substitutionen vom zweiten Typus (1). Natürlich kann es auch 
vorkommen, dass beide Typen (1) in einer erweiterten Gruppe zu- 
gleich auftreten; in diesem Falle enthält die zugehörige Gruppe erster 
Art elliptische Substitutionen (2) pg. 235. 

Geht man nun die verschiedenen regulären Einteilungen zweiter Art 
des vorigen Paragraphen durch, so ergiebt sich das folgende Resultat: 
vs giebt insgesamt zwölf wesentlich verschiedene Gruppen zweiter Art mit 
zwei Grenzpunkten. Die zugehörigen regulären Finteilungen werden durch 
logarithmische Abbildung der Figuren 60 sowie 62 bis 67 geliefert; die 
Jiguren 64 und 65 liefern je nur cine Gruppe, die übrigen Figuren 
Jedoch im vorstehenden Sinne jedesmal zwei. 

Es wird ausreichend sein, wenn wir dies Ergebnis an einigen 
Beispielen illustrieren. Belassen wir etwa erstlich in Figur 60 die 
Symmetrielinien parallel zur reellen Axe und wählen œ, und ©, SO, 
dass 20, — 20, = xi ist, so entsteht die in Figur 75 gegebene Ein- | 
teilung zweiter Art der &-Ebene in Dreiecke. Das einzelne Dreieck 
ist von drei Seiten zweiter Art eingegrenzt, unter denen sich eine 
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Symmetrielinie findet; die beiden anderen Seiten sind nach Maassgabe 





von Figur 61 pe. 227 auf einander bezogen. In Figur 76 bemerkt 
man die Übertragung der Figur 62 pg. 225 auf die $-Ebene; es wurde 





Fig. 76. 





r y Ban. RE . 2 
ierbei œ mit „ identificiert. Durch den bei £ = 0 gelegenen Mittel- 


> 
a 
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punkt der Figur ziehen vier Symmetriegerade hindurch. Der einzelne 
viereckige Discontinuitätsbereich weist zwei Seiten zweiter Art, nämlich 





112777 





Symmetriegerade, auf, sowie zwei Seiten erster Art, die durch eine 
hyperbolische Substitution auf einander bezogen sind. Die durch 
Figur 77 definierte Gruppe, welche der Figur 63 pg. 228 correspondiert, 





Vig. 78. 


zeigt die Besonderheit, dass sie keine Spiegelungen enthält. Zun 
Schluss erwähnen wir auch noch die in Figur 78 dargestellte Ein 


JI 
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teilung; die zugehörige Gruppe entspricht der zu Figur 65 pe. 230 
gehörenden parabolischen Itotationsgruppe. Diese Gruppe ist insofern 
T besonders einfach, als sie aus Spiegelungen allein erzeugt werden kann *). 


| $ 9. Neue Erläuterungen betreffend die Einführung der Normal- 
polygone der hyperbolischen Rotationsgruppen **). 


Indem wir nunmehr an die genaue Untersuchung der Ayperbolischen 
Rotationsgruppen herantreten, legen wir wie früher die projective Ebene 
der Betrachtung zu Grunde und ziehen übrigens bis auf weiteres einzig 
Gruppen erster Art heran. Die einzelne solche Gruppe I’ ist auf der 
fundamentalen Ellipse der hyperbolischen Ebene selbst entweder eigentlich 
oder uneigentlich discontinwierlich*”**). Im letztern Falle bildet die Ellipse 
die natürliche Grenze des Polygonnetzes; im ersteren Falle hingegen 
greift nach den Darlegungen von pg. 103 das Netz mit unendlieh 
vielen Ecken in das Ellipsenäussere hinans. Insbesondere dieser Fall 
der eigentlichen Discontinuität auf der Ellipse ist es nun, welcher im 
gegenwärtigen Paragraphen einige neue Erläuterungen nötig macht. 

Um hier zunächst an den allgemeinen Charakter des Polygonnetzes 
bei eigentlicher Discontinuität auf der Ellipse etwas ausführlicher zu 
erinnern, so hat die einzelne über die Ellipse hinausragende Ecke in 
ihrer äussersten Spitze einen hyperbolischen Fixpunkt F. Die Tangenten 
von ihm aus an die Ellipse, welche die Berührungspunkte A und B 
haben mögen, liefern hiernächst den Rand des Polygonnetzes. Im 


Innern des Ellipsensegmentes AB, über welches das Netz in das 
Ellipsenäussere hinaustritt, finden sich keine Grenzpunkte der Gruppe; 
der Discontinuitätsbereich der Gruppe innerhalb des fraglichen Bogens 


*) Man könnte auch noch die Polyeder des projectiven Raumes in Betracht 
ziehen, welche zu den Gruppen der Textes gehören. Dabei ist es zweckmässig, 
die beiden Grenzpunkte auf der &-Iugel diametral zu nehmen, und zwar etwa 
so, dass der sie verbindende Kugeldurchmesser vertical verläuft. Dann wird z. B. 
im Falle der Figur 78 das Polyeder durch zwei Horizontalebenen, sowie zwei 
I weitere Ebenen eingegrenzt, welche sich in dem eben genannten Durchmesser 

schneiden. Dabei tritt ersichtlich ein Stück dieses Durchmessers als eine gänzlich 
im Kugelinnern gelegene Kante des Volyeders ein; letzterer entspricht die secnn- 
däre Relation zwischen den Erzeugenden (cf. pg. 175 ft). 
+*+) Die Hauptergebnisse der weiter folgenden Entwickinugen dieses und des 
folgenden Kapitels sind in der Note des Verf. „Über die Discontimeitütsbereiche der 
Gruppen reeller linearer Substitutionen einer complexen Variabelen“, Göttinger 
- Nachrichten von 1895, Heft 3, mitgeteilt. 
***) Die Zugrundelegung der projeetiven Ebene gestattet die gleichzeitige 
Behandlung beider Fülle; bei Bevorzugung der -Kugel wären die Fälle formal 
so verscliedenartig, dass eine gemeinsame Behandlung unmöglich sein würde. 


Fricke-Klein, Automorphe Funcelionen. 1. 16 
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AB der Ellipse besteht aus einem kleineren Ellipsensegment, welches 
man so zu wählen hat, dass seine beiden Endpunkte durch die zum 
Punkt 7” gehörende hyperbolische Substitution V auf einander bezogen 
sind. Man wolle sich der 
beigefügten schematischen 
Figur 79 zur näheren Ver- 
anschaulichung dieser Ver- 
hältnisse bedienen. 

Bei dieser Sachlage wer- 
den mit einem Punkte C}, den 
wir im Innern der eben be- 
sprochenen, der Ellipse an- 
liegenden Ecke annehmen, 
bezüglich IT’ innerhalb der 
gleichen Ecke nur diejenigen 
Punkte, C_ı, 02, O3, 0;,... 
äquivalent sein, welche aus 
C, durch wiederholte Aus- 
übung der eben genannten 
zu T gehörenden Substitution 
V und Y”! entspringen. Wir werden diese Verhältnisse sogleich iu 
Benutzung nehmen. 

Zur Einführung der Normalpolygone, auf welche wir die weitere 
Betrachtung basieren, wird man sich der allgemeinen Ansätze von 
pg. 106 ff. bedienen. Das erste Centrum C, denken wir zunächst irgendwo 
im Ellipseninnern, nur von einem elliptischen Fixpunkte verschieden, 
gewählt. Der Fall eigentlicher Discontinuität auf der Ellipse unter- 
scheidet sieh dann dadurch vom anderen, dass bei jenem die Polygone 
über die Ellipse hinauswachsen (ef. pg. 109). Die zur Bildung der 
Polygone Pa, Pi, -.. dienenden concentrischen Kreise um (,, ©, ... be- 
halten dabei auch im Ellipsenäusseren durchaus ihre elementare Bedeu- 
tung, nach welcher sie einfach die Bahncurven der zu Cg bez. Ci, -.. 
als Fixpunkten gehörenden Substitutionen sind. Die im Innern der 
Ellipse auftretenden geradlinigen Polygongrenzen, welche bis an die 
Ellipse selbst heranreichen, setzen sich ohne Richtungsänderung über 
die Ellipse hinaus fort, bis sie zufällige oder hyperbolische Ecken 
erreichen. Der Unterschied gegen die Verhältnisse im Innern der 
Ellipse ist dabei rein formal und besteht darin, dass die ausserhalb 
gelegenen Kreise um C, Radien besitzen, für welche die hyperbolische 
Maassbestimmung imaginäre Maasszahlen liefert; das Wesen der realen 
geometrischen Verhältnisse wird aber hierdurch nicht berührt. 


F 





Fig. 79. 








II, 1. Theorie der Rotationsgruppen auf Grundlage der Normalpolygone. 243 


Hierüber hinaus treffen wir nunmehr die neue Festsetzung, dass 
wir im Falle eigentlicher Discontinuität auf der Ellipse auch solche 
Centren Co zulassen, welche auf oder ausserhalb der Ellipse, jedoch 
im Innern der oben betrachteten Ecken des Netzes liegen; wir können 
sagen, Co solle irgendwo innerhalb der zur Gruppe gehörenden natürlichen 
Grenze gelegen sein. 

Für ein solches C, ausserhalb der Ellipse ist nun der Bildungsprocess 
der Normalpolygone nicht ohne weiteres nach der früheren Regel aus- 
führbar. Infolge des Charakters der hyperbolischen Maassbestimmung 
haben alle Punkte der von Cù an die Ellipse ziehenden Tangenten vom 
Punkte C, die Entfernung null. Ein Kreis mit sehr kleinem Radius 
stellt, elementar gesprochen, eine von jenem Tangentenpaar nur sehr 
wenig verschiedene Hyperbel dar. Nun veranschauliche man sich die 
Lage der Punkte C,, Ci, ... in Figur 79 und wird sofort bemerken, 
dass die „Kreise“ um O,, C}, ... notwendig gleich anfangs collidieren; 
dieselben erscheinen somit als ungeeignet, zum Ausgangspunkt für die 
Construction von Normalpolygonen gewählt zu werden *). 

Die hiermit gefundene Schwierigkeit lässt sich nun sehr leicht 
dadurch überwinden, dass wir dem nach der früheren Vorschrift zu 
vollziehenden Bildungsprocess der Normalpolygone einen besonderen 
einleitenden Act voraussenden. Wir knüpfen hierbei an die in Figur 79 
angedeutete beiderseits unendliche Reihe der äquivalenten Punkte 

o Cis Ci, C ... und ziehen von F aus alle diejenigen Geraden, 
welche halbwegs zwischen je zwei consecutiven Punkten C verlaufen. 
Man kann diese Geraden auch dadurch eindeutig definieren, dass je 
zwei consecutive C durch Spiegeluug**) an der zwischenliegenden 
Geraden in einander übergehen sollen. Die construierten Geraden 
grenzen Discontinuitätsbereiche von I’ innerhalb der Ecke A FBP ein #**), 
Wir setzen nun diese Bereiche bis in das Ellipseninnere fort, ohne 
indes die Polare AB von F zu erreichen. Ferner aber wollen wir 
die fraglichen Bereiche im Innern der Ellipse durch eine Kette von 


*) Zufolge dieser Darlegungen ist für die im Texte gewählte Lage des Cen- 
trums C, ausserhalb der Ellipse die Dirichlet'sche Definition des Normalpolygons 
(cf. pg. 221) unzulänglich; dies ist der Sinn des Vorbehalts, den wir am Schlusse 
des § 3 (pg. 221) aussprachen. 

“*) Natürlich ist unter dieser Spiegelung die harmonische Verspectivität ge- 
neimt, welche die gedachte Gerade zur Axe und ihren Pol bezüglich der Ellipse 
zum Centrum hat. 

t*t) Nach demselben Princip kann man offenbar für jedes beliebige innerhalb 
Jder uussorhalb der Kllipse gelegene Centrum C, einen Normalbereiech irgend einer 
yelischen Gruppe construieren; nur darf C, nicht anf einer der Tangenten gelegen 
ein, welche vom Fixpunkt #' der eyelischen Gruppe an die Ellipse laufen. 

16 ? 
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~ 
Kreisbogen ..., D,D,, DiDe, ... abgrenzen, welche die Punkte 
... 09 Q, ... zu Centren haben und lauter gleiche Radien (von 
imaginärer Maasszahl) besitzen. Man wird diese Maassregel mit Hilfe 
der Figur 79 (pg. 242) unmittelbar verstehen‘). Der einzelne Punkt D; 


hat offenbar von C; und C;_ı gleiche Entfernung; der Bogen TOR 
stellt, elementar gesprochen, ein Segment einer Ellipse dar, welche die 
fundamentale Ellipse in den beiden Berührungspunkten der von C; an 
die letztere ziehenden Tangenten berührt u. s. w. 

Nunmehr vollziehen wir dieselbe Construction in allen bezüglich 
T' mit der Ecke AFB äquivalenten Ecken und natürlich mit den zu 
2. Cos Cis ». . äquivalenten Ausgangspunkten. Es ist dann aus der 
Lage dieser Ecken unmittelbar evident, dass die bis dahin gezeichneten 
Bereiche nirgends mit einander collidieren. Andrerseits haben wir mit | 
den augenblicklich vorliegenden kreisförmigen Grenzen der Bereiche 
allenthalben das Ellipseninnere erreicht, und der ferneren Construction 
der Normalpolygone auf Grund des überall gleichmässigen Anwachsens 
der Kreisflächen steht keine Schwierigkeit im Wege. Sollte das Polygon- 
netz mehr als eine Classe von Ecken ausserhalb der Ellipse darbieten, 
so hindert natürlich nichts, die Polygone aufs neue über die Ellipse 
hinaus in die noch unbedeckten Ecken ganz in der bisherigen Weise 
(d. h. unter Benutzung der Kreise um (,, Ci, -..) hineinwachsen 
zu lassen. 

Es wird übrigens kaum nötig erscheinen, noch auf die unwesent- 
lichen Modifieationen der vorstehenden Betrachtung hinzuweisen, welche 
eintreten, falls C, auf der Ellipse selbst angenommen wird. — 

Nachdem wir in dieser Weise die Grundlagen unserer Unter- 

























suchungen von pg. 106 ff. ein wenig erweiterten, übernehmen wir nun- 
mehr die damaligen Ergebnisse betreffend die Gestaltung der Normal- 
polygone Pa, Pis Pr, -.. Im vollen Umfange. Die Ecken des einzelnen 
Polygons P, hatten wir dortselbst in zufällige und nicht-zufällige zu 
sondern, von denen die letzteren Fixpunkte von Substitutionen der 
Gruppe waren. Es werden sehr bald continuierliche Veränderungen 
von J zu betrachten sein, welche Bewegungen des Centrums C, ent- 
sprechen. Hierbei werden die zufälligen Polygonecken selber beweglich 
sein, die nicht-zufälligen aber offenbar fest. Es wird in diesem Sinne 
erlaubt sein, die Polygonecken auch als bewegliche und feste zu unter- 
scheiden. 


| 


] i 
i ' : N A : we ; 5 u ’ 

*) Die einzelnen Kreisbogen D,D,, ... sind übrigens in der Figur mit über- 
trieben starker Krümmung gezeichnet, um sie für das Auge besser von einande 
zu sondern. 
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Die frühere Angabe (pg. 111), die Anzahl der beweglichen Ecken, 
welche im Einzelfall zu einem Cyclus zusammenschören, sei im all- 
gemeinen gleich drei, wurde nur unter dem ausdrücklichen Vorbehalt 
einer späteren ausführlichen Untersuchung gemacht. Diese Unter- 
suchung soll sogleich in Angriff genommen werden. — 

Vorab benutzen wir nur noch die Gelegenheit, ein allgemeines 
Prineip zu formulieren, welches den Begriff der Normalpolygone be- 
trifft, und welches bei der in Aussicht genommenen Untersuchung 
sowie namentlich bei späteren (relegenheiten sehr nützlich ist. 

Sind irgend zwei Seiten des Normalpolysons P, durch die Sub- 
stitution V auf einander bezogen, so stellen diese Seiten Niveaugerade 
von V dar, welche sich, nötigenfalls verlängert, im Fixpunkte Z’ von 
V schneiden. Diese beiden Geraden, für sich genommen, grenzen einen 
zu C, gehörenden Normalbereich der aus V zu erzeugenden cyclischen 
Gruppe ein. Ist andrerseits V“ irgend eine Substitution von I), so 
ragt P, offenbar nirgends über den zu O, gehörenden Normalbereich 
von Y’ hinaus. 

Bei dieser Sachlage ist folgender Satz unmittelbar evident: Das 
Normalpolygon P, der Gruppe I’ mit dem Centrum Co ist der gemein- 
same Bestandteil aller derjenigen Normalbereiche des Centrums Co, welche zu 
den verschiedenen cyelischen Untergruppen von I’ gehören. Natürlich werden 
nicht alle in dieser Weise eintretenden eyclischen Bereiche mit ihren 
Grenzen an der Berandung von P, particıpieren. 

Dieses Prineip, welches, wie gesagt, später wiederholt angewandt 
wird, hätte man überhaupt zur Definition der Normalpolygone nicht- 
eyclischer Gruppen I’ an die Spitze stellen können. Doch unterlassen 
wir, die Entwicklung, welche die Theorie der Normalpolygone als- 
dann genommen hätte, noch näher zu skizzieren. 


$ 10. Untersuchung, die Cyclen zufälliger Ecken der Normal- 
polygone P, betroffend. 


Wir stellen nunmehr die Cyclen zufälliger Eeken des Normal- 
polygons /%, von P zur näheren Discussion und fragen nach der Mög- 
lichkeit eines Cyclus mit mehr als drei zugehörigen Ecken. Bine be- 
sondere einleitende Betrachtung wird uns gestatten, diese Frage in 
eine der analytischen Untersuchung zugängliche Gestalt zu kleiden. 

Möge vorab der zu ©, gehörende Normalbereich irgend einer 
eyelischen Gruppe vorgelegt sein, den wir kurz als einen „eyelischen 
Normalbereich“ bezeichnen; und es möge Z irgend ein Punkt auf der 
| einen diesen Bereich begrenzenden Niveaugeraden sein. Jenseits dieser 
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Geraden schliesst sich ein äquivalenter Bereich mit dem Centrum C, an. 
Es gilt alsdann der Satz: Co und C, liegen auf ein und demselben Kreise 
mit dem Mittelpunkt E, cin Kreis, der offenbar durch seinen Mittel- 
punkt E und einen der beiden Punkte C,, C, bereits eindeutig bestimmt ist. 

Man bemerke hierbei, dass ja die „Kreise“ um E im gewöhnlichen 
Sinne zu Æ als Fixpunkt gehörende Bahncurven vorstellen. Der Ver- 
lauf der letzteren ist des näheren in den Figuren pg. 34 u. f. geschildert; 
es war dabei eine dreifache Fallunterscheidung zu treffen, je nachdem 
das Centrum J; des Kreises ausserhalb, innerhalb oder auf der Ellipse 
gelegen ist. Im ersten Falle ist, wie wir besonders hervorheben, die 
einzelne Balneurve als solche durch die beiden auf der Ellipse ge- 
legenen Fixpunkte der zu E gehörigen Substitutionen als begrenzt 
anzusehen (ef. Figur 5 pg. 34). Nun sind die Kreise um Æ doch die- 
jenigen Kegelschnitte, welche die absolute Ellipse in den beiden (reellen 
oder imaginären) Schnittpunkten mit der Polare von Æ berühren. Da- 
her wird der einzelne Kreis, d. i. der einzelne solche Kegelschnitt, im 
Falle eines ausserhalb der Ellipse gelegenen Centrums Æ jedesmal aus 
zwei zu Æ gehörenden Bahneurven zusammengesetzt sein, in den beiden 
anderen Fällen aber je nur aus einer Bahneurve bestehen. Diese Be- 
merkungen, welche natürlich nur für die reellen Verhältnisse‘ in der 
projeetiven Ebene gelten, wird man sich an den genannten Figuren 
pg. 34 leicht klar machen. 

Bei dieser Sachlage können wir die oben formulierte Behauptung 
genauer in folgender Weise aussprechen: Die Centren C, und O, der 
benachbarten eyelischen Normalbereiche liegen auf einer und derselben zum 
Randpunkte IE im fraglichen Sinne gehörenden Bahneurve. In der That 
ist ja die geradlinige Grenze der beiden fraglichen Bereiche eine Niveau- 
gerade für Æ (vergl. die Figuren pg. 34). Durch Spiegelung an dieser 
Geraden geht aber einmal jede einzelne Bahneurve in sich über, so- 
dann werden durch jene Spiegelung die Punkte C, und O, mit ein- 
ander permutiert. Damit ist unsere Behauptung evident. 

Wir kehren nunmehr zum Netz der Normalpolygone P,, P,... 
unserer Iıyperbolischen Rotationsgruppe zurück. Mit Hilfe des am 
Schlusse des vorigen Paragraphen aufgestellten Prineips ergiebt sich 
aus den vorstehenden Bemerkungen unmittelbar: Ist Æ irgend ein 
Punkt auf der geradlinigen Grenze von P, und P,, so liegen die beiden 
Centren C, und C, auf einer und derselben zu .Y gehörenden Bahn- 
curve. Da hierbei Æ offenbar auch eine zufällige Ecke bedeuten darf *), 


*) Für den einzelnen an dieser Ecke E beteiligten cyclischen Normalbereich 
wird nämlich Æ ein gewöhnlicher Randpunkt. 
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so gilt weiter der Satz: Stossen in einer zufälligen Icke I des Polygon- 
netzes die n Normalpolygone Po, Pi; ---, Pa—ı zusammen, so liegen die 
n zugehörigen Centren Co, Cis, -- -, Ün—ı auf einer und derselben zu E 
gehörenden balmeurve”). Für den Fall, dass die Ellipse die Grenze des 
Polygonnetzes ausmacht, wäre dieser Satz aus der Natur der Normal- 
polygone unmittelbar ersiehtlich gewesen; die vorstehende ausführlichere 
Darlegung war mit Rücksicht auf die präcise Erledigung der auf der 
Ellipse eigentlich diseontinuierlichen Gruppen erforderlich. — 

Wir können nun das eben gewonnene Resultat in einer geome- 
trisch noch mehr ausgeprägten Gestalt ausdrücken, welche für den 
Ansatz der Rechnung bequemer sein wird. Wie bereits oben (pg. 24) 
tragen wir die Irrationalität z, = Vz, Be: als vierte Coordinate auf, 
indem wir das in der projeetiven Ebene zu Grunde liegende Coordinaten- 
system der Z,, 23, Zg durch Zusatz von 2, zu einem homogenen Coordi- 
natensystem im Raume ausgestalten. Die Endpunkte der aufgetragenen 
Coordinaten, welche nur für das Ellipseninnere reell ausfallen, bilden 


die durch: 
(1) Aa — 2y — 2g = 0 


gegebene Oberfläche, die wir bei zweckmässiger Auswahl der Maass- 
verhältnisse als Ellipsoid (&- Kugel) deuten können; dasselbe schneidet 
die ursprüngliche projeetive Ebene in der Ellipse z,2, — 2 = 0. Hier- 
neben eonstruieren wir, indem wir ausserhalb der Ellipse die Ordinaten 


Vz,’— 2,2, auftragen, auch noch die durch: 

(2) anap 

gegebene Oberfläche, welche ein einschaliges Hyperboloid vorstellt; auch 
das letztere schneidet die projective Ebene 2, = O in der fundamentalen 
Ellipse 2,2; — 2, = 0, und man wird sich ohne Mühe ein Bild von 
dem Verlauf der beiden fraglichen Flächen gestalten. 

Demnächst wollen wir von dem der ursprünglichen projeetiven 
Ebene z,=0 gegenüberliegenden Eckpunkte des Coordinatentetraeders 
aus das Netz der Polygone auf die Oberflächen (1) und (2) pro- 
jicieren. Der in das Ellipseninnere entfallende Teil des Netzes kommt 
auf das Ellipsoid zu liegen, die etwa über die Ellipse hinausreiehenden 
Ecken auf das Hyperboloid (2). Indem wir die ursprüngliche pro- 
jective Ebene horizontal gelegt denken, können wir von einem oberen 
und einem unteren Halbellipsoid sprechen. Beim Hyperboloid würde 

*%) Man wolle übrigens hier und weiterhin wohl beachten, dass es sich im 
1 meer um die Balıneurve einer Substitution der vorliegenden Gruppe T 

handelt. 








zwar die gleiche Sprechweise dem projeetiven Charakter der Verhält- 
nisse nicht entsprechen; man wolle sich nur veranschaulichen, in 
welcher Weise bei den Collineationen des Hyperboloids in sich die 
einzelnen Teile dieser Oberfläche durch das Unendliche in einander 
übergehen. Indessen können wir von einem oberhalb bez, unterhalb 
der projectiven Ebene verlaufenden Teile des Hyperboloids sprechen, | 
sofern wir uns nur in Bereichen des projectiven Raumes bewegen, 

die (im gewöhnlichen Sinne) im Endlichen gelegen sind. | 
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Im Anschluss hieran treffen wir des genaueren die Festsetzung, 
dass der im Ellipseninnern verlaufende Teil des Polygonnetzes auf das 
obere Halbellipsoid projiciert werden soll. Auch etwaige hyperbolische 
Ecken sollen über die Ellipse hinaus auf den oberen Teil des Hyper- 
boloids gelagert werden. Kine Ecke, welche in der ursprünglichen 
projectiven Ebene das (im gewöhnlichen Sinne) Unendliehe durchzieht, 
greift dann freilich auf den unteren Teil des Hyperboloids hinüber. 
Aus der Gestalt des Polygonnetzes geht hervor, dass dieses Vor- 
kommnis höchstens einmal eintreten kann; durch zweckmässige Aus- 
wahl der unendlich fernen Geraden in der Ebene z, = O lässt es 
sich überhaupt vermeiden. 

Wir wollen nunmehr die Operationen V der vorliegenden Gruppe I 
explicite in die Betrachtung einführen; dieselben sind von der ersten 
Art, und wir werden sie mit reellen Coefficienten «, B, y, Ò und uni- 
modular anschreiben. Der einzelnen Substitution entspricht die Coli- 
neation: 


















2, = «z, + 2aßz, + Bzg; 
(3) 2, = «yz, + (ad + By) z + B82, f 
2, = y’2, + 2y82 + 0°, 
der projectiven Ebene (pg.14), und wir stellen auf Grund von ad — 8y =1 ~ 
sogleich die Identität fest: | 
(4) Bez a 2 == ĉi Zs a3 a 
Die Collineation (3) lässt sich natürlich auf unendlich viele Weisen 
zu einer Collineation des projectiven Raumes ausgestalten; wir setzen | 
fest, dass diese Ausgestaltung durch Zusatz von: 
(5) 2 = ŝ; 


zu (3) vollzogen werden soll. Hierdurch wird erreicht, dass unsere 
Collineation auch im Raume den Charakter einer Operation erster Art 
bewahrt, worüber man die Entwicklungen der Einleitung pg. 46 ff. 
vergleiche. Zugleich bilden die Substitutionen (3) und (5) zusammen- 
genommen eine Gruppe von Raumcollineationen. Dei denselben geh 
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nicht nur die beiden Flächen (1) uml (2) vermöge (4) in sich über, son- 
dern dasselbe gilt infolge der von ums gewählten Projechonswerse auch 
von dem auf die Flächen übertragenen Polygonneteze. 

Einen ganz besonders einfachen Charakter gewinnen die zu einem 
einzelnen Punkte Æ im oben besprochenen Sinne gehörenden Bahn- 
curven auf den Oberflächen (1) und (2). Mit Hilfe der Figuren pg. 34 
sowie der vorstehenden Entwicklungen wird man unmittelbar erkennen: 
Die fraglichen zu einem Punkte E gehörenden Bahmeurren stellen die 
Schnitte der Oberflächen (1) und (2) mit demjenigen Ebenenbüschel dar, 
dessen Axe die Polare des Punktes E bezüylich der fundamentalen Ellipse 
ist”). Ist diese Polare durch die Gleichung aizi + 2% + a2, = 0 
gegeben, so handelt es sich hierbei um das Büschel der Ebenen: 

(6) MZ, + 24 234 4,2, — 0 

mit veränderlichem Coefficienten a,. Dabei liefert die einzelne Ebene (6) 
auf dem Ellipsoid und Hyperboloid, sofern sie überhaupt schneidet, 
immer je zwei oder eine Bahncurve, je nachdem Æ ausserhalb der 
Ellipse liegt oder nicht. Der einzelne die fundamentale Ellipse in 
ihren Schnittpunkten mit der eben genannten Polare von Æ berührende 
Kegelschnitt: 


(7) (2 + %%-+ 42)’ — x (2i 2s — 2°) = 0 

liefert demgegenüber zufolge der bezüglichen obigen Bemerkungen auf 
dem Ellipsoid oder Hyperboloid offenbar jedesmal vier bez. zwei Bahn- 
curven, je nachdem Æ ausserhalb der Ellipse liegt oder nicht. 

Diese Angaben sind auch durch Rechnung leicht zu verfolgen: 
Liegt der Kegelschnitt (7) z. B. im Innern der Ellipse, so ist x> Q0, und 
wir trugen + Vz, 2,— 2,” als Ordinate z, auf. Der Kegelschnitt (7) spaltet 
sich dabei unmittelbar in die beiden Curven, welche durch die Ebenen: 


(8) a2 + ag + a2 + Vx z= 0 
auf dem Ellipsoid ausgeschnitten werden; Gleichung (8) subsumiert 
sich aber unter (6). — 

Jetzt gehen wir endlich auf die n Centren Cp, Cis -+ (n—ı der 
Polygone Po, Pi, <- Pa—ı mit gemeinsamer zufälliger Ecke / zurück. 
Die C lagen in der Ebene z, = O auf einer zu Æ gehörenden Bahn- 
curve, und es gilt nunmehr einzusehen, dass auch nach der Projection 









*) Man erinnere sich auch an den in der Einleitung (pg. 50) Jdargelegten 
Charakter unserer nicht-loxodromischen Kaumeollineationen. Die Verbindungs- 
linie von J7 mit der 2, = 6 gegmüberliegenden Ecke des Coordinatentetraeders 
ist bezüglich der Fläche (1) oder (2) die harmonische Polare zu der Polare von Z? 
bezüglich der fundamentalen Ellipse. Jene Verbindungslinie bleibt bei der Colli- 
neation Punkt für Punkt fest u. s. w. 
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auf das Ellipsoid bez. Hyperboloid die Punkte Oy, Ci; :--, On-ı auf 
einer und derselben zu IE gehörenden bahncurve liegen. Man wolle sich 
die hierbei in Betracht kommenden Verhältnisse in den verschiedenen 
Fällen mit Hilfe der bezüglichen Figuren pg. 54 u. f. klar machen. 
Liegen erstlich die Punkte Co; .. ., C„—ı im Innern der Ellipse, so 
ist unsere Behauptung aus der vorgeschriebenen Projecetionsweise des 
Polygonnetzes auf das obere Halbellipsoid unmittelbar ersichtlich. 
Etwas umständhcher ist der Fall, dass die Punkte Og, <. <, Cn—ı 
dem lllipsenäusseren angehören. Zur Erleichterung der Ausdrucksweise 
machen wir von der nach einer Bemerkung pg. 248 erlaubten Annahme 
Gebrauch, dass keine hyperbolische Ecke auf den unteren Teil des 
Hyperboloids hinübergreife. Imsbesondere liegen dann die Punkte 
Cos Cis +- Ca—ı sämtlich im oberen Teile des Hyperboloids. Wir 
projicieren demnächst die in der Ebene z, = O durch die ursprüng- 
lichen Puukte C hindurchlaufende Bahnceurve auf das Hyperboloid in 
diejenige unter den beiden correspondierenden Bahnceurven, welche 
durch den neuen Punkt C, hindurchzieht. Diese Bahncurve kann nun 
im weiteren Verlauf sehr wohl auf den unteren Teil des Hyperboloids 
hinübergreifen. Es ist somit zu beweisen, dass unsere Balhneurve 
überall dort, wo ihr Original in der Ebene 2, = 0 durch einen der 
Punkte G,,..., C,—ı zieht, dem oberen Teile des Hyperboloids angehört. 
Um dies im Falle der Figur 3 pg. 34, d. h. für einen ausserhalb 
der Ellipse gelegenen Punkt % zu sehen, erinnere man sich, dass E 
mit keinem der Punkte C in derselben über die Ellipse hinausreichenden 
Ecke des Netzes liest. Man stelle weiter fest, wo unsere Bahncurve 
auf den unteren Teil des Hyperboloids hinüberziehen kaun und wird 
in der Veranschaulichung dieser Verhältnisse unmittelbar den Beweis | 
der letzten Behauptung erblicken. Der Fall der Figur 5 pg. 35 ist 
nicht wesentlich vom eben besprochenen verschieden. Liegt endlich Æ 
im Innern der Ellipse, so ziehen wir Figur 79 pg. 242 heran und be- | 
merken, dass die zufällige Ecke E daselbst unmöglich im Innern des 
Dreiecks ABI gelegen sein kann. Umgekehrt folgt somit, dass im 
Falle der Figur 4 pg. 34 keine an dem System der Centren Cy, -.., o-ı 
beteiligte hyperbolische Ecke die Polare von Æ bezüglich der funda- 
mentalen Ellipse überschreiten kann. Macht man sich wieder deutlich, 
wo unsere Bahncurve nunmehr möglicherweise auf den unteren Teil 
des Hyperboloid hinüberstreift, so ist die am Ende des letzten Ab- 
satzes ausgesprochene Behauptung auch für diesen Fall ersichtlich. 
Unser obiger Satz, dass C), Ci, ---, Cn—ı auch nach Projection 
auf die Oberfläche (1) bez. (2) auf einer und derselben Balhncurve 
liegen, ıst somit in allen Fällen bewiesen. 
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Bei dieser Sachlage können wir das gewonnene Ergebnis auch 
dahin formulieren, dass die n Punkte Cy, Ci, ---, Cn—ı der Oberfläche 
~ des Iellipsoids bez. Hyperboloids in einer und derselben Ebene gelegen 


sind. Hiermit haben wir die Lage der Punkte C in der oben in Aus- 
sicht genommenen einfachsten Weise beschrieben. 


$ 11. Einführung gewisser zu den Substitutionentripeln V, V’, V” 
der zufälligen Eeken gehörenden Curven dritter Ordnung. 


Die bisherigen Vorbereitungen setzen uns in den Stand, die Auf- 
lösung unseres eigentlichen Problems, über das Vorkommen von Cyclen 
zufälliger Ecken mit mehr als drei Gliedern zu entscheiden. unmittelbar 
anzubahnen. Liegt ein solcher Cyclus mit der Eeke Æ vor, so besitzt 
derselbe entweder vier oder mehr Glieder. Jedenfalls können wir vier 
um X herumliegende Polygone P, P’, P”, P” der Centren C, C’, C”, C” 
aufgreifen, wobei P’ und P” die zu P unmittelbar benachbarten Polygone 
seien; die Polygone P und P” haben dann nur die Ecke E gemein, 
ein Umstand, der weiterhin zur Geltung kommt. Die Substitutionen 
unserer Gruppe T, welche P in P’, P” und P” transformieren, nennen 
wir bez. V, V’, V”, Benennungen, die wir gleich auch für die zu- 
gehörigen Raumeollineationen gebrauchen. 

Mögen nun die vier Centren C, auf das Ellipsoid bez. Hyperboloid 
in vorgeschriebener Weise projiciert, vier Punkte der Coordinaten z; 
bez. 2, Z: , 2 liefern; dann haben wir zum Ausdruck zu bringen, 
dass diese vier Punkte in einer Ebene liegen. Dabei kommt die Ge- 


stalt (3) und (5) unserer Raumcollineationen zur Geltung, welche ins- 


[4 trt 


besondere zeigt, dass 2, = 24; = 24 = 2z, ist. Die Bedingung, dass 
die fraglichen vier Punkte einer Ebene angehören, kleidet sich sonach 
in die Gestalt: 


ls, “1 3 DR 
Em aa a í 
(1) » Ar Ar B = 
Ži | 1 sa 4 2.“ B 
A E ir 
| rt rir str 
B 2, , er ? f3 


} Die Bedeutung des ersten links auftretenden Factors ist unmittelbar 
deutlich: ist 2, = 0, so liegen C und damit C’, ©”, C” auf der Ellipse, 
ünd solche vier Punkte genügen selbstverständlieh der Bedingung, auf 
@iner zu J gehörenden Bahncurve zu liegen. 

Zur Discussion des zweiten Factors auf der linken Seite von (1) 







verlegen wir die Betrachtung sogleich wieder in die projective Ebene, 
in welcher 2,, 2, 2 die Coordinaten von C sind, 2,, 2, 2, diejenigen 
zon C’ u.s. w. Dabei sind die &,, ,, 2, lineare Funetionen der 
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Zi; Zə, 23 vom Typus (3) pg. 248, und dasselbe gilt von 2, ,2, , 23. 
’ ttr 


und 2”, 2, ,2s ; denn in der Gestalt (3) pg. 248 stellen sich unsere 
drei Substitutionen V, V’, V” dar. Tragen wir diese linearen Functionen 


1r 14 


(ler FF, für 2i, sA R in 





(2) 
a VE Ze 
? 4, a 2 
ein, so wird die linke Seite dieser Gleichung eine homogene ganze 
Function dritten Grades în 2,, Zə, 2, von der wir sogleich den Nach- 
weis führen wollen, dass sie bei der für uns vorliegenden Dedeutung von 
V, V’, V” nicht identisch verschwindet. Dann aber stellt die Gleichung (2) 
in 2, 2, 2, eine Curve dritter Ordnung dar, welche offenbar mit 
V, V’, V” fest gegeben ist, und welche wir in diesem Sinne als die 
zum Tripel V, V’, V” gehörende Curve dritter Ordnung bezeiehnen können. 
Indem wir beide Factoren von (1) zusammenfassen, ergiebt sich 
auf unsere Frage, die Cyclen mit mehr als drei zufälligen Ecken be- 
treffend: Giebt es im Polygonnetze der Gruppe I’ eine zufällige Ecke mit ` 
wenigstens vier Polygonen P, P', P”, P”, deren drei letzte aus dem ersten 
durch V, V’, V” hervorgehen, so liegt das Centrum C von P entweder 
auf der Ellipse oder auf der Curve dritter Ordnung des Tripels V, V V”. 
Dieses Ergebnis wird für die Fortentwieklung der Theorie der Normal- 
polygone unserer Gruppen I' fundamental *). — 
Dem Beweise, dass die Gleichung (2) in 2,, Z, Z nicht identisch 
verschwinden kann, senden wir ein paar vorbereitende Betrachtungen 





























voraus. 

Erstlich untersuchen wir, ob V” elliptisch sein kann. Nehmen 
wir dies an, so kann P jedenfalls nicht an den Fixpunkt von V% 
heranreiehen; würde dies nämlich der Fall sein, so würde der frag- 
liche Fixpunkt auch auf dem Rande von P” gelegen sein, dem Um- 
stande entgegen, dass P und P” nur die zufällige Ecke E gemein 
haben. Nun sei FE als Ecke von P” mit der Ecke E_, von P homolog, 
und weiter sei zur Ecke E von P die Eeke E, von P” homolog. 
Die Diagonale (oder Seite) %_ıE von P geht durch V” in die dem 
Polygon P” angehörende Gerade KE, über. Letztere wird durch noch 


— 


*) Bei den parabolischen Rotationsgruppen geht diesem Theorem kein ent | 
sprechender Satz parallel. Ist der Normalbereich einer einzelnen solchen Grupp 
ein Rechteck, so liegt für jede Auswahl von C ein viergliedriger Cyclus zufällige 
Ecken vor. Es ist dies der „elementare Ausnahmefall“, von dem pg. 111 d 
Rede war. 
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malige Anwendung von V” in eine durch X, Æ, zu bezeichnende Gerade 
des Polygons V” (P) übergehen, auf welche letztere man aufs neue 
V” anwende u. s. w. Ist ! die Periode von V”, so entspringt auf 
diese Weise ein gänzlich im Polygonnetze gelegenes, aus l Geraden 
bestehendes geschlossenes reguläres Vieleck, welches kurz Æ heisse. 

Da mit P auch die (l — 1) übrigen an L beteiligten Polygone 
nicht an den Fixpunkt von V” heranreichen, während doch andrer- 
seits dieser Fixpunkt als Centrum des Vielecks L in dessen Innern 
liegt, so wird die Geradenkette Z notwendig noch weitere Polygone 
unserer Gruppe umschliessen. In einem dieser Polygone ziehen wir 
die mit EKE, äquivalente Gerade und machen sie zum Ausgangspunkt 
für die Construction einer neuen mit L äquivalenten Geradenkette L’. 
Letztere liegt notwendig gänzlich innerhalb L. Ein Glied von L’ kann 
nämlich erstlich ein solches von Z niemals im Innern eines Polygones 
schneiden, da jene Glieder äquivalente Gerade ihrer zugehörigen Polygone 
sind, von denen im einzelnen Polygone somit stets nur eine liegt. 
Aber auch in keiner der Ecken E, E, Is. ... kann L’ über L hinaus- 
ziehen; denn z. B. in den neben P und P” noch an Æ heranreichenlden 
Polygonen unseres Netzes laufen die mit FE, äquivalenten Geraden 
gar nicht von L aus. 

Die Geradenkette L’ wird, da sie mit Z äquivalent ist, ihrerseits 
wieder Polygone des Netzes umschliessen, die an ihr nicht beteiligt 
sind. Wir können somit zur Construction einer neuen gänzlich inner- 
halb L’ gelegenen Geradenkette L” vorgehen und in derselben Weise 
ohne Ende fortfahren. Hieraus aber würde sich mit Notwendigkeit 
ergeben, dass im Innern von Z und also im Innern unseres Polygon- 
netzes Grenzpunkte desselben gelegen sind. Das widerspricht der 
Structur unseres Polygonnetzes, und also ist die Annahme, J” sei 
elliptisch, nicht haltbar: Die Substitution V” ist notwendig nicht-elliptisch. 

Fürs zweite bemerke man, dass keine zwei unter den Substitutionen 

V, V, V” einer und derselben cyelischen Gruppe angehören können. Wären 

nämlich V und V’, welche P in die benachbarten Polygone P’ bez. P” 
Stransformieren, Substitutionen der gleichen eyelischen Gruppe, so wären 
die von E ausziehenden Seiten von P zugehörige Niveaugerade, und 
ihr Schnittpunkt X wäre der zugehörige Fixpunkt, entgegen dem Cha- 
vakter von J. Sollten aber etwa V und F” in der gleichen eyelischen 
Gruppe enthalten sein, so wäre, da V eine zu P gehörende Erzeugende 
ist und das Polygon Y=!(P) mit P eime Seite gemein hat, V” eine 
von V und V~? verschiedene Potenz von K. Die zu C und C” = 1” (C) 
gehörenden cyclischen Normalbereiche der aus V entspringenden Gruppe 
haben somit nur den Fixpunkt von V gemein, und also können nach 
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dem Princip von pg. 245 die Polygone P und P” nicht den zufälligen 
Eckpunkt E gemein haben. 

Wir behaupten endlich drittens: Unter den Substitutionen V, V’, V” 
können keine zwei einen auf der Ellipse gelegenen Fixpunkt gemein haben. 
Hätten nämlich etwa V und V’ auf der Ellipse einen Fixpunkt gemein, 
so wären entweder beide Substitutionen hyperbolisch oder eine unter 
ihnen wäre hyperbolisch, die andere parabolisch. Im ersteren Falle 
wäre FV V’ V-V’: parabolisch mit dem gleichen Fixpunkt, wie man 
leicht ausrechnet. Nach der bereits pg. 115 ausgeführten Rechnung 
enthielte somit unsere Gruppe in beiden Fällen infinitesimale Sub- 

















stitutionen. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zu unserer eigentlichen 
Aufgabe, zu zeigen, dass die nach 2,, 2,, 2, entwickelte Gleichung (2) 
nicht identisch verschwindet. Wir berechnen etwa den Üoefficienten 
von 2, indem wir g == #4 == (), 2% = 1 eintragen, und finden für den 
selben mit Rücksicht auf «ð — ßy == 1 u. s. w.: 


Ar 1 0 
(3) 1, 2aß, «ò + Pr, 2y6ö 
1, 2a B, «Ò +BY, 26 
1, B, HEY, 270 


aß, By, yo 
- Sia BY, yö 
a” p: B” y”, y” 8” 





Das Coordinatensystem der z; denken wir so gewählt, dass é == œœ 
? 
Fixpunkt der nicht-elliptischen Substitution V” wird, und dass ¢ = 0 
l l ) 
weder für V” noch für V-V’ Fixpunkt wird; dem ist ohne Schwierig- 
keit zu genügen. Folgen dieser Bestimmungen sind: 


(4) 20, EZ0, y'=0, dB —0BZ0, 920, yZ0; 


es ist nämlich (öß’ — óf) der zweite Coefficient vou V=1V", und die 

beiden letzten Ungleiehungen (4) gelten, weil &= œ nicht auch noch 

Fixpunkt von V oder V’ sein kann. Der in (5) entwickelte Coefficient | 
z> nimmt nun auf Grund der Bedingung y” = 0 die Gestalt au: | 


vou £v 
8a” B” yy (Bo — B'0) 


und erweist sieh damit zufolge (4) als nicht-verschwindend. Es ist 
damit in der That der Beweis geführt, dass die nach 2, 2%, %, ent- 
wickelte Determinante (2) für die bei uns in Betracht kommenden 
Substitutionentripel nicht identisch verschwindet, und zugleich ist 
unser obiges Theorem über das Auftreten der Cyclen mit mehr als 
drei zufälligen Ecken vollständig bewiesen. 
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$ 12. Weitere Bemerkungen über die Curven dritter Ordnung 
der Tripel V, V’, V”. 

Ein paar zusätzliche Bemerkungen zu den gewonnenen Ergebnissen 
leiten wir durch folgenden Satz cin: Die zum MWpel V, V V” gë 
hörende Curve dritter Ordnung geht durch die sechs Jixpunkte der Sub- 
stitutionen V, V’, V”, vv yy”-ı yV” y- hindurch*). In der That 
werden im einzelnen dieser Punkte jedesmal zwei Horizontalreihen der 
Determinante (2) pg. 252 einander gleich. 

Zum Teil geht dies auch aus einer anderen Gleichungsform der 
Curve dritter Ordnung hervor, die wir aus (2) pg. 252 dadurch ab- 
leiten, dass wir die Elemente der ersten Horizontalreihe nach ein- 
ander von den Elementen der drei übrigen Reihen abziehen. Wir be- 
nutzen hierbei die Abkürzungen: 


| a: = (« — 1)z, + 2a br + Bz, 
(1) b: = ayz + 2B yz + PÒZ, 

| C = yz + 2y763,-+ (6° — 1)z, 
und definieren az, ..., a7, ... gerade so für V’ und F”. Die Curve 
dritter Ordnung des Tripels V, V’, V” erscheint nun durch: 


LS] 


| 


Bw. Q 
(2) a, b, & |=0 

Ben: ec 
dargestellt. Hier liefern dann die Elemente der einzelnen Horizontal- 
reihe, für sich gleich null gesetzt, drei Gerade durch einen Punkt; und 
zwar gehören den drei Horizontalreihen in dieser Weise als Schnitt- 
punkte der bezüglichen Geraden die etwa kurz durch EZ und S 
zu bezeiehnenden Fixpunkte von 7, po Zn. 

Die Gleichung (2) kaun als das Eliminationsresultat der Para- 

meter A, u, v aus den drei Gleichungen: 


Aa, + ub; + ve = 0, 
ha: 4 ub; + ve = 0, 
Aa, + ub; + vé — 0 
‚angesehen werden. Durch dieses Kormelsystem ist eine projective Er- 


Zeugung unserer Curve dritter Ordnung begründet, welche in der syn- 






*) Handelt es sich um eine hyperbolische Substitution, so ist hier und bei 
en nächst folgenden Untersuchungen, sofern nichts weiter bemerkt ist, unter 
ixpunkt schlechthin der ausserbalb der Ellipse gelegene verstanden. 
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thetischen Geometrie sehr bekannt ist. In demselben Sinne kann man 
die Gleichung (2) der Curve dritten Grades auch als Eliminationsresultat 
der drei Parameter A, A’, A” aus den drei folgenden Gleichungen: 

la: + Fa; +. = O, 

Ab: + Xb, + 1b; = 0, 

Aec Ti, H Ae [=O 
ansehen. Im ersten Falle liegt allerdings die Besonderheit vor, dass a; = 0, 
b. = 0, c, = O drei Gerade durch einen Punkt, nämlich den Fixpunkt 
von V sind, und dass die zweite und dritte Gleichung in derselben 
Beziehung zu V’ und V” stehen. 

Der Umstand,.dass unsere Curve von drei Substitutionen V, V’, V” 
und damit von drei besonderen Collineationen (die nämlich die ab- 
solute Ellipse in sich überführen) geliefert wurde, bedingt übrigens 
keine Besonderheit dieser Curve. Nur die projective Erzeugung, von 
der wir eben sprachen, ist eine besondere *). Dagegen enthält die Glei- 
chung der Curve dritter Ordnung genan soviel willkürliche Constante 
(nämlich neun), wie die allgemeine Gleichung dritten Grades. Wir wollen 
hieraus auch noch beiläufig den Schluss ziehen, dass die Curve dritter 
Ordnung (2) im allgemeinen nicht zerfällt; für specielle Lund darf 
dies natürlich sehr wohl der Fall sein. 

Ordnen wir die Gleichung (2) nach Potenzen von 2, 22, 2, an, 
so gewinnt sie die Gestalt: 


(3) f (2i, Zas 23 | &, P, a ð”) = 0, 
in welcher die Coefficienten der links stehenden homogenen Function 
dritten Grades der z; rationale ganze Functionen zweiten Grades so- 
wohl von «, B, y, d wie «,..., wie endlich @’,.... sind. Für ge” 
legentliche Anwendungen weisen wir noch auf den covarianten Charakter 
der Gleichung (3) und damit der Curve dritter Ordnung hin. Trans- 
formieren wir nämlich V, V’, V” gleiehzeitig durch eine beliebige 
&-Substitution mit reellen Coeffieienten, so kommt dies darauf hinaus, 
dass wir die projective Ebene einer entsprechenden Collineation unt 
werfen, die die fundamentale Ellipse in sich überführt. Hierbei gehen’ 
(im Sinne der projectiven Maassbestimmung gesprochen) „Kreise“ 
wieder in „Kreise“ über, und daraus ergiebt sich mit Rücksicht auf 
die Bedeutung der Curve dritter Ordnung (5) leicht: Dei der Trans- 
formation geht die dureh (3) dargestellte Curve direct in die Curve dritter 
Ordnung des Tripels der transformierten Substitutionen über. 



























*) Hiervon kann man sich übrigens leicht durch formale Umgestaltung de 
Gleichung (2) vermöge geeigneter Combinationen der Horizontal- bez. Vertica 
reihen frei machen. 
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Ist C ein beliebiger Punkt unserer Curve dritter Ordnung, so 
liegen die Punkte C, F(C), V' (C), V”(C) auf einem Kreise oder ge- 
nauer auf einer und derselben Balıncurve. Dasselbe gilt demnach 
auch von den vier Punkten C, V-!(0), Vy (DE (C) 
bemerken auf diese Weise, dass die einzelne Curve dritter Ordnung immer 
zugleich zu den vier Substitutionentripeln gehört: 


F, 12 K, 
en Ye Pi 
(4) Paz 1 d Ve 1 er 1 [2 
17 y, Par Eor” 
P= F, y”—ı pa pSr 


Auf der anderen Seite ist klar, dass die vier Punkte ECO ge 
zugleich vier auf einander collinear bezogene Curven dritter Ordnung be- 
schreiben, falls C die Curve (3) beschreibt; es sind dies offenbar die zu 
den vier Tripeln: 
F, E. V”, 

6) | Tg á o 2 Paz: 

| Br Bi V por 

Aa Ip- y”—ı 
gehörenden Curven. 

Wir gehen endlich nochmals auf die zufällige Polygonecke E 
selber zurück, welche den Mittelpunkt des durch ee ee 
legenden Kreises darstellt. Während diese Punkte ihre vier Curven 
dritter Ordnung beschreiben, wird F eine fünfte auf jene zwar nicht 
collinear aber doch eindeutig bezogene Curve dritter Ordnung beschreiben. 
£ liegt nämlich mit den weiteren zum gleichen Cyclus gehörenden 
Ecken K’, E”, E” des Ausgangspolygons auf gleichem Kreise um C, 
Be ET, ET aus E durch P-1, 9-1 y’-ı hervorgehen. 

Dies bestätigt sich auch leicht durch Rechnung. Sind %,,%s, yz die 
Coordinaten des Kreismittelpunktes 7, so berechnet man: 


b a;, b; EL (ke, a 
(6) Yı Zac „ va Ya F r, #3) Y; = rr 1) 
oA TA [b a 
wobei wir die zu den Elementen der ersten Horizontalreihe in (2) pg. 255 
gehörenden Unterdeterminanten bevorzugten. Gerade so eut könnten 
$ . E . [2 . . | » . 
wir die zweite oder dritte Reihe benutzen, und also haben wir simultan 


die drei Gleichungen: 


| t: Yy — 2b Ya + ey = 0, 
a= 4 ) .) t [2 
K) | yo bs ys F es yp O, 

as Ya — 2b: h + ey = O. 


Frieke-Klein, Automorpho Funetionen. 1. 17 


l 
- drei bilinearen Gleichungen stellen die Beziehung der Curre des 
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Punktes C auf diejenige des Punktes E, sowie implicite diese beiden Curven 
selbst dar. Ordnen wir nach 2,, Z, 2; an und eliminieren diese Grössen, 
so entspringt eine der Determinante (2) genau analog gebildete Glei- 
chung für %,, Ya; yg und das Tripel P- CPEE T 

Die Curven der Punkte C, C’, C”, C™ stehen natürlich der Curve 
des Punktes Æ% gegenüber durchaus coordiniert. Wählen wir nach ein- 
ander jene vier Curven zum Ausgangspunkt für den Übergang zur Curve 
des Punktes Æ, so gewinnen wir die letztere als zu gewissen vier 
unterschiedenen Substitutionentripeln gehörig, welche ein System von 
der Art des Systems (4) abgeben. — 


$ 13. Die zu den festen Polygonecken gehörenden Bereiche Q. 
Der Reciproeitätssatz der Normalpolygone. 


Sind bisher die zufälligen Ecken der Normalpolygone P,, PD... 
unserer Gruppe I’ Hauptgegenstand der Untersuchung gewesen, so 
wollen wir nunmehr die festen Ecken der Polygone, welche Fixpunkte 
von Substitutionen der Gruppe sind, in die Discussion hereinziehen; wir 
gelangen dabei zu neuen und wichtigen Resultaten. 

Zufolge der ursprünglichen Vorschrift (pg. 107) sollte das Polygon- 
centrum C, nicht mit einem Fixpunkt zusammenfallen. Sehen wir jetzt 
zu, welche Ergebnisse entspringen, falls wir von dieser Beschränkung 
Abstand nehmen. 

Es sei erstlich e, der Fixpunkt-einer eyclischen Untergruppe der 
Ordnung l aus elliptisehen Substitutionen. Nehmen wir O, nahe bei & 
an, so wird eine zugehörige Normalteilung entspringen, in welcher 
der Punkt e, von l Polygonen Pu, Pi, ---, Pı-ı umlagert ist. Dies 
Normalteilung bleibt jedenfalls eine fest bestimmte, wenn wir O, auf 
bestimmter, etwa geradliniger Bahn nach dem Punkte e, hinführen. 
Aber hierbei werden die Kreisfliächen, welche zur Bildung der Polygone ` 
Pa Pi, ::-,; Pı-ı dienen, mit einander mehr und mehr concentrisch. 
Man kann daraufhin sofort angeben, was aus dem Complex der } Po- 
lygone Po, Pi, -+ Pı-ı geworden ist, falls C, mit den (l — 1) übrigen 
Centren Ci, ..., Ciı—ı bei e, zur Coincidenz gekommen ist: Jene l Po- 
Iygone werden, zusammengefasst, offenbar einen Bereich Q, darstellen, zw 
welchem wir direct gelangen, wenn wir auf die Classe aller mit e, ägqw- 
valenten Punkte ep, €, ... die Bildungsweise der Normalpolygone anwenden. 

Den Bereich Q,, zu welchem wir auf diese Weise gekommen sind, 
wollen wir weiterhin kurz als „den Bereich des elliptischen Fixpunktes e“ 
bezeichnen. Derselbe entspricht genau der Dirichlet’schen Definition” 
der Normalpolygone (pg. 221), wenn wir diese unmittelbar auf e, als | 
Centrum beziehen. Indessen enthalten wir uns hier der Benennung 
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Normalbereieh @,, weil wir diese letztere Bezeichnung naeh wie vor 
nur bei Discontinuitätsbereiehen der Gruppe in Anwendung bringen 
wollen. Jedenfalls teilt der Bereich @, insofern die Eigenschaften 
eines Normalpolygons, als er geradlinig begrenzt ist und nur concave 
Winkel besitzt. Auch wird das Gesamtnetz der zur Classe der Centren 
Co» &, ».» gehörenden Bereiche Q offenbar dureh alle Substitutionen der 
Gruppe in sich übergeführt; dabei gehört des näheren zum einzelnen 
Bereiche Q; eine cyclische Gruppe von Substitutionen desselben in 
sich, und es giebt das Centrum e; von Q; den Fixpunkt oder das 
Rotationscentrum dieser eyclischen Gruppe ab. 

Es ist ein Leichtes, vom Netze der Bereiche Q; wieder rückwärts 
zu einem Netze von Normalpolygonen der Gruppe I’ überzugehen. 


Man wolle innerhalb Q, vom Centrum e, aus beliebige l Gerade ziehen, 
an 
l 


i 


welche die Winkel — mit einander bilden, und vollziehe dieselbe Con- 


struction in äquivalenter Weise in Q,, Qs, ... Als Centren Co, Cis <- Ci—1 
der in Q, entstandenen Polygone P,, Pi, ---, Pı-ı sind offenbar die bei 
e, coincidierenden Endpunkte der l winkelhalbierenden Geraden innerhalb 
P, Pi, - : -, Pı-ı anzusehen. Man halte an dieser Auffassung für einige 
bald folgende Erörterungen fest. 

Die vorstehenden Auseinandersetzungen übertragen sich ohne 
Schwierigkeit auf etwaige parabolische Spitzen e,, sowie auf die hyper- 
bolischen Ecken c,, welche im Falle eigentlicher Diseontinuität auf der 
Ellipse ausserhalb der letzteren auf dem Rande des Polygonnetzes auf- 
treten. Die stetige Überführung der Centren Cp, Ch, ... in die Punkte 
eo ĉis € -~ einer einzelnen solchen Classe wird man sofort ver- 
folgen. Bei der unmittelbaren Herstellung des „zu der einzelnen Classe 
Be, e, ... gehörenden Netzes der Dereiche Q,, Qi, Qe, -= hat man 
hier natürlich nötig, auf die pg. 243 u. f. entwickelten „Vorbereitungen 


oO) 
zum Bildungsprocess der Normalpolygone“ zurückzugreifen. 


i Ist nämlich erstlich e,, &, ... eine Classe parabolischer Punkte, 
so können wir nach einem pg. 115 u. f. bewiesenen Satze im Innern 
der Ellipse ein System äquivalenter Bahncurven für e, 6, ... hin- 


reichend nahe an &, &, ... ziehen, die nirgends mit einander colli- 
lieren. Die von diesen Bahncurven eingegrenzten Flächen nehme man 
als aufüngliches System von „Kreisflächen“, deren Weiterbildung nach 
bekannter Vorschrift zu den Bereichen @,, Q,,... unserer parabolischen 
Punkte e,, e, -.. hinführt. 

Analoges gilt für eine Classe hyperbolischer Eeken &, €, -»- 
Ausserhalb der Ellipse. Für den einzelnen Punkt c; zeichne man die 


beiden Ellipsentangenten, die dann hierselbst den Rand des Polygon- 
19° 
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netzes P,, P,,-.. ausmachen. Fügen wir den beiden Tangenten die 
Polare von e; hinzu, so ist ein Dreieek eingegrenzt, welches offenbar 
mit keinem einzigen seiner äquivalenten Dreiecke der Punkte 6p, &,-.- 
eollidiert. Diese unendlich vielen Dreiecke können uns nun als anfäng- 
liche Kreisflächen gelten, deren weiteres gleichzeitiges Wachstum über 
die Polaren hinaus auf die zur Classe der hyperbolischen Punkte 
Cy» ĉi -.. gehörenden Bereiches, Q., -.. TE 

Auch der Übergang vom einzelnen Netze Q,, Q, -.. zu einem 
zugehörigen Netze von Normalpolygonen P, Pi, Pe, - .. der Gruppe T 
gestaltet sich jetzt genau so wie im Falle elliptischer Punkte ep, &, ... 
Q, geht durch die Substitutionen einer eyclischen, etwa aus V zu er- 
zeugenden Gruppe des Fixpunktes e in sich über: Man ziehe innerhalb 
Q, von e, aus irgend ein System äquidistanler Geraden, in welchem die 
einzelne Gerade durch V in die nächstfolgende übergeht, und wiederhole die- 
selbe Construction in üquivalenter Weise in den übrigen Dereichen Q, Q2, ---; 
es liegt dann direct cin Netz von Normalpolygonen P,, Pis Pr, -.. der 
Gruppe vor. Der einzelne Bereich, z. B. Q,, zerfällt natürlich nun in 
unendlich viele Normalpolygone P,, Pis Pap- Als Centra COR O S 
der letzteren hat man wieder die bei e, coineidierenden Endpunkte der 
winkelhalbierenden Geraden innerhalb P,, Pi, ... anzusehen. — 

Um die wichtige Bedeutung zu erkennen, welche die Bereiche Q 
für die Theorie der Normalpolygone besitzen, stellen wir den folgenden, 
aueh für sich allein genommen sehr interessanten Satz auf, welehen 
wir seinem Charakter naeh als den „Reeiproeitätssatz der Normalpolygone* 
benennen wollen: Der Punkt Cy gehört dem zum Punkte Cy gehörenden 
Normaltpolygone P, von T stets und nur dann an, wenn umgekehrt C, dem 
Polygon P des Centrums C, angehört. Wir brauchen hierbei die Ausdrucks- 
weise, ein Punkt gehöre einem Polygon an, falls er entweder im Innern 
oder auf dem Rande des Polygons liegt. Doch muss dabei der Punkt, 
falls er in einer festen Polygonecke gelegen ist, als Endpunkt einer dem 
Polygon angehörenden Geraden gelten; denn nur so können wir von einem 
bestimmten, zum fraglichen Punkte ah Normalpolygon sprechi 

Für diden Gruppen, bei denen die Dirichlet’sehe Definition 
des Normalpolygons uneingeschränkt gilt, ist der Reeiprocitätssatz 
direet in dieser Definition enthalten. Ist nämlich die durch [C;, Co] zu 
bezeichnende Entfernung der Punkte Cy und C, nicht grösser als 
irgend eine der Entfernungen [C,, V:(C,)), so ist auch [C,, Q] nicht 
ae als irgend eine Entfernung [C,, V7 `(C]; denn es ist offenbar 

[6,, v; (Co)] an [Co; YO J]: 

Für jede beliebige Gruppe T ist folgendes Schlussverfahren gültig. 

Wir beweisen den Reeiproeitätssatz zunächst im Falle einer eyelischen 
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Gruppe; hier aber ist er eine unmittelbare Folge der Gestalt eines 
eyclischen Normalbereiches, wie wir sie früher festlegten. Die allgemeine 
Riehtigkeit unseres Satzes ergiebt sich dann ohne weiteres aus dem 
Prineip von pg. 245, nach welchem das Normalpolygon P, unserer 
Gruppe I’ mit dem Centrum C, der gemeinsame Bestandteil der zu C, 
gehörenden Normialbereiche aller eyelischen Untergruppen vou T ist. 
An den Reeiprocitätssatz schliesst sich folgende specielle Regel an: 
Der Punkt C, liegt stets und nur dann auf dem Rande des zum Punkte Cy 
gehörenden Normalpolygons P,, falls umgekehrt CY auf dem Rande des 
Polygons P, mit dem Centrum Co gelegen ist. Doch hat man hierbei eine 
feste Polygonecke nur dann als Kandpunkt anzusehen, falls dieselbe als 
Endpunkt einer der beiden sich hier anschliessenden Polygonseiten gilt. — 
Die vorstehenden Entwicklungen setzen uns in den Stand, die 
Theorie der Normalpolygone in Ansehung der festen Polyyonecken 
wesentlich zu präcisieren. Diese festen Polygonecken stellten die Classen 
elliptischer oder parabolischer Fixpunkte der Gruppe dar, zu denen 
eventuell auch noch Classen hyperbolischer Fixpunkte ausserhalb der 
Ellipse treten. Sind cp, &, &, ... die Punkte einer einzelnen solchen 
Classe, so gaben wir seinerzeit (pg. 113 ff.) an, dass ein Normalpolygon 
jm allgemeinen an einen, für besondere Lagen des Centrums auch 
wohl an mehrere Punkte der fraglichen Classe heranreiche. Um diese 
Verhältnisse nunmehr genauer zu bezeichnen, tragen wir die zur Classe 
eg &; »:. gehörende Einteilung Q, Qi, ... auf und haben alsdann 
den Satz: Das Normalpolygon P, des Centrums Co ragt an diejenigen 
Fixzpunkte der Classe e,, &, . .. mit festen Eecken heran, deren zugehörigen 
bereichen Q der Punkt C, angehört. Für gewöhnlich handelt es sich 
hierbei natürlich nur um einen Bereich Q; nur wenn C, auf einer Seite 
oder in einer Ecke eines Bereiches Q liegt, kommen deren zwei bez. 
mehrere in Betracht. Der Beweis unserer Behauptung geht auf Grund 
des Reciprocitätssatzes unmittelbar aus dem Umistande hervor, dass 
C, mit Q; ja auch einem diesen Bereich zusammensetzenden Normal- 
© polygone angehört, und dass das Centrum des letzteren eben die zu 
Q: gehörende Ecke e; ist. 


€ 14. Der Gattungsbegriff und die verschiodenen Typen von 
Normalpolygonon der einzelnen Gattung. 


Auf dem Fundamente der bisherigen Ergebnisse versuchen wir 
nunmehr weiter in die Einzelheiten der Theorie der hyperbolischen 
Rotationsgruppen einzudringen, indem wir für diese Gruppen hier vor 
allem eine Classification in Gattungen an die Spitze stellen. Folgendes 
ist die hierzu führende Überlegung: 
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Bei der einzelnen Gruppe T ist die Gestalt des Normalpolygons P, 
bis zum gewissen Grade von der Auswahl seines Centrums (, ab- i 
hängig und mit wechselndem Centrum entsprechend veränderlich. 
Jedenfalls aber ist unabhängig von der Auswahl des Centrums C, 
vor allem die Anzahl » der Cyclen fester Ecken, sowie das Geschlecht p 
der aus dem einfach zusammenhängenden Polygon P, herzustellenden 
geschlossenen Fläche; denn beide Zahlen sind überhaupt gegenüber 
erlaubter Abänderung invariant. Dieserhalb ollen wir nummehr alle 
Gruppen, welche in p und n übereinstimmen, zu einer „Gattung“ zu- 
sammenfassen und bezeichnen das Zahlenpaar (p, n) als „Charakter“ der 
Gattung. Wir sprechen auch wohl kurz von einer Gruppe oder einem 
Polygone des Charakters (p, n) oder schlechthin von einer Gruppe 
(p, n). Die Betrachtung soll auf die Gattungen mit endlichen p und n 
eingeschränkt bleiben; hieraus wird sofort hervorgehen, dass wir stets 
nur mit Polygonen endlicher Seitenanzahl zu thun haben. 

Wir greifen nämlich für eine vorgelegte Gruppe I’ des Charakters 
(p, n) ein beliebiges Normalpolygon P, mit dem Centrum C, auf. 
Die Seitenanzahl vom Polygon P, bezeichnen wir durch s; setzen wir 
dann s = 2q, so stellt g die Anzahl der von P, gelieferten Gruppen- 
erzeugenden dar. Die zufälligen Ecken von P, mögen m Cyclen bilden. | 


ee Wr a e ul irre a 


Da der einzelne solche Cyclus wenigstens drei Ecken enthält und die 
einzelne der n Classen nicht zufälliger oder fester Ecken wenigstens 
eine Ecke von P, stellt, so ist: 


(1) 2q =s> 3m +n. 


Das Gleichheitszeichen gilt stets und nur, falls die Cyclen zufälliger 
Ecken von P, ausnahmslos dreigliedrig sind und P, zugleich nur an 
je einen Fixpunkt aus den fraglichen » Classen heranragt. 

Das Polygon P, stellt einen einfach zusammenhängenden Bereich 
dar und liefert durch Zusammenbiegung auf einander bezogener Seiten 
eine geschlossene Fläche des Geschlechtes p. Markieren wir uns auf 
der Fläche die (m + n) von den Polygonecken herrührenden Punkte, 
so wird sie zu einer Fläche des Zusammenhanges (2p + m + n) aus- 
gestaltet. Durch die g von den Seitenpaaren herrührenden Querschnitte 
wird sie in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelt; es 
gilt demnach die Formel: 


(2) 2p + m+ nr=q++l. 
Auf Grund der Relationen (1) und (2) können wir die Seitenanzahl 


s = 2q und die Oyclenanzahl m im Charakter (p, n) der Gattung wie 
folgt ausdrücken: 


(3) s<12p+ 4n —6, q<6p + 2n— 3, m<4py+n-—2. 
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Hiermit ıst der in Aussicht gestellte Endlichkeitsbeweis für die 
Anzahl s geführt. 

Von den Polygonen der Gattung (p, n), welehe dieselbe Seiten- 
anzahl s haben, und bei denen die Seiten in der gleichen Folge ein- 
ander zugeordnet sind, sagen wir, sie gehören dem gleichen Typus 
au; Polygone des gleichen Typus sind im Sinne der analysis situs 
einander gleich. Gelten in (3) die Gleichheitszeichen, so sprechen wir 
von einem gewöhnlichen Typus, im anderen Falle von einem besonderen 
oder Specialtypus; wir werden diese Benennungen weiterhin gerecht- 
fertigt finden und würden die Specialtypen auch als Übergangstypen 
benennen können. Die gewöhnlichen Typen können wir auch dalın 
definieren, dass ihnen diejenigen Polygone angehören, deren Ecken, 
je nachdem sie zufällig sind oder nicht, durchweg drei- bez. eingliedrige 
Cyclen bilden. Jede Erhöhung der Gliederanzahl eines oder mehrerer 
Cyclen bedingt eine Verminderung der Seitenanzahl. Übrigens dürfen 
wir, wie wir noch sehen werden, die Polygone von Specialtypus als 
solche von gewöhnlichem Typus ansehen, bei denen zwei oder mehr 
Seiten unendlich klein geworden sınd. 

Auf Grund dieser letzteren Bemerkung wird es gestattet sein, 
hier vorab allein von den gewöhnlichen Typen der Gattung (p, n) zu 
handeln; es gelten alsdann in (3) überall die Gleichheitszeichen, und 
wir haben für die niedersten Zahlwerte (p, n) folgende tabellarische 
Zusammenstellung der zugehörigen Werte s und m: 


n | a 
p= 0, m | I u E 
s || 6, 10, TF, 


m 2, m D i -O 
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Hierbei braucht kaum bemerkt zu werden, dass für p = 0 der Fall 
n = 2 auf eine cyclische Gruppe, für p = 1 der Fall n = 0 auf eine 
parabolische Rotationsgruppe führen würde; beide Fälle gehören somit 
nicht hierher. 





Die Aufstellung aller unterschiedenen Typen der Gattung (p, n) 
ist nun eine Aufgabe der Combinatorik, die wir indes durch einen 
weiterhin noch zu erörternden Process sehr kürzen können. Vorab l 
wollen wir den Satz beweisen, dass jeder combinatorisch mögliche Typus l 
auch wirklich vorkommt. In der That können wir jedesmal ein allen i 
Anforderungen eines Discontinuitätsbereiches genügendes Polygon con- 
struieren, dessen s Seiten den vorgeschriebenen Typus der Zusammen- 
ordnung darbieten. 

| 


Um dies auszuführen, zeichne man der Einfachheit wegen die 
absolute Ellipse als Kreis und entwerfe in seinem Innern und mit 
ihm concentrisch ein reguläres Polygon von (s + 2n) Seiten. Da diese 
Anzahl stets > 6 ist, so kaun man die Dimension des Polygons so 
wählen, dass seine Winkel (im Sinne der hyperbolischen Maass- 


5 3 27 } 
bestimmung) gleich E werden. Indem wir den Rand des Polygons 


etwa im positiven Umlaufssinn beschreiben, bekommen wir.für die 
Seiten eine Nummerierung, und die einzelne Seite gewinnt einen 
Anfangs- und einen Endpunkt. Man verlängere nunmehr die erste 
Seite über ihren Endpunkt und die vierte über ihren Anfangspunkt 
hinaus, bis sie sich im Punkte e, schneiden. Der Punkt e, liegt | 
notwendig ausserhalb des Kreises; wäre dies nämlich nicht der | 
Fall, so könnten wir, wie aus der beigefügten 
AL z Figur SO hervorgeht, im Kreisinnern zwei Drei- 
ecke von nicht-verschwindendem Inhalt und je 
einer Winkelsumme > x nachweisen, was dem 
Charakter der hyperbolischen Maassbestimmung 
entgegen ist. Man nehme nunmehr die bis- 
herige zweite und dritte Seite des Polygons | 
fort und lasse auf die erste sogleich die vierte 
Seite in der Ecke e, folgen. Es giebt eine hyperbolische Substitution V, 1 
des Fixpunktes e,, vermöge deren die erste dieser beiden Seiten ohne 
Rest und Überschuss in die andere übergeht. Indem man weitere 
(n — 1) Male dieselbe Manipulation an geeigneten Stellen wiederholt, 
sewinnt man ein Polygon P, mit » nicht-zufälligen ausserhalb des 
Kreises gelegenen Ecken e,, &, - . -, Cna; die n zugehörigen hyperbolischen f 
Sabstitutionen V,, V>, ..., Va werden wir als Erzeugende in Ansatz 
bringen. Die noch ungedeckten (s — 2n) einander gleichen Seiten ordnen 
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wir durch weitere Erzeugende Fati, Fae, ..., wie es der Typus vor- 
schreibt, einander zu und haben damit, wie man unmittelbar sielt, 
einen Discontinuitätsbereich erhalten, welcher den vorgeschriebenen 
Typus besitzt. 

Es ist natürlich eine Besonderheit, dass wir soeben die gesamten 
nicht-zufälligen Ecken ausserhalb der Ellipse wählten. Doch ist diese 
Maassregel wiehtig. Wir werden nämlich im nächsten Kapitel zeigen, 
dass die gesamten Gruppen der Gattung (p, n) ohne elliptische Sub- 
stitutionen ein Continuum bilden. Nehmen wir diesen Satz vorläufig 
als richtig an, so werden wir bald sehen, dass wir vermöye eines ge- 
wissen im Sinne der analysis situs auszuführenden stetigen Umivandlungs- 
processes, und zwar durch Vermittlung der Special- oder Übergangstypen, 
von dem einzelnen Typus der Gattung (p, m) alle übrigen gewinnen können. 
Diese in $ 16 näher zu besprechende Operationsweise führt weit schneller 
zur Kenntnis der verschiedenen Typen der einzelnen Gattung (p,n), als 
eine directe combinatorische Methode. Einstweilen begnügen wir uns 
damit, die niedersten Gattungen betreffend, folgende fertigen Resultate 
zusammenzustellen. 

Die drei Gattungen (0, 5), (0, 4), (0, 5) besitzen je nur einen 
einzigen gewöhnlichen Typus; bei (0, 6) treten deren drei auf. Bei 
der Gattung (0, 3) gewinnen wir das in Figur 81 schematisch angedeutete 
Sechseck, dem wir schon wiederholt begegneten (siehe z. B. Figur 54 
pg. 213). Die Gattung (1, 1) besitzt gleichfalls nur einen gewöhnlichen 
Typus, welcher im Zehneck der Figur 82 dargestellt ist; wir werden 
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mit dieser Gattung im folgenden Kapitel noch ausführlich zu thun 
haben. Die Gattung (1, 2) besteht aus fünf gewöhnlichen Typen. 
elche wir zu späterem Gebrauch in Figur 83 zusammenstellen und 
nummerieren. Der Einfachheit halber haben wir das einzelne Vierzehneck 
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als einen in 14 gleiche Teile geteilten Kreis gezeichnet; die Figuren 
sind ja ohnedies sämtlich nur schematisch oder im Sinne der analysıs 
situs aufzufassen. Unter diesen fünf Typen vom Charakter (1, 2) sind 
vier sich selbst symmetrisch; nur der fünfte Typus ist unsymmetrisch. 








Fig. 83. 













Es entspricht indessen den sonstigen hier vertretenen Grundauffassungen, | 
wenn wir das symmetrische Spiegelbild des fünften Typus nicht als 
einen besonderen Typus hinstellen. Um endlich auch noch eine 
Gattung mit n = 0 heranzuziehen, so stellen wir in Figur 84 die 
gesamten gewöhnlichen Typen vom Charakter (2, 0) zusammen. Wie 
man sieht, liegen hier acht gewöhnliche Typen vor, von denen die 
sieben ersten symmetrisch sind. In allen Fällen wird man leicht 
die Cyclen zufälliger Ecken auffinden, die nicht zufälligen Ecken 


markieren u. s. W. 


$ 15. Vom Vorkommen der Specialtypen bei den Normalpolygonen 
der Gattung (p, n). 


Äquivalente Centren liefern äquivalente Normalpolygone, die für 
unsere Zwecke durchaus gleichwertig sind und insbesondere dem gleichen 
Typus angehören. Man wird somit alle wesentlich verschiedenen Normal- 
polygone von IP bereits dadurch gewinnen, dass man das Centrum Cp 
nach und nach mit allen Punkten eines etwa anfänglich ausgewählten 
Normalpolygons P vom Centrum C identificiert. Hier tritt nun vor 
allem die Frage ein, für welche Lagen von C, innerhalb P das zugehöri 
Normalpolygon einem Specialtypus angehört. 
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Bei der Behandlung dieses Problems machen wir wiederholten 
Gebrauch von folgendem Grundsatz: Lagert man über P irgend eine 
neue zu T gehörende Normalteilung Dy, Pi, ..-, so kann nur eine end- 
liche Anzahl von Polygonen der neuen Einteilung an P teilhaben. Wir 
sagen dabei, P; habe am Polygon P Teil, falls beide Polygone wenig- 
stens einen von einer parabolischen oder hyperbolischen Spitze ver- 
schiedenen Punkt gemein haben. 

Man bemerke nämlich, dass jeder im Innern des Polygonnetzes 
liegende Bereich, der dem Rande des Netzes nirgends unmittelbar 
nahe kommt, zufolwe der Fundanentaleigenschaft eigentlich disconti- 
nuierlicher Gruppen durch eine endliche Anzahl von Polygonen des 
Netzes. lee vollständig ausfüllbar ist. An den Rand des Netzes 
zieht aber nur eine endliche Anzahl von Ecken des Polygons P mit 
parabolischen oder hyperbolischen Spitzen heran. Die einzelne solche | 
Ecke ist im allgemeinen durch zwei, gelegentlich auch durch mehrere, | 
aber immer endlich viele Polygone des Netzes P,, Pi, ... völlig aus- 
gefüllt; letzteres tritt ein, wenn die fragliche parabolische oder hyper- 
bolische Spitze im neuen Netze der Polygone Po, Pis +.. mehrgliedrige 
Cyclen liefert. Der aufgestellte Satz ist hiermit bewiesen. 

Als unmittelbare Folge unseres Satzes ergiebt sich weiter: Trägt 
man eine der zu den n Classen fester Ickpunkte gehörende Einteilung 
Qo, Qu, Qo, --- auf, so kann nur eine endliche Anzahl von Bereichen Q 
am Polygon P teilhaben; denn der einzelne solche Bereich stellt ja einen 
Complex von endlich oder unendlich vielen Normalpolygonen dar. 

Das zu einem Centrum C, gehörende Polygon P, kamm nun erstlich 
dadurch zu einem Specialtypus gehören, dass es einen oder einige mehr- 
gliedrige Cyclen fester Ecken aufweist. Die Lage des Centrum (, können 
wir unter diesen Umständen nach pg. 261 unmittelbar charakterisieren. 
Man hat nur die zur Classe des einzelnen solchen Cyclus gehörende 
Einteilung Qo, Qı, Qz, ;.. aufzutragen, worauf alsdann C, auf dem 
Rande zweier oder mehrerer Bereiche © liegt. An P haben nur 
endlich viele Bereiche Q Teil, und der einzelne unter ihnen durchzieht 
das Polygon P nur mit einer endlichen Anzahl von Seiten. Tragen 
wir nach einander alle n Einteilungen Q,, Qu; ;;. auf und markieren 
immer diejenigen Seiten, welche in P entfallen, so haben wir in P emme 
endliche Anzahl geradliniger Strecken gezeichnet, welche den geometrischen 
Ort aller Centra C, mit Specialtypen mehrgliedriger fester Ecken darstellen. 

Ein Specialtypus kann zweitens nur noch dadurch auftreten, dass 
P, wenigstens einen Cyelus zufälliger Ecken mit mehr als drei Gliedern 
aufweist. Die Discussion dieses Gegenstandes erfordert eine kurze vor 
bereitende Betrachtung. 
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Wir lassen C) das wesamte Polygon P beschreiben und markieren 
alle zugehörigen Normalpolysone P,. Dieselben werden einen zu- 
sammenhängenden Bereich bedecken, welcher offenbar mit P fest be- 
stimmt ist, und den wir kurz als den Bereich F bezeichnen wollen. 
Von diesem Bereich lässt sich sofort aussagen, dass er die natürliche 
Grenze unserer Gruppe (den gemeinsamen Rand ihrer Polygonnetze) 
nur in einer endlichen Anzahl von hyperbolischen oder parabolischen 
Ecken erreicht; denn wir stellten schon fest, dass P nur an einer 
begrenzten Anzahl von Bereichen Q des einzelnen der n Netze teilhat. 

` Sei nun e; ein einzelner solcher Eckpunkt, und gehöre demselben 
V; als Erzeusende der bezüglichen eycelischen Untergruppe zu. Es 
lässt sich alsdann ein eyelischer Normalbereich von V; angeben, über 
den P nicht hinausragt, und auf welchen somit auch C eingeschränkt 
ist. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass der Bereich K an den Eck- 
punkt e; mit einer Ecke heranreicht, welche sich auf alle Fälle durch 
zwei neben einander gereihte Normalbereiche von V; vollständig über- 
decken lässt; und dies wiederum liefert vermöge einer eben (pg. 268) 
bereits angedeuteten geometrischen Überlegung fast ohne weiteres das 
Ergebnis, dass sich die in Rede stehende Ecke von AR durch eine 
endliche Anzahl an e; heranziehender Polygone des zu P gehörenden 
Netzes gänzlich ausfüllen lässt. 

Schneiden wir nun für den Augenblick vom Bereich F die nächsten 
Umgebungen aller an den Netzrand heranreichenden Ecken ab, so jist 
für den übrig bleibenden mittleren Teil von A aus der Discontinuität 
von I’ selbstverständlich, dass derselbe durch eine endliche Anzahl von 
Normalpolygonen eines einzelnen Netzes vollständig bedeckt werden 
kaun. Indem wir zusammenfassen, entspringt das Ergebnis, dass am 
Bereiche R notwendig nur eine begrenzte Anzahl von Polygonen des zu L’ 
gehörenden Netzes teilhaben. 

Wir können dies Resultat noch in einer etwas anderen und für 
die gleich zu vollziehende Anwendung zweekmässigeren Gestalt aus- 
sprechen. Sei P, Normalpolygon irgend eines in P gelegenen Cen- 
trums Cp und 7 eine zu P, gehörende Erzeugende. Die beiden durch 
V eorrespondierenden Seiten von P, liegen als homologe Gerade in 
zweien unter jenen Polygonen, mit welchen wir soeben A bedeekten; 
und da die Anzahl dieser Polygone endlich war, so gilt der Satz: 
Die zw den bmerhalb P gelegenen Centren C, gehörenden Normalpolygone P, 
liefern insyesamt nur eine begrenzte Anzahl von erzengenden Substiintionen. 

Nun habe das Polygon Py, dessen Centrum C, innerhalb P ge- 
legen ist, einen Cyclus von mehr als drei beweglichen Eeken. Sei Æ 
ein zugehöriger Eckpunkt, und mögen sich um Æ herum an 2}, die 
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Polygone P,, P,, nächst P, aber P, anschliessen. Es möge 7, ın 
diese drei Polygone durch die Substitutionen V., V3, Va V; übergehen, 
wo alsdann V., V}, V} von P, gelieferte Erzeugende sind (ef. pg. 112). 
Wir werden auf Grund unseres eben gewonnenen Resultates sogleich 
sehliessen, dass Tripel Vi, V2, VaV} dieser Art, selbst wenn wir Co 
das ganze Polygon P durchlaufen lassen, doch nur in endlicher Zahl 
auftreten. Unsere Untersuchungen von pg. 252 sagen nun aber un- 
mittelbar aus, dass bei den hier gedachten Verhältnissen das Centrum C, 
entweder auf der Ellipse oder auf der zum Tripel Vi, Vz, Vo Vg gehörenden 
Curve dritter Ordnung gelegen sein muss. 

Hiermit aber ergiebt sich, die zufälligen Ecken betreffend, die 
folgende Antwort auf unsere am Anfang des Paragraphen gestellte 
Frage nach dem Vorkommen der Specialtypen: Der geometrische Ort 
aller in P gelegenen Centra C,, deren Polygone Specialtypen mit mehr- 
als- dreigliedrigen Cyclen von beweglichen Iscken darbieten, setzt sich aus 
Segmenten der Ellipse und endlich vielen Stücken von Curven der dritten 
Ordnung zusammen. Natürlich kommen Ellipsensegmente nur bei den 
auf der Ellipse eigentlich discontinuierlichen Gruppen zur Geltung. 
In wie weit daun die in P entfallenden Ellipsensegmente, und welche 
Stücke jener Curven dritter Ordnung am fraglichen geometrischen Ort 
teilhaben, bleibt hier noch unentschieden; weiter folgende Unter- 
suchungen müssen in dieser Hinsicht näheren Aufschluss erteilen. 

Fassen wir unsere Ergebnisse über die festen und die beweglichen 
Ecken noch einmal in eins zusammen, so hat sich gefunden, dass der 
geometrische Ort aller Centra Cy mit Polygonen von Specialtypen inner- 
halb des vorab gewählten Polygons P aus endlich vielen Stücken von 
Geraden, der fundamentalen Ellipse sowie von Cwrven dritter Ordnung 
der pg. 252 eingeführten Art zusammengesetzt erscheint. Den weiteren 
Ausbau dieses ltesultates vollziehen wir im übernächsten Paragraphen. — 


S 16. Von der Veränderung der Normalpolygone bei Monodromie 
der Centren (.. 


Es sollen nunmehr etwas näher die Veränderungen untersucht 
werden, welehe ein Normalpolygon P, bei stetigen Ortsveränderungen 
seines Centrums C, oder kurz gesagt bei Monodromie desselben erfährt. 
Wir wollen in dieser Hinsicht zunächst einen Satz formulieren, welcher 
auch schon bei den vorangehenden Überlegungen implieite gelegentlich 
in Betracht kam: Das Normalpolyyon P, der vorgelegten Gruppe T ändert 
sich bei stetigen Lagenänderungen des Centrums C, selber stetig. Man 
kann diesen Satz entweder aus dem Begriffe des Normalpolygons ab- 
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lesen oder auch direct beweisen, indem man durch Rechnung den Weg 
verfolgt, welche eine einzelne bewegliche Ecke X bei Monodromie von 
Co beschreibt. 

Um die angedeutete Rechnung für die bewegliche Ecke £ durch- 
zuführen, so mag I von den Polygonen P, P’, P” der Centren C, C’, C” 
umgeben sein, deren beide letzte aus dem ersten durch V und V’ ent- 
springen mögen. Die Coordinaten von C seien z;, die von E aber yı. 
Hat der „Kreis“ durch C, C’, C” die Gleichung (8) pg. 249, so gilt 
u = Y, = — 2Y, y = Y; denn E ist der Mittelpunkt des Kreises, 
und letzterer wird dureh den Pol der l. c. durch a2, + 2,4 a,2, = 0 
dargestellten Geraden gebildet. Man setze nun die angegebenen Werte 
von @,, A,, As ìn die Kreisgleichung ein und bringe zum Ausdruek, 
dass dieser Gleichung auch die durch V und V’ aus z; entspringenden 
Coordinaten von © und C” genügen, was zwei weitere Gleichungen 
giebt. Ziehen wir dann die erste Gleichung von der zweiten und 
dritten ab, so entspringen unter Benutzung der pg. 255 erklärten Ab- 
kürzungen für V und V’ die Gleichungen: 

Ja 2Yzb: + Ya: = 0, 


(1) | 
Yı6z — Yab: + Ya: = Ù. 


Diese ein-ein-deutige quadratische Beziehung regelt die Bewegung von Z 
bei Monodromie von C,; unsere obige Behauptung ist hiermit evident *). 

Wir können nun C, auf das im vorigen Paragraphen zu Grunde 
gelegte Polygon P einschränken. Gewinnen wir dann im Verlaufe der 
von C, zu beschreibenden Bahnen einen Specialtypus für P,, so tritt 
Herabminderung der Seitenanzahl s von P, ein, d. h. es ziehen sich 
zwei einander zugeordnete Polygonseiten auf Punkte zusammen, und 
zugleich legt C, auf einer der Geraden, einem Bllipsensegment oder 
einem Segment einer Curve dritter Ordnung, aus denen wir innerhalb 
P den Ort aller Centra mit Specialtypeu zusammengesetzt fanden. 
Nach Überschreiten der Geraden bez. des Curvensegmentes gewinnt P, 
wieder einen gewöhnliehen Typus. Andrerseits kann wegen der stetigen 
Änderung des Polygons P, mit C, ein Wechsel im Typus auch nur 
auf diese Weise, d. h. vermöge Durchgang durch einen Special- oder 
Ühergangstypus sich vollziehen. Die Einzelheiten der hierbei ein- 
tretenden Veränderungen des Polygons P, sollen nun besprochen werden. 

*, Die Fundamentalpunkte der Cremonatransformation (1) sind die Fix- 
punkte der drei Substitutionen V, V’ und VVT? Diesem Umstande entspricht 
die schon früher erkannte Thatsache, dass, wenn Co in einen dieser Fixpunkte 
hineinrückt, die bewegliche Ecke Æ auf einer Seite des zugehörigen Bereiches Q 
unbestimmt wird. 
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Sind erstlich die beiden auf einander bezogenen Seiten S, und S3, 
welche sich auf Punkte zusammenziehen sollen, benachbart, so hat C, 
eine in P gezogene Gerade zu überschreiten; denn jene Seiten haben 
ersichtlich einen festen Eekpunkt des Polygons gemein. Die Gestalt 

von P, vor diesem Übergang ist 

ei in Figur 85 schematisch dargelegt. 

| Die beiden Seiten S, und S, haben 

die feste Ecke e gemein und seien 

durch V auf einander bezogen. Die 

beiden anderen Ecken E, und E, 

dieser Seiten bilden bewegliche Ecken, 

welche mit Z, vermöge V, und V, 

einen dreigliedrigen Cyclus liefern. 

Fig. 85. Bei einem Polygon von gewölın- 

lichem Typus können nämlich nie- 

mals zwei feste Ecken benachbart sein, da sonst die zwischenliegende 

Seite sowohl der rechts wie der links benachbarten Seite zu- 
geordnet wäre. 


x 





In dem Augenblick, dass S, und S, sich zu Punkten zusammengezogen 
haben und also die Coincidenz von Æ, und Æ, in e stattfindet, hat C, 
die fragliche Gerade erreicht und Z, ist in den mit e äquivalenten 
Fixpunkt e gerückt. Hat C, die Gerade überschritten, so ist der Special- 
typus wieder in einen gewöhnlichen übergegangen. Z, und E, bleiben 
in Coineidenz und liefern die neue bewegliche Ecke 4y, während bei 
der nunmehr gewonnenen festen Ecke e zwei neue durch eine mit V 
sleichberechtigte Substitution V’ auf einander bezogene Seiten S, und 
S auftreten. Die hier in Betracht kommenden Substitutionen genügen 
den Relationen: 


(2 aa, — I, YVvV = 1. 


Wir können demnach folgenden Satz formulieren: Überschreitet C, die 
geradlinige Grenze zweier Dereiche Q, die zu den Ecken e und e der 
Substitution V, V’ gehören, so tritt dabei im Erzeugendensystem die Modi- 
fication ein, dass V durch die gleichberechtigte Substitution V = V'VV, 
ersetzt wird. V, hat dabei die in Figur 85 angegebene Bedeutung. 

Sind zweitens die beiden Seiten ©, und S,, welche sieh beim 
Wechsel des Typus auf Punkte zusammenziehen, nicht-benachbart, so 
überschreitet Cy in P ein Kllipsensegment oder ein Segment einer Curve 
dritter Ordnung. Die Endpunkte £., Er, E, E, der beiden Seiten 
sind beweglich und bilden in der in Figur 86 angegebenen Weise mit 


7 


k, und Ey dreigliedrige Cyclen. Die Bedeutung der Substitutionen 
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V, V,,-.. entnehme man aus den Angaben der Figur 86; es bestehen 
die beiden Relationen: 


(3) Ba, = e da mer, = 1. 


Überschreitet nun C, das in Rede stehende Curvenstück, so sind die 
Seiten S| und S, verschwunden und damit tritt die Substitution V ausser 
Wirkung. Dafür dehnen sich die 
die bisherigen Ecken E, und E} zu 
zwei neuen Seiten S,, Sz, die durch 
V’ auf einander bezogen sein mögen 
(vergl. den punktierten Pfeil in 
Figur 86). Merken wir an, dass 
der fragliche Übergang für das Er- 
zeugendensystem die Modification im 
Gefolge hat, dass V durch V’ ersetzt 
erscheint; V—! und V’ werden dabei 
aus den beteiligten Substitutionen, wie 
folgt, aufgebaut: Fig. $6. 























(4) V= V, P, = ViVi, V= Vi V, = V Vr.. 


Es ist nun vor allen Dingen zu betonen, dass jeder Wechsel der 
gewöhnlichen Typen für die Normalpolygone unserer Gruppe T sich auf 
die erste oder zweite der hiermit bezeichneten Arten des Übergangs. und 
zwar durch einmalige oder wiederholte Anwendung, vollziehen lässt. Denn 
die Specialtypen mit (s — 4) oder noch weniger Seiten, bei denen die 
eben beschriebenen Verhältnisse des Verschwindens eines Seitenpaares 
an zwei oder mehreren Stellen zugleich stattfinden, treten nur für 
endlich viele Centren C, in P auf, welche gemeinsame Punkte der in 
P gezogenen, wiederholt genannten Geraden oder Curvensegmente sind. 
Diese Punkte lassen sich also bei Änderung von C, stets umgehen. 
Übrigens ist hervorzuheben, dass beim Versehncinden eines Seitenpaars 
und Ersatz desselben durch ein neues Paar an anderer Stelle sehr oft der 
bisherige Typus, nur in einer im allgemeinen veränderten Orientierung, 
sich wieder einstellt. Dies wird insbesondere beständig bei jenen 
niedersten Gattungen der Fall sein, welche nur «nen gewöhnlichen 
Typus aufweisen. 

Man könnte als benachbart je zwei solche gewöhnliche Typen 
benennen, welche in einem Specialtypus von (s— 2) Seiten zu- 
Sammenhängen. Daun hat man z. B. für die fünf Typen der Gattung 
q, 2), wie man mit Hilfe von Figur 83 pg. 266 leicht feststellt, das 
folgende Schema: 


Fricke-Klein, Automorphe Functionen | 15 
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II 
2 D H — IV 

V 
Der Typus IV ist also nur mit IJ benachbart, I dagegen mit HI und 
V u.s.w. Man überzeuge sich des weiteren, dass z. B. beim Typus IV 
das Versehwinden des Seitenpaares 1 und 2 wieder zum gleichen 
Typus IV zurückführt. In dieser Weise bilden alle fünf Typen eine 
„usammenhängende Kette. 

Dı derselben Art stellen überhaupt bei jeder Gattung (p, n) die 
verschiedenen ihr angehörenden gewöhnlichen Typen eine zusammen- 
hängende Kette dar. Um dies zu sehen, benutzen wir das bereits 
oben (pg. 265) erwähnte und im folgenden Kapitel zu beweisende 
Theorem, dass alle von elliptischen Substitutionen freien Gruppen der 
Gattung (p, n) ein Continuum bilden. Bei eontinuierlicher Änderung 
der Gruppe und zugleich stattfindenden stetigen Bewegungen von Cp 
wird auch P, nur stetige Formänderungen erleiden. Da für die einzelne 
Gruppe Centren mit Specialtypen emer Seitenanzahl <s — 4 stets 
nur vereinzelt auftreten, so hat es, wie wir bereits soeben ausführten, 
keine Sehwierigkeit, diese Lagen mit C, beständig zu meiden; und 
wir können dann doch noch mit C, jedes Centrum von gewöhnlichen 
Typus erreiehen. Hieraus ergiebt sieh mit BRücksieht auf den pg. 264 
bewiesenen Satz, dass jeder inı Sinne der analysis situs mögliche ge- 
wöhnliche Typus der Gattung (p, n) bei den Gruppen (p, n) ohne 
elliptische Substitutionen auch wirklich auftritt, das nachfolgende Re- 
sultat: Durch die beiden pg. 272 u. f. besprochenen Arten des Typenwechsels, 
welche wir nur noch im Sinne iler analysis situs zu handhaben brauchen, 
können aus einem einzelnen gewöhnlichen Typus der Gattung mittelbar 
alle übrigen hergestellt werden. In diesem Satze ist die Methode zur 
Aufstellung aller gewöhnlichen Typen der einzelnen Gattung (p, n) 
gegeben, welche wir oben (pg. 265) vorläufig erwähnten, und vermöge 
deren die damals für die Gattungen (1, 2) und (2, 0) mitgeteilten 
Resultate abgeleitet sind. — 

Specialtypen mit (s — 4) Seiten treten noeh bei jeder Gruppe auf; 
sie gehören, wie wir schon andeuteten, zu solehen Centren Cp, welche 
Eeken der Kinteilungen Q vorstellen oder sonst irgend wie zweien 
unter den in P gezogenen Geraden oder Curvenstücken angehören. 
Das Auftreten von Specialtypen mit einer um sechs oder noch mehr Tin- 
heiten (gegenüber den gewöhnlichen Typen) verringerten Seitenanzahl hat 
man dagegen als etwas Particuläres anzusehen; Gruppen, bei denen solchi 
Speciältypen vorkommen, könnte man etwa sönguläre nennen. Derartige 
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singuläre Gruppen kommen in jeder Gattung vor. So können wir in 
der Gattung (1, 2) bis auf Sechsecke mit zwei mehrgliedrigen Cyclen 
fester Ecken und ohne bewegliche Ecken herabgehen. In der Gattung 
(2, 0) ist die denkbar uwiederste Seitenanzahl acht; sie wird z. B. er- 


reicht von der durch ein reguläres Achteek mit Winkeln F und mit 


einander zugeordneten Gegenseiten definierten Gruppe, wobei sich alle 

acht Ecken zu einem einzigen Cyclus zusammenschliessen. Diese singuläre 
Gruppe ist übrigens bekannt; sie ist als ausgezeichnete Untergruppe 
des Index 48 in der zum Schema (2, 3, 8) gehörenden Dreiecksgruppe 
enthalten (cf. „M.“ I. pg. 108) und entspricht derjenigen in der gewöhn- 
lichen Modulgruppe enthaltenen ausgezeiehneten Congruenzgruppe achter 
Stufe, deren Substitutionen modulo 8 einer der Uongruenzen: 


im) 1, 4 5,4 5, 0 
E oO Sl) =o =e 
01 4,1 0 eu) 


genügen (cf. „M.“ I pg. 652). 
Eine eingehende Behandlung der singulären Gruppen, welche dem 
allgemeinen Charakter unserer gegenwärtigen Untersuehungen nicht 
© entsprechen würde, soll hier nicht gegeben werden. Wir haben diesen 
Gegenstand nur berührt, um später etwa auftretende singuläre Gruppen 
sogleich bequem in die allgemeine Theorie einordnen zu können; übrigens 
steht zu hoffen, dass die weitere Durehbildung der Theorie dieser 
singulären Gruppen zumal in den niedersten Fällen p für die "Theorie 
der algebraischen Functionen Bedeutung gewinnt. 


S 17. Von den „natürlichen“ Diseontinuitätsbereichen der hyper- 
bolischen Rotationsgruppen erster Art. 


Eine besonders klare Anschauung der in den vorangehenden 
Paragraphen entwickelten Verhältnisse gewinnen wir hier endlich durch 
die nachfolgende Betrachtung, welehe uns zu einer neuen und iu- 
teressanten Gestalt der Discontinuitätsbereiche der hyperbolischen kota- 
tionsgruppen erster Art hinführt. 

Wir lassen C) von irgend einer Anfangslage aus alle diejemgen 
Lagen beschreiben, welehe durch solche stetige Wege erreichbar sind, 
dass 7, niemals verminderte Seitenanzahl darbietet. C, wird dabei 

C ceinen zusammenhängenden Bereich 7 beschreiben, dessen gesamte 
"Randpunkte als Centren C, Polygone von Speeialtypen liefern. Kine 
erste unmittelbar ersichtliche Kigenschaft von T ist alsdann, dass T 
emen zusammenhängenden Bereich darstellt, dessen Punkte als Centren C, 






Pölygone P, mit einem und demselben Ierzengendensystem liefon. Rei 
15 * 

























276 II. Ausführliche Theorie der Polygongruppen. 


Überschreitung der Begrenzung von 7 wird indes im allgemeinen eine 
Änderung im Erzeugendensystem stattfinden und zwar von der Art, 
wie sie im vorigen Paragraphen im Anschluss an die dortigen Formeln 
(2) und (4) beschrieben wurde. 

Vom Bereiche T können wir nun den wichtigen Satz zeigen, dass 
im Innern desselben niemals zwei verschiedene einander bezüglieh I äqui- 
valente Punkte gelegen sind. 

Nehmen wir nämlich au, es gäbe innerhalb T zwei äquivalente 
Punkte C, und C, so mag der zweite aus dem ersten durch die Sub- 
stitution V von I’ hervorgehen. Die beiden zugehörigen Polygone P, 
und P,, welche den gewöhnlichen Typus zeigen, sind einander con- 
gruent. Die Seiten des ersten bezeichnen wir durch S1, S2, - .., 829; 
die homologen Seiten von P, seien S7, S2,..., 824. Möge Sr durch 
V, in die zugeordnete Seite übergehen; die 2q zu Po gehörenden 
Erzeugenden: 


(1) Vi, Vo, V3, ech Eoas 


sind dann natürlich zu Paaren einander invers*). 

Die Erzeugenden von Pý gehen nun aus den Substitutionen (1) 
durch Transformation vermöge V hervor. Da aber Po dieselben Er- 
zeugenden wie P, liefert, so wird V die Substitutionen (1) abgesehen 
von der Reihenfolge in sich transformieren. Es giebt somit eine 
Potenz V“ mit endlichem, von null verschiedenen u, welche jede cin- 
zelne Substitution (1) in sich überführt. Nun ist aber Vp nur durch 
eine solche Substitution in sich transformierbar, welche mit V, einer 
und derselben cyclischen Gruppe angehört**). Da jedoch die Substitu- 
tionen (1) nicht alle der gleichen cyclischen Gruppe angehören, so 
folgt V“ = 1, und also ist V elliptisch. Für unsere Gruppe ist somit 
der Charakter n >0. 

Wir begründen jetzt eine zweite Beziehung der Seiten von P, auf 
die von P,, indem wir C, innerhalb 7 stetig in C, überführen. Geht 
hierbei ©, in ©, über, so geht S in Sppı, Ss in Sy+2, ... über, da 
zwischendurch keine Seite verschwunden ist. Nun haben P, und Po 
als Normalpolygone von gewöhnlichem Typus je eine mit dem Fix- 


| 


Zu 





*) Eine etwaige elliptische Substitution der Periode zwei wird demnach im 
System (1) doppelt gezählt. 

**) Der Fixpunkt von V, muss nämlich durch die transformierende Substitu-” 
tion in sich übergeführt werden. Hieraus ergiebt sich die Behauptung des Textes” 
unmittelbar, falls der Fixpunkt von V, innerhalb oder ausserhalb der Ellipse 
liegt. Bei parabolischen V, könnte man vermuten, dass die transformierende 
Substitution auch eine byperbolische sein dürfte, deren einer auf der Ellipse ge- 
legener Fixpunkt mit dem von V, coincidiert. Dies ist indessen nicht statthaft. 
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punkt von V äquivalente Ecke; mögen diese Ecken e und ¢ heissen. 

Bei dem eben bewerkstelligten stetigen Übergang von VP, in Pý wird 
dann die erste dieser Ecken e in die zweite ¢ übergeführt werden. 
Aber auch bei der Transformation V von P, in Pý muss e in e über- 
gehen, da e der einzige mit e äquivalente Punkt auf dem Rande von 
P, ist. Es ist also evident, dass v = 1 ist, d. h. dass es sich beide 
Male um die gleiche Art der Seitenzuordnung handelt. 

Bei der Überführung von C, nach C; haben nun die Erzeugenden 
keine Änderung erfahren; S, wird also gleichfalls durch VF, in die zu- 
geordnete Seite von Py übergeführt u. s. w. Dies besagt, dass die Sub- 
stitutionen (1) nicht nur bis auf die Reihenfolge, sondern einzeln durch 
Vin sich transformiert werden. Es folgt somit, dass V = 1 ist, und 

dass also C, und Cy’ coincidieren; unsere Behauptung ist damit bewiesen. 

Wir construieren nun, indem wir über die Berandung von T hin- 
übergehen, die hier sich anreihenden analogen Bereiche 7’, 7”. ... 
Dabei bemerke man vor allem, dass zwei äquivalente Anfangslagen 
von C, zu äquivalenten Bereichen 7’ hinführen. Offenbar entspringt ein 
ganzes Nelz von Dereichen T, welches durch alle Substitutionen der Gruppe 
in sich transformiert wird, und welches denjenigen Teil der projeetiven 
Ebene bedeekt, der auch von einem belicbigen zur Gruppe gehörenden Netze 
von Normalpolyyonen überspannt ist. Das so gewonnene Netz bildet für 
die einheitliche Gesamtauffassung der Theorie der Normalpolygone 
zweifellos die einfachste Grundlage. 

Vor allem bemerke man, dass die Randeurven der Bereiche T ge- 
rade von den gesamten Centren C, mit Polygonen von Speeialtypen geliefert 
werden. Es handelt sich hier einmal um alle jene Geraden, welche 
durch Übereinanderlagerung aller n Einteilungen in Bereiche Q geliefert 
werden; dabei gehört jede Gerade dem Netze der T in derselben Aus- 
dehnung an, wie dem bezüglichen Netze der Bereiche %. Die noch 
übrigen Randeurven der T werden von der fimdamentalen Ellipse sowie 
von jenen Cwrven dritter Ordnung geliefert, welche wir oben gewissen 
Tripeln erzeugender Substitutionen zugeordnet fanden. Eben aus dem 
Netz der Bereiche 7’ geht nun hervor, welche Curren dritter Ordnung 
und in welcher Ausdehnung die einzelne Curve dritter Ordnung sowie die 
Iullipse Centra C, für Polygone mit Specialtypen lifert. Wir werden 
hierfür sogleich ein besonderes Beispiel betrachten. Übrigens ergiebt 
sich im Einzelfall aus der Art der bei den Bereichen T auftretenden 
Ecken auch, ob eine singuläre Gruppe vorliegt oder nicht. 







Wir benutzen nun den pg. 270 bewiesenen Satz, dass ein etwa 
anfänglich ausgewähltes Polygon P nur von endlich vielen Geraden 
bez. Curvensegmenten der genannten Art durehzogen wird. Da übrigens 


5 


ae H. Ausführliche Theorie der Polygongruppen. 


der einzelne Bereich T niemals zwei äquivalente Punkte enthält, so 
entspringt das wichtige Ergebnis: Es giebt immer nur eine endliche 
Anzahl, etwa u, inäquivalente Bereiche T; irgend u solche Dereiche, 
welche mit einander zusammenhängen, bilden einen Discontinuitätsbereich 
der Gruppe. Jeden so entspringenden Bereich wollen wir als einen 
„natürlichen Discontinwitätsbereich“ der Gruppe benennen. 

An einen ersten Bereich 7, kann man nur auf eine endliche An- 
zahl von Arten (u— 1) weitere inäquivalente Bereiche 75, To, ..., TETP 
hängen. Es ergiebt sich somit, falls man äquivalente Bereiche nicht 
als verschieden ansieht, das wichtige Resultat: Lin natürlicher Dis- 
continuitätsbereich der Gruppe lässt sich nur auf eine endliche Anzahl von 
Arten wählen; seine Randeurven sind feste, mit I eindeutig gegebene Linien. 
Eben in diesen letzten Eigenschaften ist ein wesentlicher Vorzug der 
natürlichen vor sonstigen Discontinuitätsbereichen unserer Gruppe erster 
Art zu schen. 

Bei zwei äquivalenten Normalpolygonen geht das Erzeugenden- 
system des einen aus dem des anderen durch Transformation vermöge 
einer gewissen Substitution hervor. Solche zwei Erzeugendensysteme 
mögen wir für den Augenblick als nicht wesentlich verschieden an- 
sehen*). Dann gilt offenbar der Satz: Die Anzahl der verschiedenen von 
den Normalpolygonen der Gruppe T gelieferten Erzeugendensysteme ist < u. 

Wir fügen hier endlich noch eine Bemerkung über solche Gruppen 
an, welche der Erweiterung durch Spiegelungen fähig sind. Liege 
eine derartige Gruppe vor, so wird das Netz der Bereiche T derselben 
auch durch diese Spiegelungen in sich übergehen, da es gegenüber einer 
Transformation der Gruppe den Charakter der Covarianz besitzt(ef.pg.256). 
Es ist aber die Frage, ob die Symmetriegeraden direct unter den Raud- 
curven der Bereiche T enthalten sind oder nicht. Dies ist jedenfalls 
nicht stets der Fall; denn man wird z. B. sofort bei den in Fig. 84 
pg. 267 gegebenen ersten sieben Typen der Gattung (2, 0) sich selbst 
symmetrische Polygone angeben, deren Centrum C, somit auf der 
Symmetrielinie liegt, ohne dass ein Specialtypus vorliegt. Man ziehe 
andrerseits den Fall der Modulgruppe heran (ef. Fig. 27 pg. 110), wo 
die Bereiche T direct die Elementardreiecke sind, und wo also das 
Netz der T gerade durch die gesamten Synımetrielinien geliefert wird. 

Um wenigstens zu entscheiden, wann eine Symmetriegerade G 
unter den Randceurven der Bereiche Q auftritt, wähle man Q, auf G. 
Das zugehörige Polygon P, muss dann zwei bezüglich Œ symmetrische 
feste Ecken e und ¢ haben, die zu der gleichen Classe gehören und 


*) Diese Auffassung wird ihren einfachsten Ausdruck bei den invarianten- 
theoretischen Untersuchungen des folgenden Kapitels finden. 
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also durch eine Substitution von I correspondieren. Man kann auch 
sagen: o muss eine feste nicht auf G gelegene Feke e haben, welche in 
der erweiterten Gruppe I Fixpunkt einer cyclischen Gruppe zweiter Art ist. 
Unter diesen Umständen ist offenbar e mit der bezüglich G symme- 
trischen Ecke ¢ innerhalb I’ äquivalent. 

Die Discussion der Frage, ob vielleicht Symmetriegerade auch als 
Bestandteile zerfallender Curven dritter Ordnung unserer Art auftreten 
können, lassen wir hier bei Seite. — 

Es wird nun am Platze sein, die vorangehenden Entwicklungen 
durch ein einfaches Beispiel zu erläutern. Wir wählen eine besondere 
der Gattung (0, 4) angehörende Gruppe, auf welche wir im nächsten 
Abschnitt noch ausführlich zurückkommen. Die Gleichung der ab- 
soluten Ellipse setzen wir in die Gestalt 112,°— 2? — 2°=0 und 
fragen nach allen ganzzahligen unimodularen ternären Substitutionen 
erster oder zweiter Art, welche die Ellipse in sich transformieren. 
Dieser Ansatz führt, wie sich in dem nächsten Abschnitte zeigen wird, 
zu einer hyperbolischen Rotationsgruppe zweiter Art I, deren Dis- 
continuitätsbereich ein aus vier Symmetriegeraden gebildetes Viereck ist. 

Um die Verhältnisse zuerst in der &-Halbebene darzulegen, so 
setzen wir am zweckmässigsten: 





z Ve 2: 
(2) 7 Ben y 1 2 SER 


2. E7 





Der Discontinuitätsbereich der Gruppe F nimmt alsdann die Gestalt 
des hierneben in Figur 8S7 mit_den Ecken e,, €, €, €, versehenen Vier- 
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T T T 
oP A EE 
von & in den vier Ecken sind der Reihe nach: 
; 3. ; Vil-+iy3 LI 
ve’ >° Sayi 

Die zu den vier Ecken ¢&, ..., e, gehörenden Substitutionen sollen 
Fis- Va heissen und so gewählt sein, dass sie die m Figur 87 an- 
gedeuteten Pfeilrichtungen haben; es ist alsdann: 


aufweist. Die Werte 


t0] 


ecks an, welches bez. die Winkel 


o, 3+vü A 
V, = |j 3—1, V h h= ‚ 
72 0 — e 
| j y2 A 
(3) ! A p 
a a | 1, —3—y1l 
> 2 i 
V; = J ) V = 
cpa EEE | sA 
| Dm a 7 (—3-+y1l, —1 


Ausserdem haben wir noch die beiden in Figur 87 durch V und V’ 
bezeichneten hyperbolischen Substitutionen nötig: 


El 


3+ yii 3 1 AT ( va 

Dr- 3002 ye 
3 a a sn a 
Io, = = 


Dieselben sind offenbar an die Substitutionen (3) durch die folgenden 
Relationen geknüpft: 


—] — 1 r — 1 — | 
(5) V= Vi V= Vi V , Vs N kS mN 
In den z; geschrieben müssen die sechs Operationen Vi, ..., 


ganzzahlig ausfallen; in der That werden wir hier zu folgenden For- 
meln geführt: 


K 


or 23207 E o 0 
V =; 33, —10, 0|, eG 0, 1|, 
0, | 0, ae 
ven, 8 | 21, EEE 
Im, — 6, —34, V= 66, ee 
33, — ses Ee = 
49.0, i 12, S 
V= | 33, 0, — 10} r= 33, =m, 6 
| 0 Tp O | = 6 
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Die Coordinaten z; der Ecken e,, ..., €, geben wir in folgender Weise an: 
7720, 685 =(1,0,0), a= (5, 11, 11), 4=(1,3,1. 


Wir markieren auch noch die zu V und V gehörenden Fixpunkte e 
und e durch: 


(8) e=(1,3,3), d=6ß, 11, 0). 


Das in der gleich folgenden Figur 88 durch die Mitte der Ellipse 
ziehende Axenkreuz liefert ein Cartesisches System, das wir durch: 


(9) her): 
zu definieren haben. 

Wenn wir nach diesen Vorbereitungen nunmehr zu unseren eigent- 
lichen Fragen übergehen, so ist nach den vorhin über die Symmetrie- 
linien gemachten Bemerkungen zuvörderst deutlich, dass die Über- 
einanderlagerung der vier hier in Betracht kommenden Einteilungen 
in Bereiche Q das Vierecknetz der Gruppe liefert. Die zur Geltung 
kommenden Stücke von Curven dritter Ordnung *) werden wir daraufhin 
nur noch in einem einzelnen Viereck, etwa dem der Ecken e,,..., €, 
zu zeichnen brauchen; denn in allen übrigen Vierecken wiederholen 
sich dieselben Verhältnisse in symmetrischer bez. congruenter Weise. 

Liegt nun C, innerhalb des öfter genannten Vierecks, so ist das 
vom zugehörigen Normalpolygon P, gelieferte Systen: der fünf Er- 
Zengenden (ef. pg. 263) entweder Fi, ..., Va, F oder Fi, -o To V. 
Der Austausch von V und V’ findet statt, falls C, auf der zum 
Tripel V, Vı, Vi * gehörenden Curve dritter Ordnung liegt. Es ist 
dies die einzige Curve dritter Ordnung, welche im Viereck der vor- 
liegenden Gruppe zur Geltung kommi. Natürlich 
den drei Tripeln an: 


Be, (V W, Va), (V Er T). 


Wie man auf Grund von (5) beweist, bilden diese drei Tripel im Verein 
mit V, Vi, VI’ ein System von der Art (4) pg. 257. Wir zeigten in 
der That bereits dort, dass zu solehen vier Tripeln stets nur eine und 
dieselbe Curve dritter Ordnung gehört. 

Als Gleichung unserer Curve dritter Ordnung finden wir aus (6) 
vermöge der früher entwickelten Kegeln: 


gehört dieselbe auch 


*) Die Ellipse bleibt hier offenbar ausser Betracht. 
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Der Verlauf dieser Curve dritter Ordnung ist hierneben in 
Figur 88 angedeutet; die beiden Stücke der Curve, welche wirklich 
Centren C, mit Normalpolygonen von Speeialtypen liefern, sind, ebenso 





Fig. 88. 


wie die das Viereck begrenzenden geradhinigen Kanten (welche die- 
selbe Bedeutung haben), in der Figur stärker markiert. Dass unsere 
Curve dritter Ordnung durch die sechs Punkte ci, &%, &, %, €, € 
hindurchgeht, folgt auch aus der allgemeinen Theorie der Normal- 
polygone (pg. 255, erster Satz). 

Durch Anfügen eines symmetrischen Vierecks an das eben heraus- 
gegriffene Ausgangsviereck bilden wir einen Discontinuitätsbereich 
unserer Gruppe erster Art I. Man sieht, dass derselbe aus sechs Be- 
reichen 7’ besteht. Gleichwohl giebt es nur vier wesentlich verschiedene 
Erzeugendensysteme; denn, wie man leicht bemerkt, liefern im ein- 
zelnen Viereck die beiden zweieckigen Bereiche T das gleiche Er- 
zeugendensystem. 

Die hiermit dargelegten Verhältnisse kehren natürlich entsprechend 
bei allen durch Kreisbogenvierecke zu definierenden Gruppen wieder. 
Hat man insbesondere ein reguläres Viereck, so zerfällt die Curve 
dritter Ordnung in die beiden Diagonalen und die Polare des Vierecks- 
mittelpunktes. 
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Es wäre nicht uninteressant, auch noch für die weiter folgenden 
Gattungen (0, 5), (1, 1), ... der hyperbolischen KRotationsgruppen 
Beispiele heranzuholen. Indessen würde uns dies ven anderen wich- 
tigen Untersuchungen zu weit abführen. Wir bringen demnach hier 
die Theorie der Normalpolysone zum Abschluss. An die hyperbolischen 
Rotationsgruppen der zweiten Art knüpfen wir hier keine besondere 
Betrachtungen mehr. Die im ersten Abschnitte über diese Gruppen 
gegebenen Ansätze im Verein mit der soeben entwickelten Theorie 
der Gruppen erster Art liefern eine für die späteren Anwendungen 
ausreichende Basis. 


Zweites Kapitel. 


e 
Die kanonischen Polygone und die Moduln der hyperbolischen 
Rotationsgruppen. 


Die Theorie der elliptischen und parabolischen Rotationsgruppen 
konnte im voraufgehenden Kapitel in dem Sinne zum Abschluss ge- 
bracht werden, dass wir alle hierher gehörenden Gruppen durch ihre 
Discontinuitätsbereiche ohne Schwierigkeit anzugeben vermochten. Da- 
gegen wurde ein analoger Abschluss für die Theorie der hyperbolischen 
Rotationsgruppen noch nicht erreicht. Es hatte dies darin seinen Grund, 
dass wir auf der einen Seite eine begrenzte Anzahl elliptischer und 
parabolischer Rotationsgruppen *) besitzen, während demgegenüber eine 
unendliche Mannigfaltigkeit verschiedener hyperbolischer Rotations- 
gruppen existiert. Wir werden die Theorie der hyperbolischen Rota- 
tionsgruppen nur erst dann als abgeschlossen ansehen dürfen, wenn 
wir den vollen Überblick über deren Mannigfaltigkeit gewonnen haben 
und diese Mannigfaltigkeit etwa mit analytischen Hilfsmitteln zu be- 
herrschen verstehen. 

Diese Aufgabe werden wir nun durch Heranziehung der kanonischen 
Polygone unserer Gruppen lösen können (ef. pg.182ff.). Wir beschränken 
uns dabei natürlich wieder auf Gattungen endlicher Charaktere (p, n) 
und legen auch hier die projective Ebene den geometrischen Über- 
legungen zu Grunde. Die Theorie der kanonischen Polygone der Iıyper- 
bolischen lkotationsgruppen gewinnt hier eine Fortbildung, welche von 
grundlegender Bedeutung für die Weiterentwicklung unserer Unter- 
suchungen ist. 

Die analytischen Hilfsmittel, vermöge deren wir die Mannigfaltig- 
keiten der hyperbolischen Rotationsgruppen definieren werden, gewinnen 
wir in gewissen „Moduln“ der kanonischen Polygone, welche als solche 
mittelbar auch zu Moduln der Gruppen werden. Die Theorie dieser 
Moduln ist gleichfalls von grosser Tragweite und wird zumal bei den 


En BE 


*) Hierbei gelten Gruppen, die in einander transformierbar sind, natürlich 
als nicht wesentlich verschieden. 
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späteren functionentheoretischen AnwenAungen unserer Untersuchungen 
eine wichtige Rolle spielen. 

Es ser noch hinzugesetzt, dass wir auch hier bis auf weiteres 
einzig von Gruppen der ersten Art handeln. 

Die im vorliegenden Kapitel zur Darstellung kommenden Unter- 
suchungen sind erst in letzter Zeit durch den Verf. ausgeführt; vor- 
läufige Mitteilungen über die Resultate sind in den beiden Noten ge- 
geben: „Über die Discontinuitätsbereiche der Gruppen reeller linearer Sub- 
stitutionen einer complexen Variabelen“*) und „Über die Theorie der 
automorphen Modulgruppen“**). 


$ 1. Einleitende Bemerkungen. Die kanonischen Polygone der 
Gattung (0, 3). 


Die Theorie der kanonischen Discontinuitätsbereiche ist oben 
(pg. 182 ff.) unter Zugrundelegung der &-Kugel entwickelt. Es bietet 
aber keinerlei Schwierigkeit dar, die dortige Darstellung im Falle der 
hyperbolischen Rotationsgruppen auf die projective Ebene zu beziehen. 
Es tritt hier sogar die Vereinfachung ein, dass das kanonische Polygon P, 
unter allen Umständen einfach zusammenhängend ist, was auf der 
&-Kugel keineswegs immer der Fall sein würde. Sind unter den n festen 
Eckpunkten ***) von P, auch hyperbolische enthalten, so wird P, mit 
einer entsprechenden Anzahl von Ecken über die Ellipse hinausragen. 
Die gesamten zufälligen Ecken von P, werden wir zweckmässiger Weise 
in das Ellipseninnere legen, was keine Schwierigkeit hat. 

Auf der geschlossenen Fläche lassen wir die p Schnitte c, wie 
auch schon pg. 203 gesehah, in die Kreuzungsstellen der bezüglichen 
Schnitte a, b einmünden. Wir gewinnen so ein Polygon P, von (2n + 6p) 
Seiten, von denen wir seinerzeit nur erst angeben konnten, dass sie 
stetig gekrümmte Linien sind, die alsdann durch die Erzeugenden der 
Gruppe auf einander bezogen waren. An dieser Stelle setzt die neue 
Untersuchung ein; wir werden zeigen können, dass cir in allen Fällen 
das mit (2n + 6p) Seiten verschene Polyyon P, geradlinig und mit 
ausschliesslich concaven Winkeln wählen können, und eben dies ist 
der Satz, welcher zur Grundlage für die Theorie der hyperbolischen 
Rotationsgruppen wird. 


*) Göttinger Nachriebten vom 19. Oktober 1895. 
+*+) Göttinger Nachrichten vom 25. April 1896. 
##*) Die Benennungen der „zufälligen“ und „festen“ Ecken übertragen wir von 
den Normalpolygonen in sofort verständlicher Weise auf beliebige andere Polygone 
= unserer Gruppen. 
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Den angedeuteten Satz Werden wir auf induetivem Wege nach- 
weisen und beginnen mit denjenigen Gruppen, welche sieh aus zwei 
Substitutionen erzeugen lassen. P, liefert nach pg. 185 zunächst die 
(n + 3p) erzeugenden Substitutionen: 


7 Z 7 7 pe . 
re We e.e} F Va In Fa oo Der Fop? Veni 


doch konnten die Substitutionen V% durch die Va, e ausgedrückt 
werden. Zwischen den (n + 2p) Substitutionen Vi, Va, air bestand 
alsdann die Relation: 


P 


n 
| | | | —1 — 1 
V; 5 ak j k É H j vr» = 1 i 


i=l k=1 


Erinnern wir uns nun, dass für p==Q notwendig n>3 und für p = l 
desgleichen » > 1 ist, so ergiebt sich sofort, dass die Gruppen der 
beiden Gattungen (0, 3) und (1, 1) die einzigen hyperbolischen Rotations- 
gruppen sind, welche sieh aus je zwei Substitntionen erzeugen lassen. — 

Liege nun zuvörderst eine Gruppe I’ der Gattung (0, 3) vor, so 
bilden wir ein zugehöriges Normalpolygon P, von gewöhnlichem Typus. 
Nach pg. 265 ist dasselbe, wie hierneben in Figur 89 ausgeführt ist, 
ein Seekseck mit drei festen und drei beweglichen Ecken. 

Hier ist, wie man sieht, das Normalpolyyon D; 
direct auch ein kanonisches Polygon; der Satz über 
die Möglichkeit der geradlinigen Deyrenzung und 
der Concavität der Winkel ist somit für die Gattung 
(0, 3) ohne weiteres evident. 

Die in Figur 89 noch näher definierten Sub- 
stitutionen F, Va, V}, sind durch die Relation 

Fig. 89. Vi Va V = 1 verknüpft. Indem wir auf Grund 
derselben etwa V, durch V, und V, ausdrücken, 

bleiben diese beiden letzteren Substitutionen V, uud V, als Gruppen- 
erzeugende. Die beiden Fixpunkte von V, und V, sind in der Figur e, 
und e, genannt”); es wird alsdann e; innerhalb, auf oder ausserhalb 
der Ellipse liegen, je nachdem V; elliptiseh, parabolisch oder hyper- 
bolisch ist. Man bemerke indessen, dass die dem Polygon P, angehörende, 
in Figur 89 gezogene Verbindungsgerade e, e, notwendig ganz oder teilweise 
innerhalb der Illipse gelegen ist. Dies geht aus der bekannten Gestalt 
des Polygonnetzes unmittelbar hervor. Man vergegenwärtige sich nur, 
dass, selbst wenn das Netz mit hyperbolisehen Ecken über die Ellipse 





*) Unter Fixpunkt einer Substitution schlechthin meinen wir im hyper- 
bolischen Falle hier wieder den ausserhalb der Ellipse gelegenen Fixpunkt. 
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Iinausragt, innerhalb der einzelnen solchen Ecke, das zugehörige Kllipsen- 
segment eingeschlossen, weitere Fixpunkte der Gruppe nicht auftreten. 

Wir wollen nun ganz allgemein die Substitutionenpaare in drei 
„Species“ einteilen; und zwar teilen wir ein Paar V,, V, der ersten, 
zweiten oder dritten Species zu, je nachdem die Verbindungsgerade 
der beiden Fixpunkte die Ellipse in zwei Punkten schneidet, dieselbe 
nicht trifft oder berührt. Dann gilt offenbar der Satz: Das Erzeugenden- 
paar V,, V, unserer Gruppe I der Gattung (0, 3) stellt ein Paar der 
ersten Species dar. Zur Orientierung fügen wir sogleich vorgreifend 
hinzu: Das Erzeugendenpaar einer Gruppe (1, 1) stellt ein Paar der 
zweiten Species vor; aus einem Paar der dritten Species aber kann 
man stets infinitesimale Substitutionen erzeugen*), ein solches Paar 
kann also bei unseren Gruppen überhaupt nicht vorkommen. 

Man verstehe nun unter V, die Spiegelung an der Geraden 0,6; 
V, hat für das Bllipseninnere direct den Charakter einer Spiegelung, 
da das Paar V, V, zur ersten Species gehört. Durch V, werden die 
Substitutionen F, und V, je in ihre inversen Substitutionen trans- 
formiert (cf. „M.“ I pg. 200 ft): 


(1) WU Pa = Vot, VV V= VI 


Die Gruppe I ist somit der Erweiterung durch V} auf eine Gruppe 
zweiter Art I’ fähig. Dabei wird I’ auch die beiden Operationen: 


(2 V= V: V, V= V, V; 


enthalten, welche die Spiegelungen an den Geraden e,e, und e,e, dar- 
stellen. Letzteres geht einfach daraus hervor, dass z. B. durch P,, wie 
man leicht zeigt, sowohl Vi wie V; = VZ'VT' in ihre inversen Sub- 
stitutionen transformiert werden. Auf Grund der Gleichungen: 

G = Ir, n=77, n=7R 

können wir V,, V,, V, als Erzeugende der Gruppe I’ wählen. Zn- 
sammenfassend haben wir das Resultat: Kine Gruppe der Gattung (0, 5) 
ist stets der Irweiterung auf eine (ruppe zweiter Art fähig, und zwar 
gelangen wir auf diese Weise zu den bekannten regulär-symmetrischen Dreieck- 
nelzen, welche für den Fall, dass keine der Iccken e, €a, €, ausserhalb der 
Jellipse liegt, bereits in „M.“ I pg. 192 (f. ausführlich betrachtet wurden. 
Diesem von „M.“ I her bekannten Falle reihen sich hier drei weitere 
an, je nachdem eine, zwei oder alle drei Eeken ausserhalb der Ellipse 
| *) In diesem Falle ist nämlich VP V, V Vg ! parabolisch und hat den Fix- 
punkt mit V, und V, auf der Ellipse gemeinsam (ef. pg. 115). 
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gelegen sind. Dass dabei die einzelne Seite des Dreiecks stets in das 
Ellipseninnere eindringt, bez. dasselbe durchdringt, betonten wir bereits. 
Bei der Einfachheit der vorliegenden Verhältnisse erscheint es unnötig, 
die Lage des Dreiecks gegenüber der Ellipse in den vier unterschiedenen 
Fällen noch näher zu erläutern (vergl. jedoch weiter unten $ 11). 
Übrigens sei hier noch eine Bemerkung über die Relation V, V, V,= 1 
angefügt. Wir können die Bedeutung derselben dahin formulieren, dass 
ihrzufolge unser Elementardreieck, um seine Ecken e,, 6, e, nach einander 
im positiven Sinne durch die doppelten Dreieckswinkel gedreht, seine ur- 
sprüngliche Lage wieder annimmt. Für sphärische (und damit für ebene) 
Polygone wurde dieser Satz wohl zuerst von Hamilton ausgesprochen *). 





$ 2. Die kanonischen Polygone der Gattung (1, 1) in ihrer ersten 
Gestalt (als geradlinige Vierecke). 


Nach pg. 286 haben auch noch die Gruppen der Gattung (1, 1) 
die Eigenschaft, jeweils aus zwei Substitutionen erzeugt werden zu 
können. Sei nun eine Gruppe I’ dieser Gattung vorgelegt, so besitzen 
die zugehörigen Polygomnetze eine Classe fester Ecken, für welche 
wir die Einteilung in Bereiche Q (ef. pg. 258) heranziehen. Wählen 
wir das Centrum C, in irgend einer Ecke dieses Bereichnetzes, so wird 

das zugehörige Normalpolygon (s— 4), d.h. 
sechs Seiten haben. Von den sechs Ecken 
sind drei zufällig und liefern als solche einen 
Cyclus, während die übrigen drei einen Cyclus 

e fester Ecken bilden, wie ohne weiteres aus 
der allgemeinen Theorie (pg. 261 ff.) hervor- 
geht. Man stellt sofort fest, dass jede Seite 
des Sechsecks ihrer Gegenseite zugeordnet 
Fig. 90. ist; denn keine andere Art der Zuordnung 

liefert zwei dreigliedrise Eekeneyclen. 

Das gewonnene Sechseek, welches als Normalpolygon lauter con- 

cave Winkel hat, möge, wie in Figur 90 angedeutet ist, die drei festen 





*) Man vergl. Hamilton, Elemente der Quaternionen, deutsche Übersetzung 
von Paul Glan (Leipzig, 1882), pg. 517 des ersten Bandes. Siehe aueh Thomson 
und Tait, Handbuch der theoretischen Physik, deutsche Übersetzung ‚von Helm- 
holtz und Wertheim (Braunsehweig, 1871), erster Teil des ersten Bandes pg. 76. 
Die fragliche Beziehung zur sphärischen Trigouometrie ist übrigens von Klein 
wiederholt in Vorlesungen hervorgehoben (siehe z. B. die autographierten Vor- 
lesungen über lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung vom Wintersemester 1890, 
1891 pg. 20 ff.); im Anschluss hieran vergleiche man endlich die Dissertation von 
Schilling, Beiträge zur geometrischen Theorie der Schwarz’schen s- Function, 
Mathem. Anualen Bd. 44, pg. 168 (1893). l 

i 


i—i | << 
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Ecken e, e, e” haben. Unter den drei zugehörigen Erzeugenden sind 
in der Figur Va und V, besonders bezeichnet. Mau trenne nun ver- 
mittelst der Diagonalen ee’ und c'e” vom Sechseck zwei Dreiecke ab und 
füge sie durch Ausübung von V7! bez. VI’ links wieder an. Wir 
gewinnen solcherweise als Discontinwitätsbereich der Gruppe I ein gerad- 
liniges Viereck der Ecken e, é, e’, €, wie in der Figur 90 näher aus- 
geführt ist. Das Viereck heisse P} und führe zu dem Vierecknetze 
Pi, Pi, Po, ---; die Gegenseiten von P, sind durch die Erzeugenden 
Va, Ve auf einander bezogen, und die vier Ecken bilden einen ein- 
zigen Cyclus. 

Besonders präcis lässt sich der Übergang vom Netze der Sechs- 
ecke zu demjenigen der Vierecke dahin bezeichnen, dass man sagt: 
Im ersten Sechsecl: sind die beiden Diagonalen e€ und ée’ zu ziehen, 
und die gleiche Construction ist in allen iibrigen Sechsecken zu wieder- 
holen; nimmt man demnächst die gesamten Sechseckseiten fort, so restiert 
direct das Vierecknetz. In dieser Weise werden wir auch weiterhin die 
erlaubten Abänderungen der Polygone meist vollziehen können. 

Statt die Erzeugenden Va, V, nach der in Figur 90 gegebenen 
Vorschrift zu wählen, könnte man sie einzeln oder zugleich durch 
ihre inversen Substitutionen ersetzen, und man könnte auch ihre 
Reihenfolge umkehren. Man kann dieserhalb das Erzeugendensystem 
Va, Va beim einzelnen Viereck stets in acht verschiedenen Weisen in 
Ansatz bringen. In Figur 90 ist die Anordnung so getroffen, dass die 
Pfeilrichtung von Va diejenige von V, von ihrer linken zur rechten 
Seite durchsetzt. Halten wir hieran fest, so würden nur noch vier 
Arten, das Erzeugendensystem zu wählen, vorliegen; späterhin, wo 
wir an Stelle der Vierecke mit (kanonischen) Sechsecken arbeiten, 
werden wir geradezu Eindeutigkeit erzielen können. 

Die Ecken e, d, e”, €” des Vierecks P, seien die Fixpunkte der 
innerhalb I’ gleichberechtigten Substitutionen Fe, Fe, Ve, Fe. Die 
Darstellung dieser Substitutionen in Va, V, ist: 

b [nr = PVT V Va, Vi = VaV Va Vo, 

í | EEC RER, A T 1 7% 

Man hat zu unterscheiden, ob die Substitutionen F., ... elliptisch, 
parabolisch oder hyperbolisch sind. Im ersten Falle liegt das Viereck 77, 
gänzlich im Innern der Ellipse, im zweiten ist es der Ellipse ei- 
geschrieben, und endlich im dritten Falle ragt es mit vier hyperbolischen 
Ecken in das Ellipsenäussere hinaus, wobei alsdann jede Seite des 


Vierecks eine Ellipsensecante vorstellt. Die Analogie zum Perioden- 


Frickuo-Klein, Automorpha Functionen. T. 19 
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parallelogramm der parabolischen Rotationsgruppen wird man sofort 
erkannt haben; doch besteht der wesentliche Unterschied, dass die 
Ecken unseres jetzigen Vierecks P, nicht-zufällig sind. 

Wir können nun hier sofort den Anschluss an die Theorie der 
kanonischen Polygone gewinnen. In der That stellt ja das einzelne 
Viereck direct einen kanonischen Bereich unserer Gruppe I' dar. Auf der 
zugehörigen geschlossenen Fläche entspricht dem Viereck P, ein solches 
kanonisches Schnittsystem, bei welchem die Kreuzungsstelle der Rück- 
kehrschnitte a, b der den festen Polygonecken entsprechende Punkt 
der Fläche ist; wir wollen diesen Punkt kurz als den singulären Punkt 
der geschlossenen Fläche bezeichnen. 

Das so erhaltene kanonische Viereck J, ist ein particuläres, da es 
uns von einem Normalpolygon der Gruppe nach obiger Vorschrift 
geliefert wurde. Indessen ist es nicht schwer, P, so zu transformieren, 
dass jede Besonderheit in dieser Hinsicht abgestreift wird. Über die 
hierbei in Betracht kommenden Gesichtspunkte, welche weiterhin über- 
haupt stark in den Vordergrund rücken, senden wir folgende all- 
gemeine Bemerkungen voraus. 

Im allgemeinen Falle (p, n) entspricht ein mit (2% + 6p) Seiten 
ausgestattetes kanonisches Polygon P, einem kanonischen Querschnitt- 
system auf der zugehörigen geschlossenen Fläche. Soleher Querschnitt- 
systeme giebt es immer unendlich viele, und wir haben in dieser Hin- 
sicht zunächst festzusetzen, dass jede stetig verlaufende Änderung des 
einzelnen (Querschnittsystems, bei welcher keine zwei (Querschnitte mit cin- 
ander collidieren, und bei welcher kein Schnitt zerreisst, als unwesentlich 
gelten soll. Die Endpunkte der » Schnitte d (cf. pg. 183) bleiben als 
die „singulären“ Punkte der geschlossenen Fläche bei einer solchen 
Änderung natürlich fest; im übrigen ist aber das ganze Schnittsystem 
beweglich. Es handelt sich hierbei um solche erlaubte Abünderungen des 
Polygons P,, bei denen das Erzeugendensystem vollständig erhalten bleibt. 
Von den Schnitten ce dürfen beliebig viele verschwinden; auch darf der 
Punkt E (siehe die Figur 40 pg. 183) gelegentlich in einen einzelnen 
singulären Punkt hineinrücken, worauf einer unter den » Schnitten d 
in Wegfall kommt. 

Ausser diesen als unwesentlich bezeichneten (stetigen) Abände- 
rungen des kanonischen Querschnittsystems giebt es nun, abgesehen 
vom niedersten Falle der Gattung (0, 3), stets noch wmendlich viele 
verschiedene wesentliche Abänderungen. Der Übergang von einem ersten 
kanonischen Schnittsystem zu einem wesentlich neuen ist in unstetiger 
Weise zu vollziehen, und ihm entspricht stets eine solche erlaubte 
Abänderung des ersten kanonischen Polygons P, in ein neues gleich- 
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falls kanonisches Py, bei der das Erzeugendensystem eine Anderung er- 
fährt. In einem solchen Falle wollen wir von einer „Transformation 
des kanonischen Polygons durch wesentliche Umgestaltung des Sehnitt- 
systems“ oder kurz von einer „Transformation des kanomischen Polygons“ 
sprechen. Es wird ein Hauptsatz der „Iransformationstheorie der 
kanonischen Polygone“ sein, dass in allen Einzelfällen die allgemeinste 
in diesem Sinne mögliche Transformation aus einer endlichen Anzahl 
„elementarer Transformationen“ durch Wiederholung und Combination 
derselben hergestellt werden kann. — 

Wenn wir uns nunmehr im Falle einer Gruppe T der Gattung (1, 1) 
vorab einzig auf die kanonischen Vierecke P, beschränken, so ist die 
Transformationstheorie dieser Vierecke äusserst leicht durchgeführt. 
Auf der geschlossenen Fläche handelt es sich darum, den singulären 
Punkt dauernd als Schnittstelle der Rückkehrsschnitte a, b festzuhalten, 
sodann aber von einem ersten zugehörigen kanonischen Schnittsystem 
zu einem beliebigen anderen überzugehen. Dies ist nun die Fundamental- 
aufgabe, welche der Theorie der linearen Transformation der elliptischen 
Functionen zu Grunde liegt (siehe etwa „M.“ I pg. 27 ff). Für die Auf- 
fassung der wesentlichen hierbei in Betracht kommenden Verhältnisse 
ist bekanntlich die zerschnittene Fläche mit einem Viereck, auf welche 
man dieselbe abzubilden vermag, vollständig gleichwertig; denn es 
handelt sich hierbei nur um Betrachtungen im Sinne der analysis situs. 
Indem wir somit an Stelle der geschlossenen Fläche sogleich wieder 
mit dem Viereck in der projectivren Ebene arbeiten, werden wir die 
Transformationen desselben naclı genau derselben Vorschrift auszuüben 
haben, welche für das Periodenparallelogramm der elliptischen Functionen 
gilt; denn auch dieses Parallelogramm ist ein Abbild der zerschnittenen 
Fläche. Aus den bezüglichen „M.“ I l. c. entwickelten Sätzen folgt 
somit unmittelbar: Es giebt für das Netz unserer kanonıschen Vierecke 
Po, Pi, Pe, -. - im wesentlichen nur eine Elementartransformation, deren 
geometrische Bedeutung sich dahin charakterisieren lässt, dass man m 
P,, und entsprechend in P, Po, .. ., eine Diagonale zu ziehen hat und 
ein Paar Gegenseiten auslöscht. Offenbar ist aber diese Operation auf 
das Viereck P, in vier verschiedenen Arten anwendbar und liefert so 
vier, paarweise inverse, Elementartransformationen, aus denen alle 
übrigen herstellbar sind. Wir haben hiermit die Elementartransforma- 
tionen in ihrer für unsere späteren Zwecke einfachsten und übrigens rein 
geometrischen Weise erklärt. Ihre nähere Untersuchung und vor allem 
ihre Wirkung auf das Erzeugendensystem von I’ wird uns weiter unten 
(in $ 8) noch ausführlich beschäftigen. 

Man überlege nun, dass ein Netz yeradliniger Vierecke bei Aus- 

19* 
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führung einer Elementartransformation stets in eii ebensolches über- 
gcht, während man doch andrerseits auf der geschlossenen Fläche 
durch Ausübung von Elementartransformationen zu jedem Querschnitt- 
system gelangen kann, dessen Kreuzungsstelle der singuläre Punkt ist. 
Es entspringt hieraus das folgende, einem bekannten Satze aus der 
Theorie der elliptischen Functionen correspondierende Theorem: Wie 
man auch die geschlossene Fläche vom singulären Punkte aus kanonisch 
zerschneiden mag, das Abbild der zerschnittenen Fläche stellt sich in der 
projeetiven Ebene entweder direct oder nach wnwesentlicher Änderung, 
welche nur den innern Verlauf der Seiten, aber nicht die Lage der Ecken 
betrifft, als geradliniges Viereck unserer Art dar. Man kann auch sagen, 
dass jeder viereckige Discontinuitätsbereich unserer Gruppe entweder direct 
oder nach unwesentlicher Änderung geradlinig begrenzt erscheint. — 

Indem wir nun sogleich ein beliebiges geradliniges Viereck P, 
von I’ der Betrachtung zu Grunde legen, behalten wir natürlich die 
Bezeichnungen der Ecken e, č, ..., der Erzeugenden Va, Vo, Ve, Vez... 
u. s. w. bei; auch über die Lage der Eckpunkte gelten durchaus die 
früheren Bemerkungen, d. h. sie liegen zugleich entweder innerhalb 
oder auf oder endlich ausserhalb der Ellipse. 

Zum Zwecke einiger weiterer Ausführungen über das zu P, gc- 
hörende Vierecksnetz übe man zuvörderst auf P, die aus V, ent- 
springende cyclische Gruppe aus und erzeuge auf diese Weise die 
Viereckskette ..., P_s, P_ı, Pos Pis Pos ---. leckerer Tr 
sich an einander schliessende Viereckswinkel, summiert, beständig 
einen concaven Winkel liefern. Im Falle einer parabolischen oder hyper- 
bolischen Substitution V, ist dies aus dem Vierecksnetze unmittelbar 
evident; für ein elliptisches V, hat man nur zu bedenken, dass selbst 
die Summe aller vier Winkel des Vierecks höchstens gleich x ist, 
nämlich wenn V, die Periode 2 hat. Unsere Viereckskette hat somit 
zwei verschiedene Grenzpunkte, und also ist V, hyperbolisch. Wenden 
wir die gleiche Überlegung auf V, an, so werden wir zugleich gewahr, 
dass die auf der Ellipse gelegenen Fixpunkte von V, und 9, sich 
gegenseitig trennen. Wir haben damit das bereits pg. 287 angegebene 
Resultat bestätigt: Die von einem beliebigen Viereck P, der Gruppe T 
gelieferten Ergeugenden Va, V, bilden ein Paar zweiter Species und sind 
als solche hyperbolisch. 

Die beiden ausserhalb der Ellipse gelegenen Fixpunkte von Va 
und V}, an welche übrigens das Vierecksnetz unter allen Umständen 
nicht heranreicht*), mögen ca und e, heissen; ihre Polaren seien mit 


*) Würde das Netz an den Fixpunkt von V, mit einer Ecke heranreichen, 
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Pa und m bezeichnet. Die Spiegelung an der Verbindungsgeraden cac, 
hat für das Ellipseninnere die Bedeutung einer elliptischen Substitution 
der Periode zwei, deren Fixpunkt der Schnittpunkt von pa und p, ist. 
Diese Substitution möge durch V bezeichnet sein. 

Die Substitution V transformiert nun sowohl Va wie V, in ihre 
inversen Substitutionen; sie wird somit die Gruppe I’ in sich trans- 
formieren: Fs wird aber sogar das Viereck P, durch V direct in sich 
selbst transformiert. Infolge (1) gehen nämlich bei Transformation durch 
V die Substitutionen V, und V; in einander über und ebenso V; und 
V, ; vergl. übrigens die beigefügte Figur 91, in welcher die Sub- 
stitutionen V, als parabolisch angenommen wurden. 





Fig. 91. 


Es ergiebt sich weiter vermöge einer leichten Zwischenbetrachtung, 
dass der Schnittpunkt von pa und pẹ zugleich der Schnittpunkt der 
Diagonalen des Vierecks ist: P, ist somit ein eentriertes Viereck, welches 
im Fixpunkt von V seinen Mittelpunkt hat. Die Benennung „Parallelo- 
gramm“ für P, würde dem Charakter der hyperbolischen Maass- 
bestimmung nicht entsprechen. 

Der Zusatz der elliptischen Substitution V zur vorliegenden 
Gruppe I würde zu einer umfassenderen Gruppe erster Art führen, 
in welcher I’ ausgezeichnete Untergruppe des Index zwei ist. Diese 
umfassendere Gruppe hat den Charakter (0, 4), und unter ihren Er- 
zeugenden sind drei elliptisch von der Periode zwei, während die vierte, 
einmal wiederholt, die Substitution V, liefert. Wir kommen weiter 
unten (in $ 13) auf diese Gruppe zurück. 


so würden innerhalb dieser Ecke entweder die Punkte e und € oder € und c” 
liegen. Beides ist bekanntlich unmöglich (ef. pg. 242). 
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$ 3. Die allgemeine Gestalt der kanonischen Polygone für 
die Gattung (1, 1). 


Für die späteren Anwendungen ist das centrierte Viereck als 
kanonischer Discontinuitätsbereich einer Gruppe (1, 1) ungeeignet. 
Wir müssen vielmehr zu einer solchen Zerschneidung der geschlossenen 
Fläche übergehen, bei welcher der Schnittpunkt der Rückkehrschnitte a 
und b nicht in der singulären Stelle der Fläche liegt. Es ist dann 
auch noch ein Schnitt e hinzuzusetzen, welcher diese beiden Punkte 
mit einander verbindet; und das kanonische Polygon besitzt demnach 
sechs Randeurven und entsprechend drei Erzeugende Va, Vo, Ve. 

Zur Einführung dieser neuen Gestalt der kanonischen Polygone 
legen wir zunächst eines der unendlich vielen geradlinigen Vierecks- 
netze unserer Gruppe I' zu Grunde und nennen die Vierecke kurz 
Pý, Pi,.... Sei alsdaun Æ ein beliebiger Punkt im Innern von P,, 
und mögen die entsprechenden Punkte der übrigen Vierecke E,, Es, ... 
heissen. Verbinden wir nunmehr die Punkte Æ je zweier benachbarten 
Vierecke geradlinig, so entspringt ein Netz von Geraden, deren je 
vier vom einzelnen Punkte Ñ auslaufen, und die übrigens nicht mit 
einander collidieren. Offenbar haben wir hier mit der Übertragung eines 
gewissen Paares conjugierter Tückkehrschnitte a, b zu thun, deren Kreuzungs- 
stelle dem Punkte E, correspondiert”). Da aber der Schnitt c noch fehlt, 
so liegen noch keine fertigen kanonischen Polygone vor; vielmehr er- 
scheinen hier immer die endlich bez. unendlich vielen kanonischen 
Polygone, welche sich an den gleichen Eckpunkt e der Vierecksteilung 
heranziehen, in eins gefasst. 

Ehe wir den Zusatz des Schnittes c vollziehen, vergegenwärtigen 
wir uus die Veränderung des construierten Geradensystems, falls 1% 
das Ausgangsviereck Py durchläuft. Es hat hierbei keine Schwierig- 
keit, o auf den Rand von Pý rücken zu lassen, nur soll J% einst- 
weilen nicht über Py hinauswandern. Lässt man aber Ep in eine der 
vier Ecken e, é, €’, e” von Py hineinrücken, so werden wir in jedem 
Falle zur ursprünglichen Vierecksteilung zurückgeführt. Dabei zerfallen 
die zunächst zusammenhängenden kanonischen Polygone mit der gleichen 
festen Ecke im letzten Augenblick in ebenso viele getrennte Vierecke. 

Die letzte Überlegung führt auf einige Angaben über die Winkel 
unseres Geradennetzes. Wir nennen die um Æ herumliegenden Winkel 
den Ecken e, č, ... entsprechend etwa 9, 9°, 9”, 9”. Da sie die 


*) Es ist dies unmittelbar evident, wenn man nur etwa das Viereck P, mit 
seinen vier von Æ, aus gezogenen Geraden umgekehrt zur geschlossenen Fläche 
zusammenlegen will. 
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Summe 2x haben, so kann höchstens einer unter ihnen convex sein. 
Offenbar wird aber der einzelne Winkel, z. B. 9, notwendig convex, wenn 
LE, in die Nühe der entsprechenden Ecke, also hier e, rückt. Man wolle 
sich nur veranschaulichen, in welche beiden Geraden des Vierecks- 
netzes die Schenkel des Winkels & übergehen, falls EZ, in e hineinrückt. 

Für später wird der Fall Ayperbolischer V, besonders wichtig sein. 
Zfehen wir hier für die Eckpunkte des Vierecksnetzes die Polaren, so 
werden diese nach bekannten Sätzen im Ellipseninnern nicht colli- 
dieren. Sind insbesondere p, p, p, p” die Polaren von ec, €, €", e”, 
so werden durch p, p, 9°, p” von P, vier durchaus getrennt liegende 
Dreiecke abgeschnitten; man merke überdies an, dass keine dieser 
vier Polaren durch V, oder Vp, die Erzeugenden von P,, in sich trans- 
formiert werden. Aus der blossen Anschauung dieser Verhältnisse er- 
giebt sich: Wählt man E, auf der einzelnen Polare, etwa p, oder auch 
im Innern des durch p von P, abgetrennten Dreiecks, so ist der corre- 
spondierende Winkel © notwendig convex. 

Bei festliegenden Sehnitten a, b können wir nunmehr den Sehnitt c 
nur noch in vier wesentlich verschiedenen Weisen ziehen. Dem ent- 
spricht es, dass wir in P, den Punkt E, mit irgend einer der vier 
Ecken e, €, €’, €” etwa wieder geradlinig verbinden können. Wählen 
wir eine Ecke ünd ziehen die entsprechenden Verbindungsgeraden in 
allen übrigen Vierecken, so liest nach Fortnahme der Vierecksseiten 
direet ein Netz kanomischer geradliniger Sechsecke der Gruppe T vor, 
wobei die vorhin gezogenen Ge- 
raden ED, ... und die eben 
zuletzt nach den festen Eeken e 
gezogenen Linien die Seiten ab- 
geben. 

Haben wir etwa A,, wie in 
Figur 92 hierneben geschehen ist, 
mit e” verbunden, so wird der 
Winkel 9” in zwei Winkel zerlegt, 

so dass nunmehr um Æ, fünf 
Winkel herumliegen. Dieselben 
sind gleieh den fünf Winkeln 
unseres kanonisehen Seehseeks in 
dessen beweglichen Ecken. Ist 
keiner der Winkel © convex, so Big. >. 

sind selbstverständlich alle Sechs- 

eekwinkel concav. Ist ein Winkel 9, etwa 9, convex, so vermeidet 
man eonvexe Winkel des Sechseeks dadureh, dass man die zugehörige 
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Ecke e” mit Lọ verbindet. Ein Blick auf Figur 92 lehrt alsdann, 
dass die beiden Teile von 9 stets concav sind; denn die Verbindungs- 
geraden yE, und Eol, schneiden notwendig die Vierecksseite ce’ 
bez. e'e” | 

Die erlaubte Abänderung des ursprünglichen Vierecks in das Sechseck 
kann man mit den Einzelangaben der Figur 92 noclı näher verfolgen. 
Das Viereck zerfällt in die durch Nummern 1 bis 5 unterschiedeiten 
Bereiche, welehe übrigens, im Falle E, auf den Rand von Py tritt, 
in leicht ersichtlicher Weise degenerieren. Die Umlegung der Bereiche 
2, 3, 4, 5 in 2, 3, 4, 5 liefert direct das geradlinige Sechseck. Als 
Ausgangssechseck P) wollen wir etwa dasjenige wählen, dessen mit 
P; gemeinsame Ecke der mit Fp verbundenen Ecke von P, gegen- 
über liegt, und das übrigens LE, zur Ecke hat. Diese in Figur 92 er- 
sichtlich eingehaltene Maassregel hat zur Folge, dass das Ausgangs- 
sechsech P, mit dem Viereck P, die Irzeugenden Va, V, gemeinsam hat. — 

Als Resultat der Untersuchung fassen wir zusammen: Den m- 
endlich vielen wesentlich verschiedenen Vierechnetzen unserer Gruppe T reihen 
sich ebenso viele verschiedene Netze geradliniger kanonischer Sechseche mit 
concaven Winkeln an. Es steht uns dabei frei, für eimen ersten festen 
Eckpunkt c ein System äqwivalenter Niveaugeraden, welche Sechseckseiten 
werden sollen, nach Willkür herauszugreifen. Insbesondere dürfen wir 
vorschreiben, dass die hiermit gemeinten von e auslaufenden Sechseckseiten 
im Falle hyperbolischer V, ihre Endpunkte entweder auf der Polare von c 
oder bereits vor Erreichen dieser Polare finden. Diese letzten Zusätze sind 
mit Rücksicht auf die späteren Anwendungen notwendig; ihre Verifica- 
tion ergiebt sich unmittelbar aus der Willkür von %, und aus den 
über die Winkel $ zumal im Falle hyperbolischer V, vorausgesandten 
Bemerkungen. 

Wir wenden uns nunmehr zu der wichtigen Frage, inwieweit die 
der bisherigen Betrachtung zu Grunde liegenden kanonischen Quer- 
schnittsysteme der geschlossenen Fläche als die allgemeinen angesehen 
werden dürfen. Wir knüpfen zu diesem Ende an ein ganz beliebiges 
System von Querschnitten a, b, c und wollen eine solche unwesent- 
liche Änderung vornehmen, bei welcher die Schnittstelle von a und b 
über e unter entsprechender Kürzung dieses Schnittes bis zum singu- 
lären Punkt hinwandert. Das so erhaltene Schnittsystem liefert ent- 
weder direct oder nach einer weiteren unwesentlichen Umgestaltung 
ein geradliniges Viereck als Abbild (pg. 292). Von hieraus kann man, 
wenn man will, durch erneute unwesentliche Abänderung zu einem 
geradlinigen Sechseck unserer Art gelangen. Wir haben somit den 
Satz gewonnen: Bin ganz beliebiges kanonisches Schmittsystem der ge- 
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schlossenen Fläche liefert entweder ohne weiteres oder nach unwesentlicher 
Umgestaltung, bei welcher insbesondere die Irzeugenden erhalten bleiben, 
als Abbild der zerschnittenen Mläche ein geradliniges Sechseck mit con- 
caven Winkeln. 

Von hieraus wird man sich nun rückwärts die Vorstellung des 
allgemeinen kanonischen Sechsecks construieren. Dabei ist vor allem 
die Bahn maassgeblich, welche der Kreuzungspunkt der Schnitte a, b 
beschreibt. Offenbar gilt die Vorschrift, dass dieser Kreuzungspunkt 
stets die singuläre Stelle zu meiden hat, es sei denn, dass zugleich c 
verschwindet; denn andrenfalls würden wir eine geschlossene Linie e 
und also einen dritten Rückkehrschnitt gewinnen, welche die Fläche 
zerstücken würde. Im übrigen aber darf die Kreuzungsstelle von a 
und b jede beliebige Bahn beschreiben, wobei man nur die Schnitte 
selbst nötigenfalls dem Kreuzungspunkte ausweichen lassen wird. 


In der projectiven Ebene entspricht dieser Abänderung Folgendes: 
Von einem ersten etwa geradlinigen Sechseck (ef. Figur 92 pg. 295) ge- 
langt man zum allgemeinsten kanonischen Polygon des gleichen Iorzeugenden- 
systems, indem man die zufällige Ecke E, auf ganz beliebiger Dahn inner- 
halb des Polygonnetzes variiert und hierbei nur die eventuell vorliegenden 
elliptischen Ecken e meidet. Die Bahnen der übrigen vier beweglichen 
Ecken sind natürlich mit 7% geregelt, und die Seiten sind immer ent- 
sprechend abzuändern. Man erkennt, dass man bei diesen Veränderungen 
die Geradlinigkeit der Seiten des Polygons nicht immer aufrecht erhalten 
kann. Man wolle z. B. in Figur 92 pg. 295 den Punkt K, in der geraden 
Verlängerung von e”E, bis zur Geraden el, fortwandern lassen; im 
letzten Augenblick muss dieselbe ausweichen und damit gekrümmt er- 
Scheinen, wenn nicht Zerfall der Fläche und damit des Polygons eiu- 
treten soll. 





Im Falle hyperbolischer V, präcisieren wir die Verhältnisse noch 
cin wenig weiter und führen zu diesem Zwecke wieder die Polaren 
P,P,... der festen Ecken ein. Ein erstes geradliniges Sechseck 
(Figur 92, pg. 295) wählen wir so, dass seine an die feste Ecke e 
sich anschliessenden Seiten e /%, edee jedenfalls nicht über die Polare p 
von e hinausreichen. Deweyen wir nunmehr IL; und damit Fe ganz be- 
cbig innerhalb des durch p vom Polyyonnelz abgetrennten Dreiecks, p 
emgeschlossen, so können wir zwar die Geradlinigkeit der Seiten durchweg 
aufrecht erhalten, aber wir müssen gelegentlich einen eonvexen Winkel bei 

% oder I; in Kauf nehmen. Dieser Winkel erreicht indessen niemals 
3n 


den Detray ,. Man wird sich dies mit Hilfe der beigefügten Figur 93 


leicht deutlich machen; in derselben ist die Anfungslage des Sechsecks 
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stark ausgezogen, und die neue Lage wird erzielt, indem F5 und I 
auf p nach links wandern, während die übrigen beweglichen Ecken 
auf ihren Polaren entsprechende Wege beschreiben. Auf der geschlossenen 





Fig. 93. 


Fläche wird bei dieser 
Veränderung der Schnitt 
c im positiven Sinne 
um den singulären Punkt 
gedreht. Übrigens liest 
man noch leicht aus 

Figur 93 ab, dass auf der 
Polare p das Intervall der- 
jenigen Punkte %,, welche 
Sechsecke ohne convexe 
Winkel liefern, kleiner 
als die Breite eines Dis- 
continuitätsbereiches von 
Ve 1E 

Derartige Sechsecke 
mit cinem der festen 


Ecke e nächst benachbarten convexen Winkel können wir auch in der 
Folge nicht entbehren. Um ihre Bedeutung aber schon hier an einem 
Beispiel aufzuweisen, wollen wir die „Ii lementartransformationen“ direct 
an dem geradlinigen Sechseek P, als Umformungen desselben wieder in ein 


geradliniges Sechseck erklären. 


Wir nehmen etwa sogleich wieder an, 


V, sei hyperbolisch und P, so gewählt, dass die Polare p die beiden 





Fig. 9. 


von e ausziehenden Seiten von P, nicht 
| 

schneidet. Bedienen wir uns nun der Be- 
zeichnungen von Figur 92, so können wir 
in folgender Art die Elementartransforma- 
tionen erklären: Man hat durch Ziehen einer 
der drei Diagonalen I; I, Ey lg, Eu, ein 
Dreieck abzutrennen und je nachdem unter 
Ausübung von y=! oder px! wieder anzu- 
hängen. Mau zählt leicht ab, dass wir auf 
diese Weise drei Transformationen und ihre 
inversen erhalten; nach pg. 291 wird sich 
somit eine unter unseren drei Operationen 
durch die beiden anderen ausdrücken lassen. 
Als Beispiel und zur Vorbereitung 


weiterer Entwicklungen soll allein die in Figur 94 angedeutete Trans- 
formation des gegebenen Sechsecks P, in das durch Schraffierung hervor- 
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gehobene Sechseck P, ein wenig näher betrachtet werden; wir bezeichnen 
diese Transformation symbolisch etwa durch 7. Wählen wir nun das 
Erzeugendenpaar bei dem transformierten Sechseck P/ = T(P,) genau 
nach derselben Vorschrift, wie beim ursprünglichen, so haben wir als 
Wirkung von T auf die Erzeugenden (ef. Figur 94): 


(1) P == T Pas l #7: 


In P, kann nun offenbar bei Æ, ein convexer Winkel auftreten; doch wird 
man durch Benutzung von Figur 93 ohne Mühe feststellen, dass ein 
solcher Winkel die erneute Anwendung von T nie hindern kann. 
Um etwas mehr über das Auftreten eines convexen Winkels aus- 
zusagen, bestimmen wir aus (1) als Wirkung von 7° auf Y,, Vy: 


(2) VE TV, = UV, 


wobei wir für die Auswahl der Erzeugenden in 7°(P,) wieder an der 
bisherigen Vorschrift festhielten. Es entsteht somit V,(7°(P,)) aus P, 
direct durch Verschiebung von Æ, bis E, und entsprechende Ver- 
schiebung der übrigen Ecken, woraus sich ergiebt: Hat P, lauter 
concave Winkel, so hat T°(P,) sicher einen convexen Winkel. Durch 
Betrachtung der Winkel und ihrer Summen kann man überdies noch 
leicht feststellen: Ist T’T!(P,) das erste Sechsech mit einem convexen 
Winkel, so haben die drei consecutiven Sechsecke T’(P,), T” P), T’-:(P,) 
durchweg concave Winkel. Dieser Satz kommt später zur Verwendung. 


$ 4. Die Doppel-n-ecko der Gattung (0, n) und deren 
Transformation. 


Wir gehen nun zur Behandlung der Gattung (0, ») mit beliebigen 
m über und mögen unter I’ eine einzelne hierher gehörige Gruppe 
verstehen. Auch hier knüpfen wir, was durchaus wesentlich ist, an 
ein Netz von Normalpolygonen etwa eines zur Gattung gehörenden 
gewöhnlichen Typus an und wollen in einem heranszugreifenden Aus- 
gangspolygon die nicht-zufälligen Ecken in der Reihenfolge, wie sie bei 
Durchlaufung des Polygonrandes im positiven Sinne auf einander folgen, 
durch c, €, ..., &% bezeichnen. Die einzelne Ecke e; kanm ausserhalb, 


auf oder innerhalb der Ellipse liegen; im letzten Falle ist der Polygon- 


. : . ar : . un zz 
winkel bei e; gleich 7, , wo l; die Periode der zugehörigen elliptischen 
i 


Erzeugenden ist. 


Ziehen wir die # Geraden €c., &&,..., mër, so ist im Innern 
des Normalpolygons ein geradliniges n-Eck N, mit lauter conenven 


Winkeln eingegrenzt, dessen einzelne Seite selbst in dem Falle durch 
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das Innere der Ellipse zieht, dass ihre beiden Endpunkte ausserhalb 
liegen; letzteres geht gerade wie bei n = 3 ohne weiteres aus der 
Gesialt des vom ganzen Polygonnetze bedeckten Bereiches hervor. 
Die Construction der Geraden &&,, €,,, ... wiederhole man nun in 
genau derselben Art in allen Polygonen des Netzes und erhält solcher- 
weise den unendlich vielen Polygonen entsprechend unendlich viele 
n-Ecke No Xi, Na, -- ., die natürlich sämtlich congruent sind, und 
die ersichtlich ın den Ecken e mit einander zusammenhängen. 

Man nehme nunmehr die sämtlichen Seiten des ursprünglichen 
Polygonnetzes fort und diseutiere den Charakter der zurückgebliebenen 
Einteilung. Dieser wird am deutlichsten, wenn wir die zum Ausgangs- 
polygon gehörende geschlossene Fläche F etwa in Gestalt einer Kugel 
einführen (ef. pg. 177). Dabei mögen die Ecken &,, &,..., Cn auf der 
Kugel F die Punkte &,, &,.. ., & liefern. Der Rand von N, überträgt 
sich auf F in eine geschlossene Curve K, welche aus » stetig ge- 


Fe TT, 


krümmten Stücken EE , &g&g, . .. zusammengesetzt erscheint. Durch 
K wird die Kugelfläche J'in zwei einfach zusammenhängende Bereiche N 
und N’ zerlegt, von denen der erste dem n-Eck N, entspricht. 

Gehen wir nun zur projeetiven Ebene zurück, so ist evident, dass 
die zwischen den n-licken No, Ni, No, -- . offen bleibenden Stücke eine 
zweite dem Bereich N’ entsprechende Reihe von unter sich wieder äqui- 
valenten geradlinigen n-lecken NS, Ni, Ny, ... mit concaven Winkeln 
darstellen. Es besteht zwischen diesen beiden Reihen von n-Ecken 
offenbar das Verhältnis der Gegenseitigkeit; wir nennen sie in diesem 
Sinne einander conjugiert. 

Irgend zwei benachbarte n-Ecke zusammengenommen liefern ein 
volles Abbild von J und stellen somit einen Discontimutätsbereich von 
I’ in Gestalt cines Doppel-n-ecks dar. Wir wählen zu diesem Ende 
etwa die n-Ecke N, und N,, welche die Seite &e, gemein haben 
mögen. Für n=3 kommen wir hiermit auf die oben (pg. 287) ge- 
wonnenen Dreiecknetze und Doppeldreiecke zurück, wobei wir in den 
Seiten derselben lauter Symmetriegerade der Gruppe erkannten. Letzteres 
kann auch bei höherem » vorliegen; aber es ist hier in keiner Weise 
das Allgemeine, wie aus der Fortsetzung unserer Untersuchung noch 
deutlich hervorgehen wird*). Jedenfalls aber dürfen wir die Gerade ee, 
im Sinne der analysis situs als Symmetrielinie des Doppel-n-ceks bezeichnen. 


+) Mit Rücksicht auf die späteren funetionentheoretisehen Entwicklungen 
läuft diese Bemerkung einfach darauf hiuaus, dass sich auf der Kugel F zwar 
stets dureh drei Punkte &,, &,, &,, aber nieht immer dureh vier oder noch mehr 
Punkte &,, £. ... ein Kreis legen lässt. 


‘ 
f 
' 
t 
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Es mögen dabei die Ecken e,, e,,... des n-Ecks 29, dan Beken &',2,',... 
des conjugierten n-Ecks entsprechen, wie in Figur 95 angedeutet ist. 
Je zwei einander symmetrische Seiten sind dann auf einander bezogen 
und die Summe je zweier entsprechenden 


> 


e 


Winkel ist nie convex und liefert im ellipti- 5 
2 £ an ~ 
schen Falle 7 - Die so erhaltenen Doppel- JA > u o 
i Y | 
n-ecke werden für die weitere Behandlung «, -/ e 


der Gattung (0, n) die Grundlage bilden. — 

Wir schliessen hier sogleich die Trans- 
formationstheorie des Doppel-n-ecks an und 
haben hierbei zuvörderst die auf der Kugel- 
oberfläche Z” in Betracht kommenden Ver- 
hältnisse klarzustellen. Eine Veränderung 


der Curve K, welche nur in einer Deformation der einzelnen Stücke 


— nn 
E êz; Egg, -. . bei festliegendem Anfangs- und Endpunkt des einzelnen 


Stückes besteht, und welche ohne jede Collision der Curve K mit sich 
selbst von statten geht, haben wir als unwesentlich anzusehen. Ihr 
würde eine erlaubte Abänderung des Doppel-n-ecks entsprechen, bei 
welcher sämtliche Ecken sowie alle Erzeugenden intact bleiben, aber 





die Geradlinigkeit der Begrenzung aufhört. Demgegenüber sei nun- 
mehr eine wesentliche Abänderung von K definiert, bei welcher die 
Reihenfolge zweier benachbarten Punkte £, etwa c, und &,, umgekehrt 
wird. Wir können dies 
erstlich in der durch 
Figur 96 angedeuteten 
Weise ausführen; die ur- 
sprüngliche Curve K ist 
hier punktiert gezeich- 
uet, die neue stark aus- 
gezogen. Doch hätten 
wir offenbar von e, aus zur Umgehung von &, auch in N hinein aus- 
biegen können. Die hiermit definierte Abänderung, welche wir also für 
das einzelne Paar benachbarter Punkte immer in zwei Weisen ausführen 
können, ist nun die einzige bei der Gattung (0, n) auftretende Izlcmentar- 
transformation (ct. pg. 291). 

Um dies einzusehen, müssen wir uns von der Mamnigfaltiskeit 
aller Curven K ein deutliches Bild machen, wobei wir nunmehr unter 
K irgend ceine sich selbst weder schneidende noch berührende ge- 





Fig. 96. 


schlossene Curve verstehen, welche die n Punkte € in irgend einer 
Folge durchzieht. 
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Für n = 3 giebt es im wesentlichen nur eine Curve K, und die 
Ausübung der Elementartransformation führt somit im wesentlichen 
wieder zu der gleichen Curve zurück. Man wolle nur bemerken, dass 


DEN a. 
sich jede Curve &,& auch ohne Überschreiten von &, stetig in jede 
andere Curve zwischen &, und &, deformieren lässt; denn naeh Heraus- 
nahme des Punktes £, aus der Oberfläche F stellt dieselbe einen einfach 


[— 
zusammenhängenden Bereich dar. Hat man &,& in die gewünschte 
— 
neue Lage gebracht, so kann man gerade so mit &:, und sodann mit 


EE verfahren; denn es handelt sieh auch hier wieder beide Male um 
stetige Deformation einer Verbindungslinie zweier Punkte auf einem 
einfach zusammenhjingenden Bereich. Die vorhin ausdrücklich als un- 
wesentlieh bezeichnete Abänderung jeder 
Curve K in jede andere ist daraufhin hier 
stets leicht ausführbar. 

Dagegen stellt bereits bei n = 4 die Kugel- 
oberfläche naeh Herausnahme der Punkte z, 
und &, einen zweifach zusammenhängenden 
Bereieh mit einem Periodenwege dar. Hier 





NET Curven EE. Damit ist der Satz gewonnen: 

Für n>4 giebt es stets unendlich viele wesentlich 

verschiedene Curven K, während bei n = 3 nur eine einzige vorliegt. Man 

sehe die hierneben in Figur 97 gegebene Skizze, in weleher die zunächst 

etwa geradlinig gedachte Verbindung von &, und s, durch zweimalige Ein- 
fügung des elementaren Periodenweges abgeändert ist. 

Mögen nun im 
allgemeinen Falle » 
irgend zwei Curven 
K und K’ vorliegen, 
so wollen wir den 
Übergang von der 

einen zur andern 

B- durch eine Kette 
Fig. 98, von Elementar- 

transformationen 

thatsächlich bewerkstelligen. Möge K den in Figur 98 dargestellten 
Verlauf darbieten, den wir nur des leichteren Überblieks halber, aber 
nicht aus prineipiellen Gründen so einfach annahmen. Auf K’ möge 


K 





der Punkt f fol F N 
&, aui & Jlolgen, wobei die Curve re, einen fest vor- 
geschriebenen Verlauf nimmt; in der Figur ist v, = 6 gewählt. 


haben wir also oo! wesentlich verschiedene, 


am am T D pnan i m PAm 


-Ui e a 


| 
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Wir knüpfen nun an K an und nehmen zunächst die durch Figur 99 
näher dargelegte unwesentliche Änderung dieser Curve vor. Das Wesen 
dieserÄnderungbestelt 
darin, dass wir in steti- 
gerWeisemitdem Stück 


E 
&ĉ& eine Ausbuchtung 
vornehmen, und zwar 
nach Maassgabe des 
Verlaufs der neuen 





Fig. 9. 


m 
Curve &ı&,,, bis wir mit der Spitze der Ausbuchtung in die Nähe von &,, 
gelangt sind. Es erscheint hier das erste Stück der veränderten Curve 


nmn zn 

&& auf &&,, abgewickelt, nur dass ein letztes an &,, gelegenes Segment 
a 

von &ı&, noch frei bleibt. Bei diesem Process müssen einige weitere 


Stücke a BE, ... von K in der durch Figur 99 angedeuteten Art 
ausweichen, damit K nicht mit sich selbst in Collision kommt. 


Nunmehr nehmen wir eine wesentliche Abänderung vor. Zwischen 
. . 
der Spitze der Ausbuchtung von &,&, und &,, verlaufen mehrere weitere 


EN, 
Stücke zéu. Wir schieben das &,, durchziehende Stück von K, sowie 
die eben genannten zwischenliegenden Stücke sämtlich über &,, hinweg 


und lassen, um T vollständig zu gewinnen, die Spitze der Aus- 
buchtung in &,, einmünden. Dieser Process ist durch Übergang von 
Figur 99 zu 100 versinnlicht. Man mache sich an diesen Figuren 
deutlich, dass die so- 
eben ausgeführte Ope- 
ration eine Reihe von 
Elementartransforma- 
tionen darstellt. Wenn 
wirnämlich in Figur99 





. an . 
die Curve 2,8, bis an 
&, heranziehen, nach- Fig. 100. 


nn, 


dem wir vorher 2,8, 

von &, zurückzogen, so bedeutet dies eine Elementartransformation, 
welche die Reihenfolge von &, und e, ändert. Entsprechend wird die 
nächste Elementartransformation die Reihenfolge von &, und & um- 
kehren. Der letzte Schritt zur Gewinnung der Figur 100 ändert die 
Folge &,, &, &; IN êç; &, &5 man wird ihn ohne Mühe als Combination 
zweier Elementartransformationen darstellen, indem man erstlich &, und 
& sodann &, und &, jedesmal in einer bestimmten unter den beiden 
möglichen Weisen in der Reihenfolge austauscht. 
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IS 
Nunmehr verfahren wir vollständig analog mit &,, &, indem wir diese 
a‘ 
Curve an dem zweiten Stück &,&. von K’ abwickeln. Eine Collision 


ae 
mit dem schon gewonnenen Stück &ı&,, kann nicht stattfinden, da K” 
selbst niemals mit sich in Collision ist. Die endgültige Herstellung von 


&,&9 erfordert eine zweite Reihe von Elementartransformationen. 
In derselben Art fahren wir fort, bis wir den n Punkt &,,_, 
auf X’ erreicht haben. Es restiert dann zunächst eine irgend wie ver- 


laufende Verbindungslinie von &,,_, und &,. Aber die Kugel I" ist 


s t. Tin . . . 
dureh die (n — 1) ersten Stücke &ı&,, Er Erg, ... In einen einfach zu- 


sammenhängenden ‚Bereich ausgestaltet. Man kann somit jede Ver- 


1 


bindungslinie &,,_,&, durch unwesentliche Abänderung stetig in jede 
andere überführen; und also können wir durch unwesentliche Abänderung 
nunmehr K’ vollständig erreichen. Wir haben das Resultat: Jede Trans- 
formation der Curve K lässt sich durch wiederholte Ausübung von Iclementar- 
transformationen obiger Art herstellen. —. 


Indem wir nunmehr die Behandlung der Transformation in die 
projeetive Ebene verlegen, nehmen die Verhältnisse einen überraschend 
hohen Grad von Einfachheit an. Wir orientieren uns zunächst am 
Netze der n-Ecke Na, No; Ni, Ni, -.. über die Bedeutung der 
Elementartransformation, indem wir etwa die durch Figur 96 pg. 301 
dargestellte Transformation ausüben. 
Man hat nichts weiter zu thun, als 
im Doppel-n-eek die beiden Geraden 
CC, , 6&,c, zu ziehen und dafür cius 
c,e, auszulösehen (wie Figur 101 zeigt), 
sowie die gleiche Construction in allen 
übrigen Doppel-n-ecken des Netzes 
auszuführen. Das neue n-Ick der 
Ecken ei, C3, Cas Cap On, ac 
auch das conjugierte, ist wiederum ge- 

Fig. 101. radlinig und besitzt nur concave Winkel; 

und beide n-Iicke bilden ein neues 

Doppel-n-eck, welches mit dem anfänglichen in allen wesentlichen Figen- 

schaften übereinstimmt. Übrigens würde die andere Elementartrans- 

formation, welche auf K gleichfalls die Reihenfolge von &, und & 

umkehrt, im Doppel-n-eck dadurch zu vollziehen sein, dass mau 
die Geraden e,e,, @ a zieht ete 

Für n = bewirkt die Elementartransformation den Austauseli 
der beiden Reihen conjugierter Dreiecke ohne Anderung des gauze 


E 
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Netzes. Dagegen hat für » >53 eine Elementartransformation stets 
eine wesentliche Veränderung des »-Ecknetzes zur Folge. Dies ge- 
staltet sich natürlich ganz analog den Verhältnissen auf der Kugel F, 
die wir bereits besprachen. Auf das neue n-Ecknetz können wir offenbar 
ebensowohl und mit dem gleichen Erfolge eine zweite Elementartrans- 
formation ausüben und in gleicher Weise fortfahren. Wir gelangen 
auf dem Wege zu folgendem höchst wichtigen Theoreme: Wie wir auch 
die Curve K auf der Kugel F auswählen mögen, immer werden nach einer 
nötigenfalls vorausgesandten unwesentlichen Änderung von K die beiden durch 
K abgetrennten Stücke N und N von F sich auf zwei conjugierte gerad- 
linige n-Echke N, und N, mit concaven Winkeln in die projective Ebene 
übertragen. Bei der ausserordentlichen Mannigfaltigkeit und Compliciert- 
heit der Curven X wird man auf Grund dieses Theorems ermessen, dass der 
Übergang von der Kugel zur projectiven Ebene in sehr bemerkenswerter 
Weise eine Klärung und Vereinfachung der Verhältnisse bewirkt. 
Zum Schlusse heben wir nochmals hervor, dass fürn > 4 stets unendlich 
viele verschiedene n-Ecknetze existieren, und dass jedes hierbei eintretende 
Doppel-n-eck als Discontinuitätsbereich der Gruppe fungieren kann. 


$ 5. Herstellung der kanonischen Polygone der Gattung (0, n) 
aus den Doppel-»-ecken. 


Der Übergang zu den kanonischen Polygonen der Gattung (0, n) 
ist nun leicht vollzogen. Wır greifen ein beliebiges Doppel-n-eck 
b No der Gruppe T auf, wählen 
im Innern von N, einen Punkt E 
und ziehen die n geraden Linien 
Ee,, Ee,, Ley, ..., Ee, nach den 
Ecken von N,, wie solches hier- 
neben in Figur 102 ausgeführt ist. 
Die gleiche Construction wiederholen 
wir in allen »-Ecken N,’ X,, . 
und nelımen sodann die Seiten des 
gesamten n- Ecknetzes fort. I's restiert 
em Netz kanonischer Polygone P,, Pi,- 
der Gruppe, deren einzelnes von 2n 
Geraden eingegrenzt ist und lauter 
concave *) Winkel enthält. Sei P, das in Figur 102 um N, gelagerte, stark 





Fig. 102, 


*) Doch tritt natürlich in einer elliptischen Ecke der Winkel x auf, falls 
die zugehörige erzeugende Substitution «die Periode 2 hat. Die gleiche Bemerkung 
soll weiterhin nicht. bei jeder Gelegenheit wiederholt werden. 


Fricke-Klein, Automorplie Fuuctionen. 1, 20 
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umrandete Polygon, dessen Herstellung aus dem Doppel-n-eck in der 
Figur leicht zu verfolgen ist; man vollzieht in der That den Übergang 
in der Weise, dass man die Dreiecke, in welche N, durch die Geraden 
Ee, Ees, ... zerschnitten ist, in richtiger Folge an den Seiten des 


n-Ecks N, anlagert. Die zu J4 gehörenden Erzeugenden von I’ nennen 





A E. ~“ en . - - 
wir, wie in der Figur näher angegeben ist, Vi, Va, ..., Yu; der Cyclus 
der n zufälligen Ecken E liefert dann die Relation: 

11) l K = Be, E A a A a == ke ' 
Es existiert nun zum Polygonnetz Po, Pi, -.. immer ein con- 1 


jugiertes Netz Py, P,,... Wählen wir nämlich den Punkt Æ m N, 
und ziehen die n Geraden K'e, K'e, ..., E’e,, so entspringt nach 
Wiederholung der gleichen Construction in Ni, N,, ... und Fort- 
nahme aller n-Eckseiten ein neues Netz P,, Pi, --., welches zum 
ersten Netze in der That im Verhältnisse der Gegenseitigkeit steht. 
Auch die einzelnen Polygone, wie P, und P,, mögen einander con- 
jugiert heissen; Py sei etwa dasjenige Polygon, welches N, unschliesst. 
Natürlich teilen in Ansehung der Gestalt die neuen Polygone Py, P-e 
die schon hervorgehobenen einfachen Eigenschaften von Po, Pis- 

























T 


Die n Geraden Ee, E&, Eeg, ... übertragen sich auf der Kugel Z 
in 2 Curven Es, Za ... von dem in N’ gelegenen Bildpunkte G 
von E nach &, &,..., &. Diese n Curven stellen ein kanonisches 
Schnittsystem auf der geschlossenen Fläche F dar, das wir kurz etwa 
durch & bezeichnen wollen. Hier gelten nun ganz ähnliche Bemer- 
kungen, wie oben (pg. 297) bei Behandlung der Gattung (1, 1). Als 
unwesentlich hat jede stetige Umwandlung von % zu gelten, bei welcher 
die » Schnitte nicht unter einander collidieren; der gemeinsame Ur- 
sprung E der Schnitte wird dabei auf F eine beliebige, nur die Punkte 
E&i, &y --., En meidende Bahn beschreiben, während natürlich die End- 
punkte der Schnitte bei £, &, ..., & festliegen*). Zum eoujugierten 
Polygon J% gehört übrigens in ganz entsprechender Weise ein zu & 
eonjugiertes Schnittsystem X, und man merke vor allem den Satz an, 
dass unter drei zusammengehörigen Gebilden X, 2’, K jedes die beiden 
anderen im wesentlichen eindeutig bestimmt. 

Das Schlussergebnis des vorigen Paragraphen und die soeben aus- 
geführte Construction von P, führt nun auf folgendes wichtige Theorem, 
welches sich dem für die Gattung (1, 1) pg. 297 formulierten Satze 


*) Auch von der Bedingung, dass E in keinen Punkt £, hineinrücken soll, 


2 .. . . D Z . . . 
könnten wir absehen; nur würde man die betreffende Linie Es, hierbei auf einer 
Punkt zusammenzieben müssen. 
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unmittelbar anschliesst: Jedes beliebige kanonische Querschnittsystem der 
geschlossenen Fläche F liefert entweder direct oder nach unwesentlicher 
Umgestaltung, bei welcher insbesondere die Erzeugenden erhalten bleiben, 
als Abbild der zerschnittenen Fläche in der projectiven lubene ein gerad- 
liniyes und mit lauter concaven Winkeln ausygestattetes Polygon von 2n 
Seiten. Dabei sei nochmals daran erinnert, dass für n >4 stets un- 
endlich viele wesentlich verschiedene Querschnittsysteme existieren; 
man wolle überdies für später anmerken, dass lie Reihenfolge der 
n Classen fester Eckpunkte auf dem Rande des Polygons in ganz beliebiger 
Weise vorgeschrieben werden darf. 

Zum Zwecke der Transformation der kanonischen Polygone, welche 
die Vermittlung zwischen den unendlich vielen verschiedenen Polygonen 
unserer Gruppe liefert, wird man immer auf die zugehörigen n-Eck- 
netze zurückgehen und nach der Vorschrift des vorigen Paragraphen 
verfahren. Wır wollen hier nur noch aufweisen, wie sich die Er- 
zeugenden Vi, Vo, Vz, ::., Vna bei Ansübung einer Elementartrans- 

“ formation verhalten. Man stellt dies mit Hilfe der Figuren 101 und 102 
ohne weiteres fest. Die beiden Elementartrunsformationen, welehe ilie 
teihenfolge der Ecken e; und e;+ı umkehren, ersetzen die Erzengenden 

l V; und Vipi durch: 


| —1 / 24 —l = 
| (2) er TV; bez. dwch Figi, Figi Hkırı. 
Die Relation zwischen den transformierten Erzeugenden, z. B. 


ET T aK) Ri Pipe Figs 1, 













ist in jedem Falle eine identische Folge der Relation (1). Übrigens 
erkennt man leicht, dass die beiden in (2) angegebenen Elementar- 
transformationen einander invers sind. Denken wir demnach die eine 
mit der anderen gegeben, so haben wir im Einzelfalle insgesamt 
n Elementartransformationen. 

Mit Rücksicht auf die späteren Anwendungen sind hier cinige 
weitere Bemerkungen anzuschliessen. Zuvörderst sei betont. dass irgend 
zwei aus den von P, yelieferten Ierzeugenden Vi, Vo, ..., Vn ein Paar 
ler ersten Species darstellen. In der That zieht ja jede Diagonale des 
n-Ecks N, durch das Ellipseninnere hindurch, wie wir aus der Gie- 
alt des ganzen Polygonnetzes wissen. 

Kommen unter Vi, V, ..., Va hyperbolische Substitutionen vor, 
so wollen wir die Auswahl des zum Polygon P, führenden Punktes £ 
beschränken. Wir zeichnen, gerade wie auch früher bei der Gattung 
1, 1), für alle ausserhalb der Ellipse gelegenen und also hyperbolischen 
Ecken e; bez. e/ des n-Ecks Ny (ef. Figur 102) die Polaren p, bez. p 
20% 
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bezüglich der Ellipse. Diese Polaren schneiden sich in N, nicht; die 
einzelne schneidet jedoch von N, ein Dreieck ab; und es bleibt in- 
mitten ein Polygon, dessen Seitenanzahl die Zahl n um soviel Ein- 
heiten übertrifft, als hyperbolische Eeken vorliegen. Innerhalb dieses 
Polygons (das oflenbar gänzlich im Ellipseninnern liegt) oder auch 
auf einer der das Polygon begrenzenden Polaren wählen wir den 
Punkt X, womit die früheren Maassnahmen uud Resultate in keiner 
Weise beeinträchtigt werden. Es ergiebt sich so: Fin kanonisches 
Polygon P) von T lässt sich unter Linhaltwng aller bislang über seme 
(Gestalt geschehenen Festsetzungen stets so fixieren, dass von der einzelnen 
hyperbolischen Ecke e; aus die sich hiernächst anschliessenden zufälligen 
Ecken erst nach Überschreiten der zugehörigen Polare p; bez. auf der letzteren 
erreicht werden. Die sämtlichen zufälligen Ecken von P, liegen dann 
offenbar im Innern der Ellipse. 

Übrigens ist es leicht, von einem ersten, etwa geradlinig ge- 
wählten und mit concaven Winkeln ausgestatteten Polygonu P, zu dem 
allgemeinsten kanonischen Polygon des gleichen Erzeugendensystems 
überzugehen. Man wird auf der geschlossenen Fläche F das zu Pi 
gehörende Querschnittsystem & einer ganz beliebigen stetigen und un- 
wesentlichen Uniformung unterziehen, wobei namentlich die vom Punkte E 
beschriebene Bahn maassgeblich ist. Diese Bahn hat nur der Bedingung 
zu genügen, die n Punkte & zu umgehen, sofern nicht zugleich die 


Curve Es sich auf einen Punkt zusammenzieht. In der projectiven 
Ebene hat man die Veränderung von P, vor allem dadurch zu regeln, 
dass man eine erste zufällige Ecke Æ innerhalb des Netzes auf be- 
liebiger nur die etwa vorliegenden elliptischen Punkte e meidender*) 
Bahn bewegt; die übrigen zufälligen Ecken beschreiben daun von selbst 
entsprechende Balınen, und natürlich erfahren die Seiten Abänderungen, 
welche den Veränderungen der Schnitte auf der geschlossenen Fläche 
entsprechen. 

Bei diesen Veränderungen werden wir die Forderung der Gerad- 
linigkeit aller Seiten nicht beständig aufrecht erhalten können. Es 
ist aber sehr wichtig, dass, falls etwa V; hyperbolisch ist, der folgende 
den Verhältnissen bei der Gattung (1, 1) durchaus entsprechende Satz 
besteht: Bewegen wir den ursprünglich im n- Eck N, gelegenen Punkt LE 
auf der Polare p; der hyperbolischen Lcke c; beliebig weit, jedoch inner- 


*) Ausgenommen sind offenbar die etwaigen elliptischen Ecken des ursprüng- 
lichen Polygons P,; in eine solche Ecke mündet die Bahn des Punktes E ein, 
falls der Punkt E auf der geschlossenen Fläche in den correspondierenden Punkt £ 


N z a 
unter Zusammenziehung der Es auf null hineinrückt. 
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halb der Ellipse nach rechts oder links, so können wir das zugehörige 
kanonische 2n-Jsch gleichwohl beständig geradlinig erhalten; nur tritt der 
Ecke e; nächst benachbart ein convexer Winkel auf, sobald E über N, 
nach rechts oder links hinauswandert. Um dies einzusehen, fasse man 
die gesamten n-Ecke mit der Spitze e; zu einem grösseren Bereiche M 
zusammen; das ganze n-Ecknetz lässt sich aus unendlich vielen solchen 
Bereichen M zusammensetzen. Die Polare p;, welche wir rechts und 
links nur bis zur Ellipse ziehen, liegt gänzlich in dem zu e; gehörigen 
Bereiche M. Vor allem aber bemerke man, dass M gegen den übrigen 
Teil des Bereichnetzes durch eine aus unendlich vielen Gliedern be- 
stehende gebrochene Linie abgegrenzt ist, welche sich beiderseits gegen 
die Endpunkte von p; hinzieht, und welche für M ausnahmslos con- 
eave Winkel liefert. Nun nehme man hinzu, dass innerhalb M die mit 
E äquivalenten Punkte äquidistant auf p; liegen. Es ist alsdann eine 
unmittelbare Folge der Anschauung, dass bei beliebiger Bewegung 
von E auf p; die von E aus nach den festen Ecken von N, zu ziehenden 
Geraden weder mit einander noch mit den entsprechenden Geraden 
von den äquivalenten Punkten aus collidieren. Unser obiger Satz er- 
scheint ohne weiteres als Ergebnis dieser Darlegungen. — 

Wir schliessen die Betrachtung der Gattung (0, n) mit der 
Behandlung der Aufgabe, aus den zum Polygon P, gehörenden Er- 
zeugenden Vi, Vz, ..., Vn die zum conjugierten Polygon P, gehörenden 
V,, Vy, ..., Va zu bestimmen. Wir halten hierbei an der durch 
Figur 102 pg. 305 getroffenen Festsetzung fest. Um also aus dem 
dortigen Polygon P, das conjugierte P, zu gewinnen, wählen wir K’ 
in N, und ziehen zufolge der früheren Vorschrift von E’ n Gerade 
nach e, &, -.., €n. Hierdurch erscheint P, in n Vierecke zerlegt, die 
wir so nummerieren wollen, dass dasjenige mit der Diagonale e,e, das 
erste ist, das mit e,e, das zweite u. s. w. Wir denken nun P, längs 
der n Geraden Le; zerschnitten, jedoch so, dass die » Vierecke noch 
in den (n — 1) Punkten &, &, ..., €, zusammenhängen, welche ge- 
wissermaassen (n — 1) Gelenke der Viereckskette vorstellen. 

Den Übergang zu Pý bewerkstelligen wir nun folgendermaassen: 
Während das erste Viereck am Orte bleibt, drehen wir die (nm — 1) 
übrigen Vierecke zugleich um das Gelenk e, durch Ausübung von V}. 
Die Ecke e, kommt dabei bereits in ihre richtige Lage ez, während 
Be, ..., h ih die Lagen c0, &,9, ..., e.® gelangen mögen. Die 
zugehörigen Substitutionen sind offenbar: 


07 


2 eur —1 2 -yb w —i - (2 ‚rıre—l 
Bra v9 nÉ... Werne. 





Für die ersten drei zu Py gehörenden Substitutionen haben wir 
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E= Nm = RM, n = yoM Demnächst aber haben wir den 
Process in der Weise fortzusetzen, dass wir das System des dritten 
bis „ten Vierecks aus der neuen Lage um das Gelenk e, durch Aus- 
übung von Y;”? drehen. Nunmehr gelangt e° in seine Endlage Cs, 
während e”, ..., e, vorerst an die Stellen es®, ..., e„ rücken. Die 
zugehörigen Substitutionen sind: 


e B) 22) a 3 e E 


(3) E) "j u 
Ki = J g A F ? Vs = F3 y; 5 Vs e. V, = PV, Von Vs 
In derselben Weise fahren wir fort und gewinnen als Ergebnis, dass 


die vom conjugierten Polygon Py gelieferten Erzeugenden die folgenden sind: 


o , 7 rt ‚ Be k (n—1 
8) K= r; F= n, hz V=R", ..., T M 




















Zwischen diesen Substitutionen besteht die Relation: 
(4) Va Vaci- h F 


Dieselbe ist eine identische Folge der Relation (1), eine Thatsache, dic 
späterhin zur Geltung gelangt. Man wolle nämlich die Relation (4) 
in die Gestalt umschreiben: 


peZ. pen... VOETE T T 


Hier hat man alsdann die oberen Indices zu reducieren, indem man 


E (n—1) a9 n=?) nz 
zuvörderst V, durch M,-ı : Fn . V,—_ı ersetzt. Sodann redu- 


ciere man alle oberen Indices (n — 2) und fahre so fort; man kommt 
schliesslich auf die Relation (1) zurück, womit die aufgestellte Bc- 
hauptung bestätigt ist. 


S 6. Die kanonischen Polygone im Falle einer beliebigen 
Gattung (p, n). 


Die Vorbereitungen der vorangehenden Paragraphen setzen uns 
in den Stand, nunmehr für den Fall einer beliebigen Gattung (p, n) 
die geometrische Theorie der kanonischen Polygone und ihrer Trans- 
formation bis zu dem gleichen Grade wie in den bisherigen Special- 
fällen zu entwickeln. Zum Unterschiede gegen die bisher behandelten 
Fälle knüpfen wir hier im allgemeinen Falle nicht erst an ein Normal- 
polygon an, sondern legen auf der geschlossenen Fläche gleich ein be 
liebiges kanonisches Schnittsystem zu Grunde, welches als Abbild der 
zerschnittenen Fläche in der projectiven Ebene das Polygon P, liefern 
mag; auf letzteres wenden wir sogleich die gesamten Festsetzungen 
und Bezeichnungen von $ 1 pe. 285 an. Es ist unser Hauptproblem, 
zu entscheiden, ob wir vielleicht auch jetzt durch unwesentliche Ab- 


| 
| 
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änderung des Schnittsystems P, zu einem geradlinigen Polygon mit 
concaven Winkeln ausgestalten können oder nicht. Bei dieser Unter- 
suchung haben wir ausgedehnten Gebrauch vom „Princip der Gruppen- 
composition“ (cf. pg. 190) zu machen; um dieses Prineip jedoch cin- 
zuführen, ist es nötig, eine kurze Vorentwicklung vorauszusenden. 

Die bereits erledigten Fälle (1, 1) und (O, n) mögen hier als aus- 
geschlossen gelten. Es ist dann sicher p>œ> 0, und wir wollen cine 
unter den p Substitutionen V., herausgreifen, die wir kurz Vo nennen, 
und über die wir hier einige Sätze entwickeln wollen. Wir nehmen 
zu diesem Ende die beiden durch Ve auf einander bezogenen Seiten 
von P, fort und zerfällen hierdurch den Rand des Polygons P, in 
zwei Teile, die wir Zt, und Zi, nennen wollen; R, möge sich aus den 
vier Seiten zusammensetzen, welche durch die zu V, gehörenden Sub- 
stıtutionen Va, V, correspondieren, R, wird dann die Kette der übrigen 
(2n + 6p — 6) Randcurven von P, vorstellen. 

Wir stellen demnächst den Satz fest: In den beiden zu R, und R, 
gehörenden Systemen von Gruppenerzeugenden lässt sich jedesmal eine Sub- 
stitution angeben, welche keine Potenz von V, ist*). Wären nämlich 
erstlich (Zi, betreffend) Va und V, zugleich Potenzen von V., so 


wäre zufolge: 
y r r—1 — 1 
J È = |; b us V, Va 


notwendig I.—= 1 und damit P, mehrfach zusammenhängend, was 
doch nicht zutrifft. Ist auf der andern Seite p > 1, so liefert R, wenig- 
stens noch ein Paar Vz, Vy, auf welches wir die gleiche Überlegung 
mit demselben Erfolge anwenden können. Haben wir aber p = 1, so 
ist n> 1, und wir können das Paar V,, V, heranziehen. Diese Sub- 
stitutionen können nicht zugleich Potenzen von V, sein; denn es müssten 
in diesem Falle die beiden Fixpunkte von V, und V, coincidieren, 
entgegen der Thatsache, dass sich P, an diese Fixpunkte mit zwei 
verschiedenen Ecken heranzieht**). Man kann bei dieser Sachlage auch 
sagen, dass sich längs R, und R, wenigstens je ein mit P, benachbartes 
Polygon aufweisen lässt, welches aus P, nicht durch eine Potenz von V, 
entstcht. — 

Nunmehr verbinde man irgend zwei durch V, correspondierende 
Randpunkte von ù, die nicht gerade Eckpunkte sind, durch eine 


*) Dies gebt bereits aus unseren früheren Untersuchungen über die Relationen 
zwischen den Erzengenden (cf. pg. 185 fl.) hervor; doch ist der im Texte zum 
Beweise eingeschlagene Gedankengang noch überzeugender. 

**) Würden die beiden fraglichen Kekpunkte voincidieren, so müsste not- 
wendig V,(7P,) mit P, in Collision geraten. 
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innerhalb 7°, verlaufende Linie und übe auf letztere alle Substitutionen ° 
der zu Y. gehörenden eyclischen Untergruppe aus. Es entspringt so 
eine die Polygone ... IT (B,), Po, Ve(P,), -. . Aurehlaufende Curve, 
die wir C nennen wollen, und über deren Verlauf wir leicht nähere 
Angaben machen können. 

Die Gestalt von C ist vor allem durch die Natur der Substitution 
V, bedingt. 

Nehmen wir in dieser Hinsicht erstlich an, V, sei elliptisch 
oder parabolisch, so wird C eine geschlossene Curve sein (falls wir 
{für parabolisches V, noch den Fixpunkt von V, zufügen). Nur diesen 
letzteren Punkt hat C mit dem Rande des Polygonnetzes gemein, im 
übrigen aber verläuft unsere geschlossene Curve C gänzlich im Innern 
des Netzes. Es ist nun leicht, diese Annahme einer nicht-hyper- 
bolischen Substitution V, als unmöglich zu erkennen. Man bilde 
nämlich die gesamten mit C äquivalenten Curven C, C’, C”, ... und 
beweise zuvörderst vermöge der pg. 253 bei ähnlicher Gelegenheit 
herangezogenen Überlegung, dass keine zwei Curven C einen im Innern 
des Polygonnetzes gelegenen Punkt gemein haben können. Nach 
unserer soeben vorausgesandten Überlegung umschliesst aber C not- | 
wendig wenigstens eine weitere Curve C” = V(C); in der That findet 1 
sich ja sowohl längs R, als R, neben P, wenigstens ein von C nicht 
durchzogenes Polygon, welches somit zur Construction von ©’ hinführt. 
Wäre nun V, elliptisch, so bemerke man, dass C’ notwendiger Weise 4 
die Curve ©” = V?(C), diese die Curve C” = V? (C) u. s.w. umschliessen 7 
müsste, und dass somit im Innern von Č wenigstens ein Grenzpunkt 
auftreten würde, was doch unmöglich ist. Im parabolischen Falle würde 
von den entsprechend gebildeten Curven C, V(C), V?(C), ... gleich- 
falls jede die folgende umschliessen, und sie müssten notwendig alle 
den parabolischen Punkt gemein haben, welch’ letzterer somit Fixpunkt 
von V sein würde. Da nun aber ersichtlich keine endliche Potenz von 
V der aus V, zu erzeugenden cyclischen Gruppe angehört, so wäre 
V hyperbolisch und würde mit V, ein Paar dritter Species bilden, 
was wieder unmöglich ist (pg. 287). 

Diese Überlegung hat ergeben, dass V, notwendig Iyperbolisch ist, 
und wir können hinzusetzen, dass es sieh hier um eine hyperbolische 
Substitution handelt, an deren ausserhalb der Ellipse gelegenen Fixpunkt & 
das Polygonnetz nicht heranragt. Nennen wir nämlich die beiden auf 
der Ellipse und zugleich auf dem Rande des Polygonnetzes gelegenen 
Fixpunkte von V, etwa e; und e’, so stellt C eine das Polygonnetz 
durchsetzende Verbindungslinie von & und & dar. Würde sich nun 
das Polygonnetz an e, heranzichen, so wäre das eine der beiden dure 
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e; und & abgetrennten E}lipsensegmente gänzlich frei von Grenzpunkten. 
Dies steht aber im Widerspruch mit der Thatsache, dass sich zu 
beiden Seiten von C weitere Curven C’, C”, ... finden, welche letztere 
doch gleichfalls in hyperbolischen Fixpunkten auf der Ellipse endigen 
müssten. — 

Um nun das Princip der Gruppencomposition in Anwendung bringen 
zu können, behalten wir alle bisherigen Bezeichnungen bei und ver- 
stehen unter V, insbesondere die Substitution V.. Die beiden Ellipsen- 
segmente, welche durch e; und e,” abgetrennt werden, mögen S, und 
Sə heissen, und es liege etwa S, mit dem Randstück F, von P,, 9; 
mit Jè, auf derselben Seite von C. 

Man denke von P, nun vorerst einzig die beiden durch F, auf 
einander bezogenen Seiten gezeichuet. Dieselben stellen ein Bruchstück 
vom Rande eines zu V, gehörenden cyelischen Discontinuitätsbereiches 
dar. Um einen vollständigen Bereich für V, zu gewinnen, verlängere 
man die beiden fraglichen Seiten gerad- oder krummlinig zunächst in 
der Richtung auf S, und über S, hinaus bis e, und zwar natürlich 
so, dass die beiden Verlängerungen auch durch V, correspondieren; 
in gleicher Weise verlängere man die beiden Seiten in der Richtung 
auf S, und über S, hinaus, bis man e, von der entgegengesetzten Seite 
her erreicht*),. Unser cyclischer Discontinuitätsbereich wird hierbei 
die (im gewöhnlichen Sinne) unendlich ferne Gerade überschreiten. 

Nach dieser einleitenden Construction kehren wir zum Polygon P; 
zurück und zeichnen den Rand desselben bis auf das Stück A; statt 
dessen aber hänge man hier den über S, hinaus bis e, hinziehenden 
Teil des soeben construierten cycelischen Bereiches an. Der so ge- 
wonnene Dereich genügt offenbar allen Anforderungen eines Discontinuitäts- 
bereiches und stellt ein kunonisches Polygon einer Gruppe vom Charakter 
(pP —1,n+ 1) dar. Diese Gruppe, welche eine Untergruppe unserer 
Gesamtgruppe (p, n) ist, besitzt zu Erzeugenden: 

AR Vz, IRES E Vazı == Ve, aT w e.) Vap» Fejs 
ihr Polygonnetz zieht sich an = eapı heran, und das Bllipsen- 
segment $, weist, abgesehen von seinen Endpunkten e<, ec, keinen 
Grenzpunkt der neuen Gruppe auf. 


*) Findet man diese Operationsweise (wegen der möglieben Collisionen der 
zu ziehenden Linien unter einander) nicht hinreichend klar, so wird es jedenfalls 
nicht schwer halten, P, als Bruchstück eines cyelischen zn V. gehörenden Dis- 
continnitätsbereiches anfzufussen. Dieses Bruchstück kann man aber zweifellos 
nach Fortnahme von Ji, und A, zu einem vollständigen eyclischen Discontinuitäts- 

© bereich unserer Art auswachsen lassen. 
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Um die Einführung der Gruppe (p— 1, n+ 1) noch in einer 
etwas anderen Weise zu beschreiben, gehen wir nochmals auf die ge- ò 
samten bezüglich T äquivalenten Curven C, C’, ..., zurück, behalten 7 
von P, nur denjenigen durch C abgeschnittenen Teil bei, welcher zu 
R, gehört, und fassen diesen Polygonteil mit allen denjenigen ent- 
sprechend gebildeten Polygonteilen zu einem Complex zusammen, welche 
von P, aus ohne Überschreiten einer Curve C, C’, ... erreichbar sind. 
¿lile zu den ausgewählten Polyyonteilen gehörenden Substitutionen werden 
den fraglichen Complex offenbar in sich überführen und bilden in diesem 
Sinne für sich eine Untergruppe der Gesamtgruppe T, welche eben unsere 
Gruppe (p — 1, n+ 1) ist. Der in Rede stehende Complex wird zum 
Polygonnetz der Untergruppe ausgestaltet, indem man längs jeder am 
Rande des Complexes beteiligten Curve C alle einzelnen dureh diese 
Curve abgeschnittenen Polygonteile in der oben geschilderten Weise 
durch Anfügung eyclischer Bereiche ergänzt. 

















Nun wolle man zweitens den Rand von P, bis auf F, zeichnen 
und füge statt dessen den über S, hinausziehenden Teil unseres obigen 
eyelischen Discontinutätsbereiches an. #s entspringt so offenbar ein 
kanonisches Polygon einer neuen in I enthaltenen Untergruppe, und zwar 
von der Gattung (1, 1). Ihre Erzeugenden sind: 


Fan Pr Pe; 
ihr Polygonnetz zieht sieh gleichfalls an e, heran, aber von der ent- 
yegengesetzten Seite, wie dasjenige der Gruppe (p — 1, n + 1); und nun 


ist das Segment S, von Grenzpunkten frei, natürlich wieder von den ` 
Endpunkten e; und & abgesehen. 


Die ursprüngliche Gruppe T entsteht nun offenbar umgekehrt 
durch Composition der beiden Gruppen (p — 1, n+ 1) und (1, 1), 
wobei der Discontinuitätsbereich der eomponierten Gruppe direct der ge- 
meinsume Destandteil der Diseontinnitätsbereiche der beiden componierenden 
Gruppen ist. 

Jetzt hindert offenbar nichts, die soeben beschriebene Manipulation 
aufs neue auf die Gruppe (p — 1, n + 1) und Ve, auszuüben, welche 
dann entsprechend durch Composition aus einer Gruppe (p — 2, n + 2) 
und einer Gruppe (1, 1) entstanden erscheint. Fahren wir in der 
gleichen Weise fort, so folgt: Die ursprüngliche Gruppe T kann durch 
Composition aus einer Gruppe (0, n + p) der Iorzeugenden: 


u 


De 


er Tas Papa = Va, Vapa = U a 


und p Gruppen (1, 1) der Erzeugenden Fa,, Vo, hergestellt werden. Für die 


ar) 
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(n + p) Substitutionen (1) gilt dann, wie es sein muss, die Relation: 
(2) a V Tg ee 


Die (p + 1) componierenden Gruppen nennen wir I), D, Da, ---, Ip, 
Basel, ..., I, den Substitütionen M.,,..., F., entsprechen und T, 
die Gruppe (0, n + p) ist. 
Es wurde nun bereits oben (pg. 307) der Satz aufgestellt, dass wir das 
zunächst vorliegende kanonische Polygon von T, durch unwesentliche 
Abänderung in ein geradliniges und mit concaven Winkeln ausgestattetes 
(2n + 2p)-Eck umwandeln können. Dabei sind die Seiten Niveau- 
gerade der Erzeugenden, und wir können das Polygon der I, ins- 
besondere so gestalten, dass die von der einzelnen festen Ecke aus- 
ziehenden Seiten im Falle einer hyperbolischen Erzeugenden erst auf der 
zugehörigen Polare oder jenseits derselben die sich anschliessenden 
zufälligen Ecken erreichen (cf. pg. 308). 
Nun ist die Sachlage die, dass wir an dem eben vollzogenen 
stetigen Umformungsprocess sogleich die Polygone der Gruppen T; 
teilnehmen lassen können. 
Um dies zu sehen, bezeichnen wir für die einzelne Gruppe T; die 
Polare des zugehörigen hyperbolischen Punktes e., durch p; und nennen 
die beiden durch p; abgeschnittenen Ellipsensegmente gerade wie vorhin 
S? und S,®. Dann ist, wenn wir uns der Kürze halber der Bezeich- 
nungen der Figur 93 pg. 298 bedienen, der von S,® und p; ein- 
gegrenzte Ellipsenabschnitt derjenige, in welchem wir die Ecken E." 
und m willkürlich bewegen können, ohne die Möglichkeit geradliniger 
Grenzen für das Polygon der Gruppe I; einzubüssen (cf. pg. 297) *). 
Der eben gemeinte Ellipsenabschnitt zwischen S, und p; ist nun 
derjenige, in welchem das Polygon der I", bis auf die eine über p; hinaus- 
zıehende Ecke mit der Spitze e., gelegen ist. Indem wir somit das Polygon 
der I; an der Umwandlung sogleich teilnehmen lassen, ist es möglich, 
dieses Polygon geradlinig auszugestalten; aber wir müssen damit rechnen, 
"dass an einer der Stellen E,”, E,” ein convexer Winkel eintritt. 
Wollen wir nämlich, dass das Polygon der I, ohne convexe Winkel 
| bleibt, so haben wir es nicht in der Hand, die Punkte E,® und K” 

auf p; oder in Richtung von p; beliebig weit nach der eimen oder 
anderen Seite zu verschieben (ef. pg. 298 und 308 u.f.). Doch wollen wir 


*) Zu dem durch p; und S,® eingegrenzten Abschnitt gehören schliesslich 
nur die drei inneren Ecken des zu Vaj, Ve, gehörenden Seitenquadrupels. Sollten 
jedoch anfangs auch noch die Endpunkte eO E,") dieses Quadrnpels oder noch 
weitere zufülligen Ecken im fraglichen Ellipsenabschnitt liegen, so wird mim diese 
Ecken bis’auf p, oder über p; hinans verschieben, was keine Schwierigkeit bat. 
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eleich hier hervorheben, dass zufolge der Figur 93 pg. 298 der Uber- © 
schuss eines etwaigen convexen Winkels über x niemals den Betrag 


erreichen kann. 


Indem wir die Polygone aller p Gruppen T; zugleich mit demjenigen 
von P, an der stetigen Umgestaltung teilnehmen lassen, haben wir 
vor allem erreicht, dass es sich hier nur um eine unwesentliche Um- 
gestaltung desjenigen kanonischen Schnittsystems handelt, welches wir 
auf der geschlossenen Fläche der Gruppe I’ anfänglich völlig willkürlich 
aufgriffen. Unsere vorangegangene Überlegung hat somit das wichtige 
Theorem ergeben: Ein willkürlich gewähltes kanonisches Sehnittsystem auf der 
zu I gehörenden geschlossenen Fläche liefert entweder direct oder nach wn- 
wesentlicher Umgestaltung als Abbild der zerschnittenen Fläche em gerad- 
liniges Polygon mit (2n + bp) Seiten, unter dessen Winkeln sich höch- 
stens p convexe finden können; die letzteren sind aber jedenfalls kleiner 


3n 64 h 
als , und können nur an jenen 2p Stellen vorkommen, welche die End- 


punkte der den Sehnitten a;, bi entsprechenden Seitenguadrupel sind. Die 
durchgeführte Construction dieses Polygons J} liefert zugleich ein sehr 
anschauliches Bild desselben; man wolle sich z. B. klar machen, dass 
schon wegen der Lage und Grösse etwaiger convexer Winkel eine Collision 
der Seiten von P, unter einander ausgeschlossen bleibt, u. s. w. 


§ 1. Fortsetzung: Fortschaffung der bei den geradlinigen kanonisehen 
Polygonen der Gattung (p, n) etwa auftretenden eonvexen Winkel. 


Das mögliche Auftreten convexer Winkel wird man jedenfalls 
als eine Unvollkommenheit unseres bisherigen Resultates gegenüber 
den Schlussergebnissen bei den Gattungen (1, 1) und (0, n) ansehen. ° 
Es giebt zwei Wege, diese Unvollkommenheit zu überwinden. 

Erstlich kann man durch wesentliche Umgestaltung des Schmittsystems, 
d. i. durch Transformation des Polygons P, die convexen Winkel fort- 
schaffen. Diese Transformation wird sich einfach auf die einzelne I; 
beziehen. Wir können nämlich zufolge pg. 299 für die einzelne I; mit 
convexem Winkel die daselbst mit 7’ bezeichnete Transformation einmal 
oder wiederholt anwenden, um den convexen Winkel zu entfernen; = 
T=! gilt dabei nötigenfalls auch als Wiederholung von 7. Um dies 
in besonders einfacher Weise näher auszuführen, knüpfen wir an den 
l. ce. hervorgehobenen Satz an, dass immer wenigstens gewisse drei auf = 
einander folgende Potenzen 7'’=?, 7'-1, T” ein kanonisches Sechseck 
mit convexem Winkel in ein solches mit lauter concaven Winkeln 
verwandeln. Man kann demnach auch bereits durch einmalige oder 
wiederholte Ausübung von 7° den convexen Winkel entfernen. 
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Hierbei nun liefert zufolge der Darstellung von T durch Va, V, 
(ef. pg. 299) die Transformation T°: 


BB #W=- E P T = NT, Neem T W = WW, 
wenn die Auswahl der Erzeugenden V, 1y im transformierten Sechseck 
dieselbe ist, wie die von Fa, Te im ursprünglichen #). Demzufolge ist 
die geometrische Bedeutung von 7° eine höchst einfache: 7° stellt den 
Fortgang von dem in Figur 103 stark 
umrandeten Sechseck zum schraffierten 
Sechseck dar. In der That hat dieses 
Sechseck zufolge Figur 103 die in (1) 
gegebenen Erzeugenden V3, I, und 
lässt sich demnach durch unwesentliche 
Abänderung in unser geradliniges 
Sechseck 7°(P,) verwandeln. 

Noch einfacher wird die in Figur 105 
vollzogene Transformation auf der zu 
I’ gehörenden geschlossenen Fläche. 
Sie besteht einfach in einer Verlegung 
des bezüglichen Schnittes c; in eine 
neue Lage e;, wie sie in Figur 104 durch Fortgang von der links 
zur rechts dargestellten Anordnung gegeben ist. Das so gewonnene 
Schnittsystem ist natürlich 
erstnoch einer gewissennn- „E 
wesentlichen Abänderung en. 
zu unterziehen, ehe es 
unser geradliniges Polygon 7 
T’(P,) liefert. Ist der con- l 
vexe Winkel noch nicht 
verschwunden, so hat man 
die gleiche Manipulation 
zu wiederholen. Es ent- 
springt der Satz: Sollte 
das zunächst aufyegriffene 
kanonische Schnittsystem in 
oben bezeichneter Weise auf 
ein geradliniges Polygon mit 
einem oder mehreren convexren Winkeln führen, so kann man stets durch 
Verlegung einzig der bezüglichen Schnitte c zu einem Schnittsystem gelangen, 








Fig. 104. 


*) In der That sind ja nur bei Einhaltung dieser Vorsehrift die Formeln (1) 
eindeutig bestimmt (siehe auch pg. 239). 
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welehes nach der erforderlichen unwesentlichen Abänderung auf cin gerad- 
liniges Polygon mit ausschliesslich concaven Winkeln führt. — 

Für die Untersuchungen der beiden folgenden Paragraphen ist 
nun die zweite in Aussicht genommene Art der Fortschaffung etwaiger 
convexer Winkel ohne Transformation, d. i. allein durch umwesentliche 
Abänderung des Polygons besonders nützlich. 

Wir knüpfen an das geradlinige Polygon Po, wie es durch unseren 
pg. 5lb formulierten Hauptsatz geliefert wird, und fassen die beiden 
durch Vo, auf einander bezogenen Seiten ins Auge. Auf diesen beiden 
Seiten können wir ohne Einbusse der Geradlinigkeit die beiden Ansatz- 
punkte des zu Fu, 1o, gehörenden Seitenquadrupels zugleich bis zu den 
beiden anderen zufälligen Endpunkten der Seiten von Fe; hinschieben 
(cf. pg. 297), wodurch diese beiden Seiten offenbar gänzlich in Weg- 
fall kommen. 

Führen wir die gleiche Operation für alle p Substitutionen Ve 
aus, so ist P, ein geradliniges Polygon von (2n + 4p) Seiten geworden, 
und wir haben neben den v festen Ecken nur noch einen einzigen 
Cyclus von (n + 4p) zufälligen Ecken, welchem direct die Relation 
(9) pg. 187 zugehört. Dass hierbei Collisionen des Polygons mit sich 
selbst infolge etwaiger convexer Wiukel gänzlich ausgeschlossen sind, 
sieht man wohl am einfachsten, wenn man sich die Lage der con- 




















; i Y { : 3n 
vexen Winkel veranschaulicht und sich erinnert, dass dieselben stets me. 


sind. Natürlich sind auch auf der geschlossenen Fläche sämtliche 
Schnitte ce auf null zusaimmengezogen, so dass die Kreuzungspunkte 
sämtlicher conjugierten Schnitte a;, b; bei Æ coincidieren. 

Da alle zufälligen Ecken hier zu einem Cyclus gehören, so kann 
unser neues Polygon Po nur noch an einer einzigen beweglichen Ecke 
einen convexen Winkel besitzen. Nehmen wir an, dass ein solcher 
vorkomme, und nennen den Scheitelpunkt Æ. Wie wir zeigen wollen, © 
giebt es eine solche, die geradlinige Begrenztheit von Po nicht störende, ° 
Bewegung von J, bei welcher der bisher convexe Winkel stetig in 
in einen concaven übergeht. Aus der Stetigkeit dieses Übergangs er- 
giebt sich aber, dass die demnächst sich einstellenden Polygone P, 
lauter concave Winkel haben; denn es kann nicht sofort an anderer 
Stelle ein convexer Winkel auftreten, da doch bisher die Summe aller 
übrigen Winkel concav war. Übrigens bemerke man, dass durch die 
Bewegung von / die Umgestaltung von P, bereits eindeutig reguliert ist. 

Um nun unsere Behauptung zu beweisen, verstehen wir unter 
I; die bez. eine der beiden am Punkte X beteiligten Gruppen aus der 
Reihe 7), Th, -.-, I, und nennen p; die zu M, gehörende Polare. 
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Sollte Æ noch nieht auf p; gelegen sein, so lassen wir Js auf emer 

T Niveaulinie von V., naeh p; wandern, was die Geradlinigkeit der Seiten 
von P, nieht gefährdet. Ist bei dieser Veränderung der Polygonwiukel 
bei Æ nicht dauernd convex geblieben, so sind wir am Ziele. Andern- 
falls verschieben wir nunmehr Æ auf p; in der von P, nicht besetzten 
Richtung (ef. Figur 95 pg. 298). Hierbei hört das zu Grunde liegende 
Polygon der Gruppe I", nicht auf, geradlinig zu sein und von Niveau- 
geraden der zugehörenden Erzeugenden eingegrenzt zu werden (cf. pg. 303 
u. f.) Zugleich haben die Punktepaare, in denen die Seitenquadrupel der 
Gruppen T; eingehängt werden, insgesamt und beständig solche Lagen, 
dass je die vier Seiten des einzelnen Quadrupels geradlinig gezogen 
werden können. Aber es kann bei der Bewegung von E, wie wir 
sie einleiteten, der Winkel des Scheitelpunktes Æ offenbar nicht dauernd 
convex bleiben; denn die mit Æ benachbarten Eeken von Po beschreiben 
entweder zwei mit p; äquivalente Geraden, welche zu verschiedenen 
Seiten von p; liegen und p; erst ausserhalb der Ellipse sehneiden, oder 
der eine dieser beiden Punkte ıst ein fester Eekpunkt, dessen Lage 
gegen p; wir von pg. 305 her kennen, und der andere beschreibt auf 
der entgegengesetzten Seite von p; (innerhalb des Polygunnetzes ge- 
dacht) eine Gerade der eben genannten Art. 

Unsere hiermit beendete Überlegung hat zu folgendem Fundamental- 
theorem geführt: Wie wir auch auf der geschlossenen Fläche ein 
kanonisches Querschnittsystem auswählen mögen, dasselbe liefert 
entweder direct oder nach einer unwesentlichen Umgestaltung, 
bei welcher man insbesondere sämtliche Schnitte c verschwinden 
lasse, als Abbild der zerschnittenen Jläche ein geradliniges 
Polygon von (2n 4- 4p) Seiten und von lauter concaven Winkeln. 
In diesem Theoreme sind die früheren für die Gattung (0, x) und (1,1) 
ausgesproehenen Sätze als specielle Fälle enthalten. — 

Hat man einmal ein geradliniges (2n + 4p)-Eck mit coneaven 
Winkeln für I’ gewonnen, so fragt sich nun natürlich, inwieweit ohne 
Einbusse dieser Eigenschaften von J eine einzelne bewegliche Ecke £, 

lurch welche wir etwa wieder die Veränderung eindeutig regulieren, 
rei beweglich ist. Wir wollen hierbei die Coincidenz von / mit festen 
Eekpunkten des Polygonnetzes verbieten, wenn wir solehen Punkten 
auch beliebig nahe kommen dürfen. Es ist alsdann das Verschwinden 
E der (2n + 4p) Seiten von P, beständig ausgeschlossen; und man 
‚überbliekt sofort, dass man stets brauchbare Gestalten von Jy behält, 
Wenu man nur Sorge trügt, dass niemals ein convexer Winkel auftritt. 
Der Bereich, welchen wir für Z suchen, wird nun lanter solehe 
sandpunkte haben, für welche entweder bei # oder bei irgend einer 
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anderen Ecke E’ ein gestreckter Winkel eintritt. Man hat dabei drei 
Fälle zu unterscheiden. Erstlich seien mit dem gedachten Punkte £“ 
„wei feste Ecken benachbart; dieselben liegen dann mit Æ’ auf einer 
Geraden. Unter diesen Umständen aber liegt auch Æ, als mit E” 
äquivalent, mit gewissen zwei festen Ecken eines au Æ beteiligten 
Polygones auf einer Geraden, welche letztere dann mit einem Segmente 
an der Berandung unseres für den Punkt Æ gesuchten Bereiches teilhat. 
Zweitens kann £” mit einer festen und einer beweglichen Ecke benach- 
bart sein; dann liegt X’ auf einer gewissen mit den Erzeugenden von 
P, fest gegebenen Curve zweiten Grades, und Gleiches gilt somit auch 
von E. Sind endlich mit 2’ zwei bewegliche Punkte benachbart, so liegt 
E auf einer in derselben Weise fest gegebenen Curve dritter Orduung. 

Es entspringt der Satz: Soll P, die Geradlinigkeit der Seiten und 
die Coneavität der Winkel nicht einbüssen, so ist E auf einen dureh die 
Erzeugenden von P, fest bestimmten Bereich beschränkt, welcher durch 
Stücke von Geraden, Kegelschnitten oder Curven dritter Ordnung cin- 
geyrenzt ist. Besonders einfach gestaltet sich der Fall (0, n); in Figur 102 
pg. 305 ist der eben gemeinte Bereich für Æ direct durch das n-Eck N, 
gegeben. 


S 8. Transformationstheorie der kanonischen Polygone einer | 
beliebigen Gattung (p, n). | 


Sind P, und P, zwei wesentlich verschiedene Polygone einer und 
derselben Gruppe I’ der Gattung (p, n), so nannten wir den Über- 
gang von P, zu P, eine „Transformation“ von P,; wir gaben auch 
bereits pg. 291 den Satz an, dass jede Transformation dieser Art aus 
einer endlichen Anzahl von Elementartransformationen erzeugt werden kann. 
Wir müssen hier vor allen Dingen den Charakter dieser Elementar- 
transformationen näher aufweisen. Dabei machen wir einen etwas aus- 
gedehnteren Gebrauch als bisher von den zum einzelnen Polygon P 
gehörenden Erzeugenden, und wir wollen in dieser Hinsicht folgendes 
Princip voranstellen: Lin kanonisches Polygon P, von I’ ist durch An 
yabe und Reihenfolge seiner Erzeugenden bis auf unwesentliche Abänderung 
fest bestimmt. Dieser Satz ist für die Gattungen (0, n) und (1, 1) aus‘ 
den obigen Entwicklungen direet klar; von hieraus folgt er für jede 
beliebige Gattung (p, n) auf Grund des Princips der Composition. | 

Betreffs der Substitutionenpaare Va,, Vo, machen wir noch darauf 
aufmerksam, dass die Vieldeutigkeit in der Auswahl, von welcher” 
pg. 289 die Rede war, hier nicht besteht. Es ist nämlich jetzt immer 
fest bestimmt, was V., bedeutet; und gegenüber Ve, werden wir Vap, Vo 
stets nach Vorschrift der Figur 92 pg. 295 orientieren. 
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Die Transformation der kanonischen Schnittsysteme spielt eine 
wichtige Rolle in der Theorie der linearen Transformation der Abel’schen 
Funetionen. Die Hauptsätze dieser Entwicklungen, insoweit sie sich 
auf die Elementartransformationen des einzelnen kanorischen Schnitt- 
systems beziehen, werden wir hier als bekannt ansehen*). Übrigens 
müssen wir gleich anfangs betonen, dass die Transformationstheorie 
der kanonischen Polygone nach zwei Richtungen hin complicierter ist, 
als die Theorie der linearen Transformation der Abel’schen Functionen. 

Erstlich trägt ja unsere geschlossene Fläche F die n singulären 
Punkte &ı, &, ..-, &n, und das Querschnittsystem ist dementsprechend 
mit den » Schnitten d; auszugestalten. Der einzelne Rückkehrschnitt 
Ar, b ist somit hier nicht in demselben Grade frei beweglich, wie auf 
einer von singulären Punkten freien Fläche. Hinwegschiebungen von 
lückkehrschnitten über singuläre Punkte c; führen demnach auf wesent- 
liche Umgestaltungen des Polygons, und auf diese beziehen sich die 
weiterhin zu definierenden Elementartransformationen dritter Art. 

Auf der anderen Seite spielen die p Schnitte cy hier eine durchaus 
wesentliche Rolle, was in der Theorie der Abel’schen Functionen nicht 
der Fall ist. Der Grund dieses Unterschiedes liegt aber in folgendem 
Sachverhältnis: Die geschlossenen Wege auf der Fläche F liefern in 
der Theorie der Abel’schen Functionen die Integralsubstitutionen **) 
während sie hier bei uns die $-Substitutionen ergeben: Die Integral- 
substitutionen haben die Eigenschaft, dass je zwei unter ihnen mit ein- 
ander vertauschbar sind, von den &-Substitutionen gilt dies aber nicht***). 
Aus der Gestalt (1) pg. 289 einer Substitution V, ergiebt sich dem- 
nach unmittelbar, dass ihr die identische Integralsubstitution corre- 
spondiert. Für die letzteren Substitutionen sind also nur die Abände- 
rungen der 2p Rückkehrschnitte az, b+ wesentlich; und wir entnehmen 
den vorhin genannten Abhandlungen, in welcher Weise die allgemeinste 
derartige Transformation aus elementaren aufgebaut werden kann: es 
sind zwei Arten von Elementartransformationen, welche hierbei zur 


*) Man vergl., was die hier in Betracht kommenden geometrischen Ver- 
hältnisse angeht, die Abhandlung von Thomae „Beitrag zur Theorie der Abel’schen 
Iunetionen“, Crelle’s Jonrnal Bd. 75 pg. 224 ff. (1873) oder auch, für den hyper- 
elliptischen Fall, C. Jordan ‚„Traite des substitutions et des équations algebriques“ 
(Paris, 1870) pg. 354 ff. sowie Burkhardt „Grundzüge einer allgemeinen Syste- 
matik der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung“, Mathem. Annalen Bd. 35 
pg. 209 ff. (1889). 

**) Wir bezichen diese Substitutionen auf die p Integrale erster Gattung 
der Fläche. 

*##) Dieser Unterschied wurde wohl zum ersten Mal von Klein in den Mathem. 
Annalen Bd. 21 pg. 185 (1882) hervorgehoben. 


Fricko-Klein, Antomarpho Functionen, T. = 
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Geltung kommen (die erste und vierte Art der nachfolgenden Dar- 
stellung). Darüber hinaus müssen wir hier, um mit einer eindeutig 
bestimmten Transformation des kanonischen Polygons zu thun zu 
haben, jedem neuen System von Sehnitten az, by immer ein bestimmtes 
zugehöriges System von Sehnitten e, d hinzufügen; und es kommt hier 
eine neue Art von Elementartransformationen hinzu, welche uns ge- 
statten, unter Hinzunahme gewisser besonderer Transformationen erster 
Art bei festen ap, by von einem ersten System zugehöriger (n + p) 
Schnitte c, d zu jedem anderen brauchbaren zu gelangen (Elementar- 
transformationen zweiter Art). 

Dureh Combination der Elementartransformationen aller vier Arten 
aber werden wir von irgend einem zunächst vorgelegten kanonischen 
Polygon unserer Gruppe I’ zu jedem anderen solchen Polygon hin- 
gelangen können. 

Wir besprechen nun die vier Arten unserer Elementartransforma- 
tionen im einzelnen: 

Eine Klementartransformation erster Art soll sieh auf wesentliche Ab- 
iinderung eines einzelnen Schnittpaars a, b allein und also auf Umwandlung 
eines einzelnen Erzeugendenpaares Va, Vo bei Festhaltung aller übrigen 
Erzeugenden beziehen. Entspreehend verstehen wir unter einer (ele- 
mentaren oder nieht-elementaren) Transformation erster Art überhaupt 
eine solche, bei weleher sich nur Fa und V, ändern. Hierbei handelt 
es sich im Grunde um die Transformationen eines kanonischen Sechs- 
ecks (1, 1); denn das zu Fa, V, gehörende Seitenquadrupel im Verein 
mit den beiden zu V, gehörenden Seiten liefert nach pg. 314 ein 
Polygon vom Charakter (1, 1). 

Wir stellen daraufhin zunächst fest, um welche Veränderungen 
des kanonischen Quersehnittsystems auf der geschlossenen Fläche es 
sich bei unseren Transformationen erster Art handelt. Fassen wir 
erstlieh die Sehnitte a, b rein $eometrisch und ohne Zusatz von c, so 
ist aus der Theorie der elliptischen Functionen bekannt und oben 
(pg. 291 f.) benutzt, dass man alle Umänderungen aus zweien (und ihren 
inversen) herstellen kann. Es handelt sich darum, wie wir nur kurz 
zu erinnern brauchen, aus beiden Schnitten durch Combination einen 
neuen herzustellen und diesem einen der bisherigen hinzuzugesellen. 

Liegt nun irgend ein auf diesem Wege zu gewinnendes neues Sehnitt- 
system vor, so ist zweitens zu entscheiden, welchen unter diesen beiden 
Schnitten wir a’ und welchen 4 nennen wollen, und in welcher Rich- 
tung wir uns die Schnitte durehlaufen denken. Hier hat man, wie 
schon pg. 289 festgestellt ist, die Auswahl zwischen acht Möglieh- 
keiten. Doch redueierten wir diese Anzahl l. ce. bereits auf vier dureh 








(9 LR] 
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die Festsetzung, dass die Pfeilrichtung von V diejenige von a’ von ihrer 
rechten zur linken Seite überschreitet. An dieser Festsetzung müssen wir 
festhalten, wenn wir, was geschehen soll, die Substitutionen Ta. F,, V. 
beständig in der durch Figur 92 pg. 295 niedergelegten Art gegen 
einander orientieren wollen: Dann aber werden wir unter den vier mög- 
lichen Auswahlen der Schnitte a’, b und ihrer Richtungen einfach dadurch 
entscheiden, dass wir die Richtung der Einmündung des Schnittes € am 
Kreuzungspunkt von a’ und V angeben. 

Man wird nun längst bemerkt haben, dass unsere Betrachtungen 
in allerengster Beziehung zur elliptischen Modulgruppe stehen, und 
zwar des genaueren zur Gruppe aller unimodularen homogenen Sub- 
stitutionen: 


(1) o = aot Po, o = yo, + do. 


Dieser Beziehung geben wir dadurch ein festes Fundament, dass wir 
den beiden ursprünglichen Substitutionen V,, Fa die Transformationen 
des Integrals erster Gattung: 


(2) (V) =u t o, (F) =u H o 


entsprechen lassen; mit dieser Zuordnung bleiben wir der gewohnten 
Forderung eines in der positiven Halbebene gelegenen Periodenquotienten 
= 0,:@, getreu (cf. Figur 91 pg. 293). Die vier möglichen Auswahlen 
für a und b’, von denen eben wiederholt die Rede war, correspondieren 


nun einfach durch die Modulsubstitutionen g D ( dT ) 

0, +17 \+1, 0 
mit einander. Vor allem merken wir an: Die unendlich vielen mit der 
Pinmündungsrichtung von c versehenen Schnitte a’, V entsprechen den ge- 
samten Modulsubstitutionen (1) wechsehweise gerade eindeutig. 

Es ist nunmehr besonders wichtig, dass sich der Schnitt č noch 
in einfach unendlich vielen Weisen vervollständigen lässt; denn es 
steht der durch V, dargestellte Periodenweg noch offen, den man im 
einen oder anderen Sinne beliebig oft einlängen mag*). Hierdurch 
wird zwar V, selber in keiner Weise geändert, welches mit den 
übrigen Gruppenerzeugenden bei allen hier in Frage stehenden Trans- 


formationen invariant bleibt; aber wir erhalte: der einzelnen Sub- 
 stibution (1) entsprechend immer 00! Substitutionenpaare, welche aus einem 


’ m . 
unter ihnen in der Gestalt: 

*) Nehmen wir vom kanonischen Schnittsysten den einzelnen Schnitt c fort, 
80 restiert eine mit zwei Randenrven versehene Fläche, die zweifach zusammen- 
hängend ist, und anf der es also einen Periodenweg giebt. Kine Ausnahme liegt 
mur für die Gattung (1, 1) vor, auf welche wir im Texte gleich zurückkommen. 
21 * 
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(3) ET, WW, vwe—o,.. JE 
hervorgehen. 

Übrigens bemerke man, dass im niedersten Falle, der Gattung (1, 1), 
die Transformationen (3) unwesentlich sind. Sie kommen auf Transforma- 
tionen des Gesamtpolyyons und damit seines Erzeugendensystems durch 
die Substitution V,” der zu Grunde liegenden Gruppe hinaus; das 
Querschnittsystem bleibt hierbei dasselbe, dem Umstand entsprechend, 
dass im Falle (1, 1) von keinem eigentlichen Periodenwege V, die 
Rede ist. In allen höheren Fällen liegen hingegen in (3) unendlich viele 
wesentlich verschiedene Transformationen vor, so dass die Gesamtheit der 
auf das einzelne Paar Va, V, bezogenen Transformationen nur erst 1-00- 
deutig dem System der Substitutionen (1) zugeordnet erscheint. 

Es ist nun das Interessante, dass trotz der grösseren Anzahl der 
Transformationen erster Art unseres kanonischen Polygones die Ge- 
samtheit dieser Transformationen doch aus zwei elementaren hergestellt 
werden kann, welche wir in der schon pg. 298 erklärten \Veise definieren. 
Die einzelne dieser Elementartransformationen besteht darin, dass wir 
an dem zu Va, Vo gehörenden Seitenquadrupel ein Dreieck geradlinig abspalten 
und unter Ausübung einer der Substitutionen VE u V,=" wieder anhängen. 

Die so bezeichnete Vorschrift führt zunächst auf drei gleichartige 
Elementartransformationen (und ihre inversen), die wir 7, 7T,,T, 
nennen wollen und durch die Figuren 105 bis 107 erklären. Die 


9 





' 
k, 





V 


Fig. 105. Fig. 106. Fig. 107. 


Wirkung dieser drei Transformationen auf die Erzeugenden Va, I% ist 
die folgende: 


(T) V= Vae, W=R, 
(4) (T) Vi =V, w=- HT, 


| 


(lis) E Tn H Va, Fy i; 
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und wir können übrigens diese Formeln nach dem am Anfang des 

Paragraphen aufgestellten Princip garadezu als Definition der Trans- 

formationen 7,, 7,, T, ansehen. Hier gilt offenbar 7}, = T, - T,, so dass 

wir T, und T, endgültig als Elementartransformationen auswählen können. 

Be 1,0 1 

Sie entsprechen den Modulsubstitutionen ( k n (x ai Insbesondere 
a; ) 

wollen wir uns aus ihnen noch die Transformation: 


DET) KANN VSW V, W= V, 

u N 3 entspricht. Dass die 
Substitution V, = V V, 'V; 'V, durch die Elementartransformationen 
Ti; T, und somit durch alle Transformationen erster Art in sich über- 
geführt wird, kann man nun auch an (4) direct beweisen. 

Unsere Behauptung, dass wir aus 7,, T, alle Transformationen 
erster Art herstellen können, geht nun einfach aus dem Umstande 
hervor, dass einmal die Transformationen 7, und T,- 7}. T, den in 
„M.“ I immerfort benutzten Erzeugenden der Modulgruppe correspon- 
dieren, während andrerseits (7, - 7, - 7,)* oder, was auf dasselbe hinaus- 
läuft, (T, - 7,)° die Elementaroperation für die cyclische Reihe der 
Transformationen (3) liefert. Die Thatsache aber, dass T,, T, weit 
mehr Transformationen erzeugen als die Modulsubstitutionen, die ihnen 
entsprechen, entspringt einfach aus dem Umstande, dass (7,7,7,)* 
resp. (7,7, im Falle der Modulsubstitutionen direct der Identität 
gleich ist. Übrigens sind wir zur Betrachtung von (7,7\)° schon oben 
(in (2) pg. 299) bei Discussion der Gattung (1, 1) geführt worden. 

Nehmen wir endlich noch hinzu, dass unser kanonisches Polygon P, 
insgesamt p Paare Va, V, darbietet, so ergeben sich für dasselbe im 
ganzen 2p, d.h. vor allen Dingen eine endliche Anzahl von Elementar- 
transformationen erster Art. — 

Weit einfacher gestaltet sich die Besprechung derjenigen Trans- 
formationen des kanonischen Polygons, welche wir zu einer zweiten Art 
zusammenfassen. Wir denken hierbei auf der geschlossenen Fläche 
das System der p Paare von Rückkehrschnitten a, b fest ausgewählt 
und den Punkt E fixiert. Wir halten ferner daran fest, dass die 
P Schnitte e, und dann natürlich auch die n Schnitte d, bei Umkreisung 
des Punktes E consecutiv sind. Aber auch dann ist das Schnittsystem 
Cy >>. Cp, dise- An, abgesehen von einigen niedersten Gattungen, 
auf die wir sogleich zurückkommen, immer noch auf unendlich viele 
Weisen wählbar, wie dies im Specialfalle p= 0 oben (pg. 501 ft.) 
bereits ausführlich gezeigt wurde. 


herstellen, welche der Modulsubstitution ( 
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Der Übergang von einem sich hier einstellenden kanonischen 
Schnittsystem zu einem anderen unter ihnen soll nunmehr allgemein 
als Transformation zweiter Art benannt werden. Für diese Transforma- 
tionen zweiter Art bleibt die pg. 301 ff. entworfene Transformations- 
theorie der Gattung (0, n) vollständig in Kraft. Dabei bereitet es gar 
keine Schwierigkeit, dass wir auf der geschlossenen Fläche an Stelle der 
singulären Punkte zum Teil geschlossene Curven setzen müssen, wie sie 
durch die Ufer der einzelnen Schnittpaare a, b geliefert werden. Man 
kann mit diesen geschlossenen Curven gerade so gut arbeiten oder auch 
dieselben, wenn man will, durch einzelne Punkte ersetzen; es geht dies 
aus der Figur 53 pg. 204 unmittelbar hervor*). Die Betrachtungen 
von pg. 301 ff. liefern daraufhin unmittelbar als Resultat: Die allgemeinste 
Transformation zweiter Art unseres hkanonischen Polygons lässt sich aus 
(n + p— 2) mit einander durchaus gleichartigen Elementartransformationen 
erzeugen, bei deren einzelner entweder zwei benachbarte Schnitte c oder zwei 
cbensolche Schnitte d umgeordnet erscheinen. | 

In der That zeigt der Gebrauch der l. e. durch K bezeichneten 
Curve auf der geschlossenen Fläche, dass bei der für uns gültigen 
Vorschrift, die Schnitte e und d nicht unter einander zu vermengen, 
die Elementartransformation entweder nur auf zwei benachbarte Schnitte c 
oder auf zwei Schnitte d auszuüben ist. Nun ist nach pg. 301 die Um- 
ordnung zweier Schnitte immer in zwei Arten ausführbar, die jedoch 
einander invers sind, und von denen wir somit nur eine heranzuziehen 
brauchen; wir erhalten also für die Schnitte c im ganzen (n — 1), für 
die Schnitte d aber (p — 1) Elementartransformationen. 

Wegen der directen Ausführung dieser Elementartransformationen 
am Polygon können wir uns auf die Darlegungen von pg. 304 u.f. berufen. 
Auch ist die Darstellung unserer Transformationen durch die Er- 
zengenden wenigstens für V,, F,, ..., Va bereits pg. 309 gegeben. 
Für die eine der beiden Umordnungen der Schnitte c; und +, gilt 
















entsprechend: l 
Ve; = Von Vora Ve; Fe = Vei, 

(6) Va, Zu Ve A Veis Vag zZ Va; 
Vs; = De ie Veis Voga i Vi,- 


*) Die Einmündungsstelle des einzelnen Schnittes c im Kreuzungspunkt von 
a und b, sowie auch die Einfügung des zu Ve gehörenden geschlossenen Weges 
im einen oder anderen Sinne gilt hier als gleichgültig; ein Wechsel in diese 
Hinsicht kommt in der That auf eine Transformation erster Art hinaus und ist 
dort bereits ausführlich in Betracht gezogen. 
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Endlich ist es ein Leichtes, die oben schon erwähnten niedersten 
Gattungen zu charakterisieren, für welche bei bereits fixierten p Schnitt- 
paaren az, bą die Schnitte c und d nur in endlich vielen Weisen ge- 
wählt werden können. Es sind dies die sieben Gattungen: 


(0, 3), (1, 1), (m 2), (3 0), (2, ID, ©; 2), (3, 0). 

In zwei Fällen, nämlich bei (1, 1) und (2, 0) können wir die Schnitte 
c, d ım wesentlichen nur in einer Art wählen; hier giebt es überhaupt 
keine Transformation zweiter Art. Bei den Gattungen (0, 3), (1, 2), 
(2, 1), (3, 0) giebt es jedesmal zwei Möglichkeiten für c, d, dem Um- 
stande entsprechend, dass jeweils die eine hier eintretende Elementar- 
transformation einmal wiederholt die ursprüngliche Anordnung wieder 
ergiebt und in diesem Sinne von der Periode zwei ist. Schliesslich 
haben wir bei (2, 2) vier verschiedene Systeme c, d; die beiden 
Elementartransformationen, welche hier vorliegen, liefern durch Com- 
bination eine Gruppe vom Typus der Vierergruppe. — 


$ 9. Fortsetzung: Die Elementartransformationen dritter und 
vierter Art. Sehlussergebnis. 


Es bleiben nun noch die Elementartransformationen der dritten 
und vierten Art zu besprechen übrig, welche sich wieder auf Ver- 
änderungen der Rückkehrschnitte a, b} beziehen. Hierbei gilt natürlich 
durchweg p > 0. 

Eine Elementartransformation dritter Art sollte der Hinweg- 
schiebung eines einzelnen Rückkehrschnittes über einen singulären 
Punkt &; entsprechen. Die Untersuchung der correspondierenden Ab- 
änderung des Polygons P, können wir durch Ausübung gewisser 
Transformationen zweiter und erster Art, die als bekannt gelten, er- 

‘_heblich vereinfachen. Erstlich können wir nötigenfalls durch eine 

- Transformation zweiter Art erreichen, dass der singuläre Punkt, über 
welchen der Rückkehrschnitt hinweggeschoben werden soll, der letzte 
in der Reihe, nämlich &,, ist. Zweitens können wir den Rückkehr- 
schnitt, welcher über &, hinweggeschoben werden soll, zum Schnitte a, 
unseres Systems machen; denn die Transformationen zweiter Art ge- 
statten die p Schnittpaare (az, b) unter einander zu vertauschen, und 
eine Änderung der Einmündung von c, (d. i. eine Transformation erster 
Art) vollzieht nötigenfalls eine Permutation von a, und b,. 

Für die nähere Untersuchung der hier in Rede stehenden Ab- 
änderung des Polygons /’, ist wieder die Figur 53 pg. 204 besonders 
geeignet, wobei man sich nur vergegenwärtigen wolle, dass jeweils 
die beiden Ufer des einzelnen Schnittes c oder d am Polygon P, ge- 


Å 
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trennt liegende Randeurven sind. Die für uns vorgeschriebene Ver- 
schiebung von a, bewirkt nun zunächst eine solche erlaubte Abänderung 
von P, bei welcher Randstücke von P, von der einen zu @, ge- 
hörenden Randcurve unter Ausübung von Van oder V; ` fortgesetzt 
an die zugeordnete Stelle hinübergeschafft werden. Wir können an- 
nehmen, dass der Sinn der Verschiebung von a, ein solcher ist, dass 
hierbei Va, zur Geltung kommt. Wäre dies nicht der Fall, so würde 
man vorab den Schnitt e, (durch Transformation erster Art) so zu 
verlegen haben, dass er an der entgegengesetzten Ecke der zu a,, b, 
gehörenden viereckigen Lücke in Figur 53 einmündet. Wir haben also 
durch diese Vorbereitungen erreicht, dass wir nur eine einzige Elementar- 
transformation dritter Art den bisherigen Transformationen hinzu- 
gesellen müssen. 

Um nun die Wirkung unserer Elementartransformation auf das 
Polygon P, sowie die Erzeugenden näher zu untersuchen, führen wir 
den eingeleiteten Abänderungsprocess von P, weiter fort, indem wir 
zugleich auf der Fläche 7’ den Schnitt a; über n hinwegschieben. In 
diesem Augenblicke hört nun, wie man sich in Figur 53 (pg. 204) 
deutlich mache, die &, correspondierende Ecke e, auf, dem Polygon I, 
anzugehören; und P, gewinnt anstatt e, den neuen festen Eckpunkt 
€n = Va, (En). Infolge dessen wird bei unserer Transformation an Stelle 
von V, Jedenfalls: 


(1) vr ln 


treten; doch müssen wir die zugehörige Umgestaltung des Schnitt- 
systems erst noch näher erläutern. 

Diese Umgestaltung kann folgendermaassen beschrieben werden: 
Jedenfalls ist der Schnitt d, unbrauchbar geworden. Derselbe würde 
bei der augenblicklichen ‚Lage in Figur 53 in zwei Stücke zerteilt er- 
scheinen, deren erstes vom Ursprung Æ zu einem Punkte auf der einen 
Randcurve von Va, führt, während der Rest von dem correspondierenden 
Randpunkt nach e zieht. Den ersten Teil des Schnittes d müssen wir 
auslöschen; denn er schneidet von P, ein Stück ab. Diese Änderung 
läuft beim Polygon P, darauf hinaus, dass wir das abgeschnittene Stück 
durch Ausübung von V, wieder anhängen. Andrerseits werden wir 
den Rest des Schnittes d, durch einen neuen Schnitt d, ersetzen, der 
wieder von Æ ausläuft und unter Umgehung der zu a,, b, gehörenden 
Lücke e, erreicht; durch diesen Schnitt d, wird vom Polygon P, wieder 
ein Stück abgespalten. Die Fortnahıme des Restes von d, bedeutet dann, 
dass wir das eben vermöge d, abgetrennte Stück durch Ausübung von Vp, —! 
wieder anhängen. Hiermit ist der Abänderungsprocess zu Ende geführt. 
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Für die so gewonnene neue kanonische Zerschneidung haben wir 
erstlich die Formel (1), andrerseits, was die V4, V, angeht, die Formeln: 


Pe Ren ld yt 
A — l. : Ka l ) Vs, ag ” E 


Indem wir nun noch die Gleichung (1) benutzen und übrigens zu- 
sanımenfassen, haben wir als Resultat gewonnen: Die hier in Betracht 
gezogene elementare Transformation dritter Art ändert allein die Erzeugenden 
Fa, Va, Vo, und zwar in der folgenden Weise: 

e — 1l r —1 r — | 
| Vn = Va, Va Va, p Va, S Va, Vn Va Pa V 


a) 


(2) 


, r — 1 
Vr, aM u Va, Kn ay ' 
Eine Bestätigung dieses Ergebnisses wolle Ders 
man aus der leicht verificierbaren Identität: b Mi A 
\ x 
rI ;— Í r7 s r al TA 
(3) Vn Va L Va, er = y 


EE Vos Ko Na Vo 
entnehmen. Diese Gleichung muss aber 
deshalb bestehen, weil doch die Relation (9) | 
pg. 187 auch für das transformierte Polygon — Se 
gültig ist. 

Es ist nun möglich, die in (2) nieder- D ii 
gelegte Transformation am geradlinigen 
Polygon P, durch fast ebenso einfache 
Construction auszuführen, wie dies im Falle der Elementartransforma- 
tionen erster und zweiter Art gelang. Dies ist in den schematisch 
zu verstehenden Figuren 108 ff. ausgeführt. Im ursprünglichen Polygon, 
wie es Figur 105 giebt, ist der Anfangs- | 
punkt der Seite 1 mit dem Endpunkt der + 
Seite 3 durch eine geradlinige Diagonale l \ 
verbunden, und das solcherweise ab- T, n 
getrennte Viereck ist durch Ausübung | \ 
von Va, verlegt, wobei die Seiten 5 und 5 
zur Deckung kommen. Das so entspringende 
Polygon ist in Figur 109 dargestellt, die 1 J 
zugefügten Ziffern an den Seiten werden = A 
den Überblick erleichtern. Nunmehr ist | /% 
der Aufangspunkt der Seite 8 mit dem Eud- | Ss 
punkt der Seite 1 durch eine Diagonale zu ve 
verbinden, die man, wenn etwa ein störender convexer Winkel aufgetreten 
sein sollte, auch gekrümmt zeichnen mag. Das hierdurch abgespaltene 
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Fünfeck ist durch Ausübung von Y„-! zu transformieren und liefert 
in Figur 110 das endgültige neue Polygon, dessen Erzeugende in 
der That die in (2) dargestellten sind. Eben 
aus diesem letzten Umstande folgt mit 
Rücksicht auf das am Anfang des vorigen 
Paragraphen (pg. 520) aufgestellte Princip, 
dass die hier vollzogene Transformation 
von P, in der That unsere Elementar- 
transformation dritter Art ist. Man wird aber 
auch sehr leicht in der durch Figur 108 ff. 
| beschriebenen Manipulation die wesentlichen 
nn I Schritte der oben am Polygon der Figur 53 
5 pg. 204 ausgeführten Transformation wieder- 
erkennen. Sollten übrigens am transformier- 
ten Polygon (Figur 110) gekrümmte Seiten 
oder convexe Winkel auftreten, so können wir dieselben nach dem 
Fundamentaltheorem von pg. 319 stets durch unwesentliche Abänderung 
entfernen. — 

Indem wir nunmehr die Elementartransformation der ersten drei 
Arten als erledigt und stets ausführbar ansehen dürfen, haben wir 
den Rückkehrschnitten az, by freie Beweglichkeit auf der geschlossenen 
Fläche verschafft. Dann aber zeigen uns die pg. 321 eitierten Grund- 
lagen der linearen Transformation der Abel’schen Funetionen, dass 

nur noch solche Elementartransformationen 

hinzukommen müssen, welche auf eine gleich 

| zu beschreibende Art aus zwei Paaren a,, b; 

hr vs und Ar, b zwei neue Querschnittpaare zu 
a bilden gestatten. Wir werden so zu unseren 
un T, Elementartransformationen der vierten Art 
í geführt, welche wir unter directem Anschluss 
an die genannten Originaldarstellungen vor- 
S läufig wie folgt definieren: Die beiden Schnitte 
| a; und ag, beide in der Pfeilrichtung genommen, 
geben vereint den neuen Schnitt a;, dem der 
bisherige Schnitt b; als conjugierter bë hinzugesellt wird; der neue Schnitt ax 
ist genau mit a; identisch, während bg aus dem bisherigen Schnitte by und 
dem entgegengesetzt der Pfeilrichtung durchlaufenen Schnitte b; zusammen- 
yesetzt erscheint. Das Wesen dieser Transformation ist durch Fortgang 
von Figur 111 zu Figur 112 vollständig gegeben; wir haben in diesen 
Figuren von einer in der Funetionentheorie gebräuchlichen Darstellungs- 
weise der Querschnittsysteme Gebrauch gemacht. Die beiden Quer- 





n 
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schnittpaare erscheinen bei der vorliegenden Transformation nicht gleich- 
berechtigt, so dass wir insgesamt p(p — 1) solche Transformationen 
gewinnen; ihre inversen Operationen haben 
wir natürlich als mit ihnen gegeben anzusehen. 

Aus Zweckmässigkeitsgründen wollen wir 
jetzt an Stelle der eben definierten Trans- 


formationen vierter Art durch Combination HI E > 


derselben mit Transformationen der beiden 


Ft a4 
ersten Arten gewisse andere Transformationen | E Ey 
setzen. \ y 


Erstlich bemerke man, dass durch die l J 
Schnitte c eine bestimmte e AI für die al 
p Paare a, b festgelegt wird. Doch kann man 
durch Transformation zweiter Art stets erreichen, dass irgend zwei ge- 
wünschte Paare benachbart werden. Es wird demnach erlaubt sein, 
am fertigen Polygon die Elementartransformation vierter Art stets nur an 
benachbarten Paaren Va, V, auszuüben. Für das einzelne Polygon giebt es 
dann immer nur (2? p — 2) Elementartransformationen dieser Art. Auch 
diese Anzahl könnten wir nach dem bei den Transformationen dritter 
Art benutzten Princip noch weiter reducieren, indem wir uns offenbar 
auf die Transformation der beiden ersten Paare allein beschränken 
könnten. Doch behalten wir lieber alle (2p — 2) Elementartransforma- 
tionen bei, da sie gleichberechtigte Operationen sind. 

Statt dessen können wir eine andere Vereinfachung durch Heran- 
zieliung von Transformationen erster Art erzielen. Wir wollen dabei 
unsere Betrachtungen etwa auf die Paare a,, b, und a,, b, beziehen; doch 
sollen dieselben im Sinne der gerade getroffenen Verabredung zwei 
beliebige benachbarte Schnittpaare repräsentieren. 

Indem wir die beiden ausgewählten Quersehnittpaare symbolisch 
durch (a,, b1) (@,, b) bezeichnen, wird die in Figur 112 vollzogene 
Transformation als Übergang zu (a, + a,, bi) (as, ba — b,) dar- 
gestellt sein. Wir wollen nun vorab vermöge Transformation erster 
Art von (a,, 5,) (a, ba) zu (bi, — a,) (a,, ba) fortgehen, um sodann 
durch die obige Transformation vierter Art zu (b, + as, —a,) (as, db, + a,) 
zu gelangen. Endlich kommen wir von hieraus durch erneute Trans- 
formationen erster Art zu (—b, —a,, a,) (—b,—a,, a) und mögen 
hiermit die definitiven neuen Schnitte a’, bi, az, by gewonnen haben. 
Die solcherweise festgelegte Flementartransformation vierter Art wird 
durch Fortgang von Figur 113 zu Figur 114 direct dargestellt. 

Die Wirkung der eben erklärten Transformation auf die Erzeu- 
genden Va, Fos Va, Fo, wird durchaus mit dadurch bedingt sein, in 





Fig. 112. 


2) 2 
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welcher Weise wir die neuen Schnitte durch zwei zugehörige Schnitte 
C, % den übrigen anfügen. Jedenfalls aber steht schon jetzt fest, 
dass die neuen Substitutionen Va, , Yun, Ya, Vi 


innerhalb der Gruppe I der Reihe nach mit: 
(+) IM, | (m Fo Vog m Va 
b 


- KD ' : gleichberechtigt sein werden. Man wird dies aus 
‘= | A Figur 114 sofort ablesen, wenn man bedenkt, dass 
! | allgemein die Durchlaufung des Schnittes a; (bez. bi) 

| Hy | “% in der Pfeilrichtung auf die Ausübung der Opera- 
\ h tion V, (bez. Va) hinauskommt. 


Der Vorzug, welchen die gewählte Elementar- 
transformation vierter Art vor der in Figur 112 
dargestellten besitzt, besteht nun darin, dass dieselbe am Polygon P, 
einen besonders einfachen geometrischen Charakter gewinnt. Dabei 
haben wir gar nicht erst nötig, die Transformation 
auf der geschlossenen Fläche durch Anfügung von 
Schnitten e definitiv auszugestalten, sondern wir 
können die Betrachtung sogleich in die pro- 
jective Ebene verlegen und also am Polygon 
selbst vornehmen. 

DieseWendung unserer Überlegung beruhtauf 
einer gewissen Identität, welche wir zunächst auf- 
stellen wollen. Verstehen wir unter Va, Vos Va, , Fo, 
vorab direct die vier Substitutionen (4), so gilt fol. 
gende Relation identisch: | 





(5) Pai Ve VT. A T 
(Vin Po) Va Va Va Va- Var Vu Vale Ma 


Nun steht rechts in der mittleren Klammer genau der zu Vas, Vo, Vans Vn, 
gehörende Bestandteil der Relation (9) pg. 187, und die linke Seite 
ist genau so in den Substitutionen V,, ... gebaut. Transformieren wir 
demnach, der Relation (5) entsprechend, die Substitutionen (4) zugleich 
durch 147s, und nennen die so entspringenden Substitutionen gleich 


selbst wieder I, ..., P 


[Ea = K y, = v, V 


b2 ? di 


r ell ar 
i = Kk oa ulan Fa o Ta = Pe 


(6) 


so werden die hierdurch erklärten Operationen direct der Identität: 
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m sr —Ì r? v7 ri a | - sı — l r?’ P? O 
(7) Fa, Fo, Fa, b7 -Ma Fin Fa, Fo, = 
- —l PA Z r—1 ‚—1 r r rz — 1 
Fo, Lira i i, I, Fa, Pa 


genügen und sich demnach ohne weiteres in die Relation (9) pg. 157 
einfügen. 

Um nun auf dieser Grundlage den schon erwähnten einfachen 
geometrischen Charakter unserer Transformation aufzuweisen, betrachten 
wir zunächst den niedersten hier überhaupt zur Geltung kommenden 
Fall der Gattung (2, 0). Hier können wir sogar von der eben noch 
vollzogenen Transformation der Substitutionen (4) durch F, 7}, ab- 
sehen; denn die mittlere Klammer auf der rechten Seite von (5) ist 
nun gleich 1, und damit ergiebt sich die wiederholt genannte Relation 
(9) pg. 187 für: 


Z? y -r E- r — ] y7 — |1 < r aa 7z —] rr— 1 
(8) Va = Vo., h= V, a }) a, ba) a = Ta ma 


direct aus (5). P, wähle man nach pg. 319 als geradliniges Achteck 
mit concaven Winkeln und bezeichne die Ecken mit E, ..., Ez. Die 
in (8) zur Darstellung gelangende Elemeniartransformation vierter Art 
ist alsdann geometrisch durch Fort- 
gang von dem in Figur 115 stark 
ausgezogenen Achteck P, zu dem 
schraffierten Achteck Py zu voll- 
ziehen. Man kann sagen: Es sind 
die Diagonalen E, E; und E, E, zu 
ziehen und die Seiten E, E; und E, E; 
auszulöschen, während in allen übrigen 
Achtecken des Netzes die gleiche 
Manipulation zu wiederholen ist. 
Dass diese Transformation sich in 
der That in der Gestalt (8) dar- 
stellt, geht unmittelbar aus der 
Figur hervor. 

Im allgemeinen Falle (p, n) 
ist wegen der nun nicht zu ver- Fig. 115. 
meidenden Transformation der 
Substitutionen (4) vermöge V V, der Sachverhalt ein wenig ver- 
wickelter. Eine geringe Erleichterung der Ausdrucksweise schaflt es 
allerdings, wenn wir nicht die Substitutionen (4) durch Va 7,,, sondern 
alle übrigen Erzeugenden durch (Va Va)? transformieren, was ja 
im wesentlichen auf dasselbe hinauskonmmnt. 
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Das ursprüngliche Polygon P, nehmen wir wieder als geradliniges 


(2n + 4p)-Eck mit lauter concaven Winkeln an. 


Gami 





Fig 116. 


Die hier in Rede 
stehende Islementartransformation vierter Art 
führen wir dann durch diejenigen beiden Schritte 
thatsächlich aus, welche schematisch durch Über- 
gang von Figur 116 zu Figur 118 dargestellt 
sind. Wir werden somit zunächst im Po- 
lygon P, der Figur 116 die zwei punktierten 
Diagonalen ziehen, lassen den mittleren 
Bereich an seiner Stelle und transformieren 
die beiden abgeschnittenen Stücke bez. durch 
V, und W, ; die hinzugefügten Num- 
mern der Seiten werden den so gewonnenen 


Übergang zu Figur 117 veranschaulichen. Im vermittelnden Polygon 
der Figur 117 wolle man sodann die wieder punktiert angedeutete 





Fig. 117. 


Linie ziehen (die eventuell, beim Auftreten 
störender convexer Winkel, krummlinig 
gewählt werden darf) und hat sodann den 
links abgetrennten Teil durch V, ` zu trans- 
formieren, um Py in Figur 118 zu gewinnen. 
Dass dies die obige Elementartransformation 
vierter Art ist, geht aus den Figuren direct 
hervor. Übrigens kann man auch hier natür- 
lich wieder nach pg. 319 etwaige convexe 
Winkel oder gekrümmte Seiten bei Py durch 
unwesentliche Abänderung entfernen. — 


lassen wir alle somit gewonnenen Ergebnisse zusammen, so hat 
sich das nachfolgende Fundamentaltheorem ergeben: Die gesamten 


14 


EN 


m 2 
b, ur J b, 


< 


Transformationen, welche von einem beliebigen 
ersten kanonischen Polygon P, der Gruppe F 
zu allen übrigen kanonischen Polygonen der 


> gleichen Gruppe I hinführen, lassen sich bei 


p>0*) aus (n + 5p — 3) Elementartrans- 


12 i 





Fig. 118. 


formationen zusammensetzen, und zwar sind 
unter diesen Elementartransformationen2p von 
der ersten, (n + p — 2) von der zweiten, eine 
von der dritten und (2p — 2) von der vierten 
Art. Dabei ist die zuletzt angegebene Anzahl 
der Elementartransformationen vierter Art, 


*) Für die Gattung (0, n) stellten wir bereits oben (pg. 301 ff.) die Anzahl der 


Elementartransformationen fest. 
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wie wir wiederholen, noch einer weiteren Reduction fähig. Überhaupt 
würde man die Zahl der erzeugenden 'I'ransformationen noch wesent- 
lich vermindern können, wenn man nicht gerade an Elementartrans- 
formationen festhalten will. Wir verfolgen dies nicht weiter, sondern 
begnügen uns mit dem ausgesprochenen Satze. Derselbe wird späterhin 
zur Grundlage wichtiger neuer gruppentheoretischer Entwicklungen 
werden. 


r 


$ 10. Die Invarianten der Substitutionenpaare 17, 13. 


Die bislang gewonnenen Resultate sind zwar grundlegend für die 
Behandlung des Problems, die Gesamtmannigfaltiskeit aller hyper- 
bolischen Rotationsgruppen endlicher Charaktere (p, n) zu überblicken. 
Indessen müssen wir uns, um in dieser Beziehung völlig zum Ziele 
zu gelangen, noch mit anderen, und zwar analytischen, Hilfsmitteln 
versehen. Wir gehen hierbei von der Erwägung aus, dass die bei den 
vorausgehenden Untersuchungen als wesentlich betrachteten Eigen- 
schaften eines Polygons P, offenbar invariant gegenüber einer beliebigen 
Collineation erster oder zweiter Art sind, welche die Ellipse in sich 
überführt, gleichgültig ob diese Collineation der gerade vorliegenden 
Gruppe angehört oder nicht. Dieserhalb werden wir, wenn es sich 
nunmehr darum handeln soll, gewisse „Moduln“ der kanonischen Polygone 
einzuführen, diese Moduln derart auswählen, dass sie den Charakter 
der Invarianz im gekennzeichneten Sinne besitzen. 

Die Befriedigung dieser Forderung bahnen wir nun dadurch an, 
dass wir hier vor allem die Invarianten der Substitutionenpaare V,, F> 
einführen. Es handelt sich hier natürlich einzig um Substitutionen 
reeller Coefficienten, die wir ein für allemal unimodular fixiert denken 

wollen. Die Ausdrucksform der einzelnen Substitution ist dann bis auf 
einen simultanen Zeichenwechsel der vier Coefficienten fest bestimmt; 
erst später werden wir dieselbe endgültig festlegen. 

Transformieren wir V, und V, zugleich durch eine beliebige Sub- 
stitution erster oder zweiter Art (mit reellen Coefficienten), so mögen 
wir V, und V, gewinnen. Die beiden Paare Fi, V, und 77, V; nennen 
wir dann einander äqwivalent und wollen alle in diesem Sinne iqui- 
valenten Paare in eine „Classe“ von Substitutionenpaaren vereinen. 

Wir nehmen nunmehr die Einteilung der Substitutionenpaare I, V; 
in drei Species wieder auf, welche bereits oben (pg. 2S7) eingeführt 
wurde. Die Verbindungsgerade der beiden Fixpunkte von V, und 73*) 


*) Im Falle einer hyperbolisehen Substitution ist hier wieder ausschliesslich 
der ausserhalb der Ellipse gelegene Fixpunkt gemeint. ê 





336 II. Ausführliche Theorie der Polygongruppen. 


nennen wir etwa die Axe des Paares V,, Va. Es sei dann wiederholt, 
dass V,, V, zur ersten, zweiten oder dritten Species gehört, je nachdem 
die Aze die fundamentale Ellipse schneidet, nicht erreicht oder berührt. 
Äquivalente Paare gehören natürlich immer derselben Species an. Wir 
wollen von diesem Uıinstande Gebrauch machen, wenn es sich darum 
handeln soll, aus den einzelnen Classen „redueierte“ Paare zur Repräsen- 
tation der ganzen Classe herauszugreifen. 

Liegt eine Classe der ersten Species vor, so wollen wir ein Paar 
Vi, Va derselben redueiert nennen, wenn seine Axe mit der imaginären 
t- Axe coineidiert. Ein redueiertes Paar erster Species hat somit die 
Gestalt: Ä 
(1) = ay ne D 

Kani E 

Das Paar bleibt reduciert, wenn wir nachträglich durch eine beliebige 
Substitution transformieren, welehe die imaginäre -Axe in sich über- 
führt. Es giebt vier continuierliche Scharen solcher Substitutionen; die 
erste Schar wird von allen Substitutionen & == xé mit positivem Para- 
meter x gebildet, die drei übrigen Scharen entspringen vou hieraus 


durch Combination mit: 
P r 1 1 
3) i = — = — - d =m er 
(2) 1-5 fo, l= 
Ein Paar der zweiten Speeies soll redueiert heissen, wenn der Pol 
der zugehörigen Axe mit E = i coincidiert. Die Ausdrucksform eines 


redueierten Paares zweiter Species ist somit: 


(3) E a n m) 


wie man leicht feststellt. Das Paar bleibt redueiert, wenn wir nach- 
träglieh dureh irgend eine Substitution erster oder zweiter Art, welche 
g= i zum Fixpunkt hat, transformieren. Solcher Substitutionen giebt es 
zwei continwerliche Scharen; es handelt sich einmal um die Schar aller 
Drehungen um &=i, welche wir sodann noch mit & = — & com- 
binieren können. 

Die Paare dritier Speeies kommen für uns nur beiläufig in Be- 
tracht, da solehe Paare in eigentlich diseontinuierlichen Gruppen nie- 
mals vorkommen können (ef. pg. 257). Wir begnügen uns mit der 
Festsetzung, dass ein solches Paar redueiert heissen soll, falls der 
Punkt &= œ auf der Ellipse der Berührungspunkt der zugehörigen Axe 
ist. Die redueierten Paare haben daraufhin die Gestalt: 


(4) yi = (5 y o (CE 
` 0, 0 0, % 
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Als Invariante der einzelnen Substitution könnten wir im nicht- 
parabolischen Falle den Factor / benutzen, welcher in der bekannten 
kanonischen Gestalt (cf. „M.“ I pg. 164): 

uw. a en — 2 
22, ae 
der Substitution auftritt. Wir würden dann mit einem aus Formel (5) 
unmittelbar zu definierenden Doppelverhältnis arbeiten. Indessen stellt 
sich Æ, wie man sieht, durch («e + ò) dar, und zufolge „M.“ I pg. 262 
besitzt bereits dieser Ausdruck die Invarianteneigenschaft*). Wir be- 
nutzen dieserhalb direct die Summe («œ + ô) als Invariante der ein- 
zelnen Substitution V, und zwar auch im parabolischen Falle; zur 
Abkürzung setzen wir j = « + ô. Die Invariante j ist bei gegebener 
Substitution einstweilen nur bis auf das Vorzeichen bestimmt; übrigens 
sind offenbar die elliptischen, hyperbolischen und parabolischeu Sub- 
stitutionen bez. durch die Bedingungen unterschieden: 


Bene il >. 


Indem wir zu den Substitutionenpaaren I, V; vorgehen, wenden 
wir uns sogleich zu den drei Species. Hiermit ist, wie doch noch aus- 
drücklich gesagt sein soll, die Voraussetzung gemacht, dass We, 
nicht einer und derselben cyelischen Gruppe angehören, und dass keine 
dieser beiden Substitutionen die Identität sei. Auch wird bei der Mehr- 
zahl der sogleich aufzustellenden Sätze die dritte Species ausgeschlossen 
bleiben müssen, was für die späteren Anwendungen ohne Folge bleibt. 

Das Paar V,, V, hat nun nicht nur die zugehörigen Invarianten j, 
und jẹ, sondern darüber hinaus kann die Invariante j jeder aus rm 
zu erzeugenden Substitution als Invariante des Paares 77, V, gelten. 
Möge vor allem die Invariante j,,; oder kurz j,,**) von 17 - V, den 
Invarianten j, und j, angereiht werden, wo wir dann explicite: 

(6) neu td, h= H I, em; + 0,0 + Biy + Bay, 
haben. Die Invarianten j, je, Jo sind von einander unabhängig; denn 
wir können durch alleinige Transformationen von V, bei festbleibenden 


Ji, Je beliebig viele verschiedene zugehörige J gewinnen, wie man 


stitntionen erster Art gezeigt. Indessen bewirkt die Transformation durch E =% 


durch directe Rechnung leicht zeigt und in den weiter folgenden 
Eutwicklungen unmittelbar bestätigt sehen wird. Aber weiter gilt der 


*) Es ist dies l. ce. freilich nur erst für die Transformation durch Sub- 


nur Zeichenwechsel von ß und y, so dass die Invariınz von (æ +- ô) allgemein besteht. 
**) So oft es keine Zweideutigkeit hervorruft, lassen wir das Komma zwi- 


schen den unteren Indices in j, fort, 


Fricke-Klein, Automorpho Functionen. 1. 2 
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Satz, dass, sofern nicht die dritte Species vorliegt, die Classe des Paares 
V,, V, durch Angabe der drei Invarianten Ji, Ja, Jio bereits eindeutig 
bestimmt ist. Wir werden in diesem Sinne j,, J2, Jo als „die Invarianten 
der Classe oder des Paares Vi, V“ bezeichnen dürfen. 

Dem Beweise dieses Theorems senden wir einige Vorentwicklungen 
voraus. Wir constatieren zunächst, dass zwei einander inverse Sub- 
stitutionen, V imd V!, stets dieselben Invarianten j haben, und dass 
andrerseits ja, = Is ist, wenn wir unter ją die Invariante von V,- V, 
verstehen. Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus den Formeln (6). 
Weiter aber wollen wir die Invarianten der Substitutionen V, N! 
und VV, V Vz + bilden, die wir consequenter Weise durch Jı, — e und 
j—1,2,1,—2 bezeichnen. Diese beiden Invarianten lassen sich in den 


drei Invarianten ji, Jo, Jio des Paares Vi, Va darstellen; es gelten nämlich 
die Formeln: | 


(7) I =z = ji Je — Jiz, p 2,1, — 2 = ji + 73° + ji — Jade — 2 
Wir beweisen diese beiden Relationen leicht durch Rechnung. Speciell | 
bei der zweiten stellen wir zuvörderst fest: 


(8)  j-1,2,1, —2 = (&, 9); — ò) (B1 Ya H Ber) T bire F hr 
+ 20,9; — (+ 0r (ei Ô>”) B, Yi- | 


Zu eben diesem Ausdruck gelangt man nun in der That auch, wenn 
man auf der rechten Seite von (7) die einzelnen Glieder auf Grund ` 
von (6) durch die Coefficienten von V, und V, darstellt. 

Um die Bedeutung der Invariante jJ—ı, 2,1, —2 aufzuweisen, bilden 
wir die Gleichung (8) im besonderen für ein reduciertes Paar erster 
Species und gewinnen nach kurzer Zwischenrechnung: 











(9) Ji, 2,1 Se (Biv: + ber) 
Entsprechend kommt für ein reduciertes Paar der zweiten Species: 
(10) j—ı, 2, 1, —2= 2 — ßr’(e, — Ò, 


Wir haben im letzten Falle sogleich ß, = 0 angenommen; dies ist durch 
eine hier ja noch erlaubte Drehung um ¢ = t stets zu erreichen *). 
Da für ein reduciertes Paar dritter Species die rechte Seite von (8) 


offenbar gleich 2 wird, so gilt der Satz: Das Substitutionenpaar Vi, Fa 
yehört der ersten, zweiten oder dritten Species an, je nachdem die Invariante: 


(IM) inne ti H ht jiejie — 2> 2 oder <2 oder =2 
ist. | 


*) Man erinnere sich, dass die Substitutionen eines Paares zweiter Species 
stets byperbolisch sind; die Fixpunkte von V, sind dementsprechend im Texte” 
nach ¢ = 0 und $= œ gelegt. 


f 
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Es folgt hieraus, dass die drei Zahlen Ji, J2, Jio, obschon sie nicht 
durch eine Gleichung verknüpft sind, dennoch in ihrer Veränderlich- 
keit sich gegenseitig einschränken. Ist nämlich wenigstens einer unter 
den absoluten Werten |j} , |), | kleiner als 2, so handelt es sich um 
ein Paar erster Species, und also gilt dann die erste Ungleichung (11). 
Man bemerke aber weiter, dass das Substitutionenpaar V, V,, V> die 
Invarianten Jis, J2, Jı besitzt. Ist also |j | <2, so stellt U, P,, Vy’ 
seinerseits ein Paar erster Species dar. Bei der Symmetrie der In- 
variante j_ı,2,1,—2 in f; Jz; ho gilt somit der Satz: Ist wenigstens 
einer der drei absoluten Beträge |jı |, | Jal, Jia; kleiner als 2, so gilt die 
Ungleichung: 


(12) a -F Jz E Je E JiJzJi2 = z 2. 


Als Ergänzung dieses Satzes wird man leicht noch den folgenden be- 
weisen: Ist wenigstens eine der Zahlen ' jil, Je |; Jia | gleich 2, so gilt 
notwendig: 


(13) mit Je S ae 


Hierdurch kommen unendlich viele Wertsysteme für die j, J2, Jia zum 
Ausschluss, so dass die drei Invarianten sich in der That in ihrer 
Veränderlichkeit gegenseitig einschränken. 

Wir sehen nun weiter von den Paaren der dritten Species ganz 
ab und präcisieren das oben bereits angedeutete Theorem über die 
Bestimmtheit der Classe durch ihre Invarianten j,, je, Jio in der fol- 
genden Weise: Jedes Tripel reeller Zahlen ji, J>, Jio, für welches die 
Ungleichung: 

(14) I de Ihe 2 Z 2 

mit der Bedingung besteht, dass das obere Zeichen das zutreffende ist, 
sofern wenigstens eine der Zahlen | jil, ljal, |J | <2 ist, definiert ein- 
deutig eine zugehörige Classe von Substitutionenpaaren der ersten bez. 
zweiten Speeies. Der Beweis entspringt aus dem Umstande, dass wir 
aus den gegebenen Zahlen 5,, J2, Jio stets ein zugehöriges reduciertes 
Paar V, 7} zu berechnen vermögen, dass sich aber die gesamten 
hierbei im Einzelfalle eintretenden Paare als äquivalent ergeben. 

Gilt nämlich zunächst in (14) das obere Zeichen, so werden wir 
aus Jis J2, Jp ein reduciertes Paar der Gestalt (1) berechnen. Hier 


i y ie . u. 5 = r 
gilt dann direct =, j, & = ə Jee Es werden aber in V, nicht 
ß, und y, zugleich null sein können, da sonst V, = 1 und j-i, 2.1, 2 =? 


.. . .. N — 1 . . 
wäre. Durch Transformation vermöge & = , , die noch statthaft ist, 
S 


D 
wo wt 


Lens’ 
E Bi» 0% 
dass der dritte Coefficient von V, von null verschieden ist. Letzterer 
kann sodann durch die noch zulässige Transformation vermöge ¢' = xé 
bez. ¢ = — x¢ stets gleich 1 gemacht werden, so dass sich eindeutig 


geht aber dieses V, in ( ) über; und also dürfen wir annehmen, 


y=1,ß- ,J?— 1 bestimmt. Für V, gilt: 
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(15) o Ba + Yabi = Jie — 3 J1J2>? č — BE i 


wo man für ß, und «, die schon berechneten Werte eintragen wolle. 
Ist V, parabolisch und also ß, = 0, so ist V, eindeutig bestimmt. 
Andrenfalls sind ß, und y,ß, die Wurzeln der Gleichung: 


z — WE —: 2 5) ton — 4) (j,* 4)= 


deren Diseriminante gleich (jJ—1, 2,1, —2 — 2) und also positiv ist. Es 
ergeben sich solcherweise zwei De reeller Substitutionen V1, P2, 
die jedoch nur in V, differieren. Beide Paare sind aber iquirat 
denn sie gehen in einander durch Drehung von der Periode zwei um 
den Fixpunkt von V, über, eine Drehung, welche elliptisch ist oder 
eine Spiegelung vorstellt, je nachdem V, elliptisch oder hyperbolisch 
ist. Für die Paare erster Species ist hiermit das obige Theorem 
bewiesen. 

Zur Vorbereitung späterer Untersuchungen merken wir noch den 
folgenden, aus der eben gegebenen Entwicklung unmittelbar hervor- 
gehenden Satz an: Die Coefficienten des berechneten, zu den Invarianten 
Jis Jay Jio gehörigen reducierten Paares erster Species sind in diesen Invarianten 


entweder direct oder nach Adjunction von Yj_ı,2,1,— 2 — 2 rational, je 
nachdem unter den Substitutionen Vi, V, wenigstens cine parabolische ist 
oder nicht. 

Gilt nun in (14) das untere Zeichen, so ist notwendig | j | > 2, 
|» >2, |Ja|>2. Im reducierten Paare (3), welches wir nunmehr 


zu berechnen haben, dürfen wir sogleich 6, = O annehmen, worauf sich 
(16) 2a =j Vi — 4, 20 =A F 


: ; . = ; , 
ergiebt. Bei Transformation durch = a permutieren sich «, und dj; 


wir dürfen demnach in (16) die oberen Zeichen als die gültigen an- 
nehmen und haben damit V, als reelle Substitution eindeutig bestimmt. 
Die Coeffieienten œ, und ò, berechnen sich nunmehr eindeutig aus: ~ 


t +- Ò= Jz; te 
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während sich für ß, daraufhin die Gleichung ergiebt: 


(h — 4) B: = 2 — J-ı, 2,1, —2. 
Die beiden hieraus entspringenden Werte ß, differieren nur im Vor- 
zeichen, so dass sich die beiden zugehörigen Substitutionenpaare durch 
Transformation vermöge $' = — É als äquivalent erweisen. Also gilt 
der zu beweisende Satz auch hier*). 

Es könnte auffallen, dass bei der eben vollzogenen Rechnung die 
Ungleichungen 5, | > 2 und | Jio , > 2 nicht explicite gefordert werden. 
Indessen sind dieselben durch die beiden Ungleichungen |j |>2, 
J-1,2,1,—2< 2 immer bereits mitgegeben. Man sieht dies am leich- 
testen durch Vermittlung von V, und V, selber. Eine Substitution 
mit = y ist stets hyperbolisch; denn die Coordinaten des Fixpunktes 
sind allgemein 2, ò — «, — 2y, so dass im fraglichen Falle der 
Fixpunkt auf der Geraden 2, + z, = 0, d.h. ausserhalb der Ellipse 
liegt. Man hat somit i5,|>2, und ähnlich lässt sich |j; >2 
zeigen. — 

Die hier besprochenen Invarianten linearer Substitutionen sind 
wiederholt von Poincaré in Benutzung gezogen worden. Erstlich gelten 
den linearen homogenen Substitutionen von n Variabelen die allgemeinen 
Ansätze, welche Poincaré zu Beginn seiner Arbeit „Sur les groupes des 
équations lincaires“**) entwickelt; speciell die binären Substitutionen und 
Substitutionenpaare behandelt Poincaré im Verlaufe der Arbeit „Les 
fonctions fuchsiennes et arithmétique“ ***). Jedoch findet sich an letzterer 
Stelle keine consequente Theorie der Substitutionenpaare, wie sie vor- 
stehend entwickelt ist. An Poincaré knüpft mit weiteren Ausführungen 
und Anwendungen H. Vogt in seiner Pariser Dissertation „Sur les 
invariants fondamentaux des equations différentielles Iincaires du second 
ordre‘ y); doch enthält diese letztere Arbeit einige irrtümliche An- 
gaben und bleibt in den gruppentheoretischen Anwendungen ohne 
abschliessende Resultate. 


$ 11. Einführung der Moduln j}, jə, Ją für die kanonischen Polygono 
der Gattung (0, 3). 


Die parabolischen Rotationsgruppen oder Gruppen der doppelt- 
periodischen Functionen bilden bekanntlieh ein ganzes Continuum von 
*) Nebenher sci bemerkt, dass für die Paare dritter Species das Theorem 
des Textes nicht mehr gilt. 
*#) Acta mathematica, Bd. 4 pg. 201 (1883). 
+4#) Ljouville’s Journal, Serie 4 Bd. 3 pg. 405 (1887). 
+) Annales de l'Ecole Normale, Serie 3 Bd. 6, Supplement (1839). 
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Gruppen. Letzteres konnten wir durch die einzelne complexe Variabele œ 
‘4 dem Sinne beherrschen, dass wir durch Angabe eines einzelnen 
Wertes œ mit positivem imaginären Bestandteil eine einzelne „Classe“ 
parabolischer Rotationsgruppen eindeutig zu definieren vermögen. In 
Übertragung einer bekannten Sprechweise wollen wir œ als den „Modul“ 
der parabolischen Rotationsgruppen benennen. 

Zu einem analogen Sachverhalt werden wir nun stets gelangen, 
wenn wir mit einem Continuum von Gruppen zu thun haben. So 
stellt sich dem Modul œ bei der einzelnen Gattung hyperbolischer 
Rotationsgruppen ein System von Moduln gegenüber, welche uns in 
derselben Weise gestatten sollen, die Mannigfaltigkeit der Gruppen 
dieser Gattung zu überblicken und das einzelne Individuum aus dieser 
Mannigfaltigkeit durch particuläre Zahlwerte dieser Moduln eindeutig 
zu definieren. 

Die so postulierten Moduln werden uns nun unmittelbar von den 
Invarianten ji, ja,... der erzeugenden Substitutionen geliefert werden ei 
Hiermit genügen wir zugleich der Forderung der Invarianz; in der That 
werden wir ja Gruppen oder Polygone, die durch Substitutionen erster 
oder zweiter Art in einander transformierbar sind, als äquivalent in eine 
Classe vereinen und in Ansehung der für uns vorliegenden Fragen 
nicht als wesentlich verschieden betrachten. 

Methode und Charakter der hiermit eingeleiteten Theorie der Moduln 
der hyperbolischen Rotationsgruppen wollen wir nun zunächst am niedersten 
Falle, nämlich demjenigen der Gat- 
tung (0, 3) erläutern. Wir setzen uns 
zuvörderst mit den bezüglichen oben 
(pg. 286 ff.) gewonnenen Ergebnissen 
in Contact. 

Für eine Gruppe I’ der Gattung 
(0, 3) möge in Figur 119 ein Doppel- 
dreieck gezeichnet sein, dessen drei 

Ecken &,, &, & die Erzeugenden 
Vi, Fo, V; liefern. Wählen wir diese 
Substitutionen, wie in Figur 119 an- 
gegeben, so besteht die Relation: 





Vig. 119. 


(1) V, V, V, = 1 oder %' = V, V}. 


*, Wir vermeiden hier mit Absicht die vom Falle der parabolischen Rotations- 
gruppen her nahegelegte Bezeichnung o, , ®,, ... für die Moduln, um für die o, , @,, .«* 
die typische Bedeutung als Integralperioden zu reservieren. 





> 
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Wir fixieren etwa & in der Art, dass die Seite ee, mit der ima- 
geinären -Axe coineidiert; V, V, würden dann ein reduciertes Paar 
erster Species vorstellen. Vi, Və, Fẹ lassen sieh in der pg. 287 an- 
gegebenen Art in den Spiegelungen: 


(2) V=, V=, V, 





an den drei Seiten des in Figur 119 links gelegenen Elementardreieeks 
darstellen. 

Zu Moduln des Doppeldreiecks und damit der Gruppe I’ wählen 
wir nun die Invarianten Ji, ja, Jio des Paares Vi, V,, wobei zufolge 
(1) die Invariante j,, vielleicht vom Vorzeichen abgesehen (worüber 
sogleich nähere Untersuchung anzustellen ist) der Invariante j, von 13 
gleich ist. Da V,, V, ein Paar der ersten Species vorstellen, so gilt 
J—1,2,1,—2 > 2 oder explicite: 

(3) Dh de Add — 2>3; 

weitere Bedingungen werden vom vorigen Paragraphen nicht geliefert. 
Es tritt nun die principielle Frage auf: Ergeben sich über (3) hinaus 
durch die Natur der kanonischen Discontinuitätsbereiche der Gattung (0, 3) 
noeh weitere einschränkende Dedingungen für die Moduln ji, Jz, Jio, nd 
eventuell welches sind diese Bedingungen? *) 

In dieser Hinsicht haben wir zunächst unmittelbar den folgenden 
Satz zu formulieren: Diejenigen unter den Moduln ji, ja, j= + Jia, 
welche zu elliptischen Substitutionen gehören und also absolute Beträge 
| je | <2 haben, genügen den Gleichungen: 
(4) Iiki=2 cos T 
wo lą die Periode der zugehörigen clliptischen Substitution V} ist. Dies 
folgt unmittelbar aus der bekannten Natur elliptischer Polygonecken. 
Die absoluten Werte der Invarianten sind in der That nichts anderes 
als die doppelt genommenen Cosinus der halben Drehungswinkel der 
betreffenden Substitutionen, ein Satz, der natürlich auch für die auf 
und ausserhalb der Ellipse gelegenen Ecken gilt. 

Hiermit sind aber noch nicht die sämtlichen Bedingungen für die 
Moduln aufgestellt, und wir werden, um im dieser Hinsieht Voll- 
ständigkeit zu erzielen, erst noch einige vorbereitende Untersuchungen 
durchführen müssen. 


*) Dieses Problem (jedoch in minder eutwickelter Form) spielt auch schon 
in Poincar6’s Arbeit „Théorie des groupes fuchsiens‘“‘ (Acta mathematica Bd. 1, 
1882) eine Rolle; siehe z. B. daselbst pg. 50 unten. 
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Erstlich ist es notwendig, gleich hier am Anfang über die Vor- 
zeichen der Coefficienten von Vi, T2, F, eindeutige Festsetzungen zu 
treffen. Wenn man will, kann man diesen Schritt als den Übergang 
zur homogenen Schreibweise der Substitutionen V auffassen. In dieser 
Hinsicht bestimmen wir, dass, falls ji nicht verschwindet, stets J; > 0 seim 
soll, und haben dadurch die Vorzeichen der Coefficienten von Vi, sofern 
diese Substitution nicht elliptisch von der Periode 2 ist, eindeutig festgelegt. 

Liegt aber eine Substitution von der Periode 2 vor, so ist eine etwas 
ausführlichere Betrachtung notwendig. Die einzelne elliptische Sub- 
stitution V, welche als Erzeugende bei einer unserer Gruppen fungiert, 
haben wir stets so fixiert, dass sie eine Drehung im positiven Sinne 
um den bezüglichen Fixpunkt e vorstellt. Es kommen dann für uns 
nur solche Drehungen zur Geltung, deren Drehungswinkel $ < x sind. 
Nachdem wir soeben festsetzten, dass bei < x die Invariante j von V 
positiv sein soll, wollen wir den Fall = x, d.h. den einer Sub- 
stitution der Periode 2, als Grenzfall dieser Festsetzung fassen. Es zeigt 
sich in der That, dass diese Bestimmung die Vorzeichen der Coeffieienten 
im vorliegenden Fall eindeutig festlegt. Wählen wir & nämlich so, dass 
im Punkte e &=i wird, so haben wir für <x die Substitution 


y = ( 6. P) mit positiven « und ß; denn es ist j= 2a >00, und ¢= 0 
— h, «a 
wird durch V in einen positiven Wert E transformiert. Wird nunmehr 


d = x, so wird œ = 0 und ß = 1, d.h. wir erhalten ( > a und 


— 1,0 
e oe : 
nicht etwa o a als elliptische Substitution der Periode 2; und 
2 


also ist in der That Eindeutigkeit erzielt. 

Die getroffene Festsetzung ist ihrer Natur nach invariant bei 
Transformation dureh eine Substitution erster Art; doch bewahrt sie, 
wie wir nebenher bemerken, diesen Charakter nicht, falls wir durch = 
eine Substitution zweiter Art transformieren, weil nämlich bei einer 
solchen Transformation die Pfeilriehtung der Substitution in die ent- i 
i 


2 ) durch 


cegengesetzte verwandelt wird. Transformieren wir aber ( 10 
Tr 


. so folgt: 


( ae 0, ie (ee a 
=e a/l, Ae U \-—-&, —ab—.cd/ 


Hier ist beständig B>0, y <0, was neben j = O bereits durch $ >y 
eindeutig festgelegt ist. Indem wir zusammenfassen, haben wir fol- 


; y en a 
die reelle unımodulare Substitution erster Art (& 
NC 3) 
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gendes Resultat: Die Vorzeichen der Coefficienten in den Substitutionen 
V; können wir durch die Festsetzungen j; > bez. im Falle einer elliptischen 
Substitution der Periode 2 (d.i. für j; =0) durch B; > y: eindeutig fixieren. 
Es ist dies eine äusserst wichtige und weiterhin oft zur Verwendung 
kommende Bestimmung. — 

Des weiteren haben wir eine rein geometrische Betrachtung an- 
zustellen. Wir teilen zunächst alle für uns in Betracht kommenden 
Dreiecke der Ecken e,, &, & in vier Kategorien, je nachdem keine, 

€ eine, zwei oder alle drei Ecken ausserhalb der Ellipse liegen; in 
Figur 120 sind diese vier Kategorien durch Nummern unterschieden. 


JIT 


\ 
ES 





Fig. 120 


Wir sehen alsdann für den Augenblick von der Forderung ab, dass 
die im Ellipseninnern gelegenen Winkel aliquote Teile von x sein 
sollen, halten jedoch daran fest, dass keiner dieser Winkel grösser 
als ein rechter sein darf. Es gilt dann, einzusehen, dass die sämtlichen 
so charakterisierten Dreiecke ein Continuum darstellen. in welchem die 
Dreiecke mit einem oder zwei rechten Winkeln die Grenzfülle abgeben *). 

In der That ist unmittelbar ersichtlich, dass alle Dreiecke mit 
drei auf der Ellipse gelegenen Ecken ein Continuum darstellen. Irgend 


u 






*) Weitere Grenzfülle werden von denjenigen Dreiecken geliefert, bei denen 
sine oder mehrere Seiten l’angenten der fundamentalen Ellipse sind. Doch siud 
diese Dreiecke bereits unbrauchbar und konımen im Texte nicht in Betracht. 
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eines unserer Dreiecke lässt sieh aber stets eontinwerlich in ein 
Dreieck der eben gemeinten Art umwandeln, wobei im Verlaufe der 
Umwandlung die sämtlichen Winkel dauernd spitz sind. Zu diesem 
Ende werden wir im Falle der ersten Kategorie etwa e, zunächst an 
seiner Stelle lassen, die Punkte e, und e, aber auf den Verlängerungen 
der Seiten e,e, und e,e, nach unten bis zur Ellipse verschieben. Hierbei 
ist nur darauf zu achten, dass die dureh e, und e, hindurchlaufende 
Gerade während des Processes 

/ weder über den Pol vone;e, noch 

| den von £,e, hinübergesehoben 
wird (ef. Figur 121). In den 
übrigen Fällen regelt sich der 
Process zum Teil noch einfacher. 
Liegt ein Dreieck mit einem 
rechten Winkel vor, so wolle man 
das Dreieek gleich anfangs so 


rm 
umwandeln, dass derselbe < 5 


wird; denn wir haben sehon 
betont, dass im Verlaufe der 





9 


Umwandlung kein Winkel = = | 


oder gar > 5 werden soll. Haben wir gar ein Dreieck mit zwei rechten 

IPinkeln, so ist dies im doppelten Sinne ein Grenzfall. Die dritte Ecke 

liegt dann offenbar ausserhalb der Ellipse und stellt den Pol der gegen- 
überliegenden Seite dar. Die zu- 





Sy ' gehörige Gruppe wird elementar 
D 4 und ist nach Analogie mit früheren 
INN. Bezeichnungsweisen als Ayper- 

% 1 LEN bolische Diedergruppe zu benennen 














ewisse Continuitätsbetrachtungen, 


u’. > (ef. Figur 122). — 

s] f À EN. — ; 

Br Die eben gegebenen Darlegun- 
T E DS gen liefern uns die Grundlage für 


/ Be ) S4 N wie wir sie hier und entsprechend 
ar l EA - in der Folge oft wiederholt an- 
-o \ "a , N i l 

~a _ zustellen haben. Wir machen gleich 
ie hier von Betrachtungen dieser Art 


bei Entscheidung der Frage Ge- 
brauch, ob in der Gleichung ją = + Jie das obere oder untere Zeichen 
gültig ist. Damit diese Frage einen Sinn hat, werden wir natürlich 
Js > 0 voraussetzen. 
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Zur Beantwortung der aufgeworfenen Frage wandeln wir das 
vorgelegte Dreieck innerhalb des oben beschriebenen Continuums in 
ein solelies Dreieck um, dessen Ecken auf der Ellipse gelegen sind. 
Die Erzeugenden V,, V}, V, werden hierbei stetige Änderungen erfahren, 
und keine der Invarianten j; geht durch O hindurch, da während des 
Processes keine rechten Winkel auftreten. Besteht zu Anfang eine der 
Gleichungen j, = 0, J= 0 oder gar beide, so werden zufolge der 
vorausgesandten Bemerkungen und Festsetzungen die Invarianten j, J> 
mit Beginn des Continuitätsprocesses zu positiven Werten übergehen *). 
Da am Ende des Processes Vi, Və, V} parabolisch geworden sind und 
die Invarianten dauernd positiv sind, so sind die Endwerte: 


h=2, j= 2, j= Eh: = 2. 
Die Ungleichung (3) pg. 343 liefert daraufhin: 
12 +8—2>2, 


und also kann nur das untere Zeichen gelten. Hieraus schliessen wir 
nun gleich allgemein: Die Simultaninvariante j,, des Paares V,, V, genügt 
der Bedingung Ji = — Js, und entsprechend gelten die Gleichungen: 


(5) E dam In Sud 

so dass die Invarianten Jis, J23, Js, zufolge unserer Festsetzungen niemals 

positiv sind. In der That ist ja während des Umwandlungsprocesses 

die Invariante 7, nicht durch O hindurehgegangen und hat sich stetig 

geändert; sie muss somit schon anfangs negativ gewesen sein. 
Nachdem dies festgestellt ist, nehmen wir die Aufstellung aller 

für die Moduln Ji, J2; Jo gültigen Bedingungen näher in Angriff. 


ş 12. System der charakteristischen Bedingungen für die Moduln 
der Gattung (0, 3). Mannigfaltigkeit aller Gruppen (0, 5). 


Unsere Festsetzungen über die Vorzeichen der Coefficienten in 
Vi, Va hatten, wie wir eben sahen, die Ungleichung jip <O im Ge- 
folge. Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen können wir demnach 
dahin zusammenfassen, dass für die Moduln ji, ja, Jie = — jẹ unseres 


*) Übrigens ist es sehr leicht, den Fall J; = 0 auf Grund von f; > y; unter 
Gebrauch der für ein reduciertes Paar erster Speeies in (1) pg. 336 aufgestellten 
Gestalt von V,, V, einer directen Behandlung zu unterziehen. Ist etwa V, von 
der Periode 2, so lege man den Fixpunkt direct nach ¢ = i und lasse sich ee, 
in der Richtung auf € = œ anschliessen. Dann ist ‘= ( a a F, = E P) 

u 7, a 
mit «> 0, P>0 und > y|, worans man die zu beweisende Ungleichung 
l = — B + y <0 unmittelbar abliest. 


3 


348 II. Ausführliche Theorie der Polygongruppen. 


Polygones P, bez. unserer Gruppe T der Gattung (0, 3) folgende not- 
wendige Bedingungen bestehen: Es muss erstlich: 

(1) I = I = Je’ u JJe = 

gelten; sodann bestehen teils auf Grund von Festsetzungen teils als Folgen 
solcher die Ungleichungen: 


(2) 129 „ZI est, 


wobei jedoch das Gleichheitszeichen zugleich höchstens an zwei Stellen 
gelten darf (hyperbolische Diedergruppe); endlich erfüllen diejenigen Moduln 


Jis des Is = — Jio, welche < 2 sind, die Gleichungen: 
(3) ji = 2 cos Ñ, 


t 


unter l; jedesmal eine ganze Zahl > 1 verstanden. 

Die aufgestellten Bedingungen sind nun nicht nur notwendig, 
sondern auch hinreichend; in der That gilt, wie wir jetzt nachweisen 
wollen, der Satz: Jedes Tripel reeller Zahlen ji, Ja, Jio, die den Be- 
dingungen (1), (2) und (3) geniigen, kommt als System von Moduln bei 
ciner und nur einer Classe von Gruppen bez. Polygonen der Gattung (0, 3) 
wirklich vor; die Classe ist demnach durch jenes Zahlentripel als ein- 
deutig definiert anzuschen. Wir wollen den Sinn dieses Satzes dadurch 
abgekürzt bezeichnen, dass wir die Bedingungen (1), (2) und (3) als 
die „charakteristischen Dedingungen für die Moduln der Gattung (0, 3)“ 
benennen. Auch bei den höheren Gattungen wollen wir die gleiche 
Bezeichnungsweise in demselben Sinne verwenden. 

Der aufgestellte Satz ist dadurch zu beweisen, dass wir dem 
einzelnen unserer Zahlentripel J, J2, Jio stets ein und im wesentlichen 
auch nur ein als Discontinuitätsbereich brauchbares Elementardreieck 
zugewiesen finden. 

Wir bemerken zunächst, dass nach pg. 359 zu Ji, Je, J12 nur eine 
Classe von Paaren erster Species gehört, und wir wählen aus der Classe 
das particuläre Paar V,, V} mit den Fixpunkten e,, &. 

Zwei Punkte besitzen nun in der projectiven Ebene an sich zwei 
gerade Verbindungsstrecken, von denen die eine die Verlängerung der 
anderen ist. Es ist demnach die Frage, welche unter diesen beiden 
geradlinigen Strecken zur Dreiecksseite ee, zu wählen ist. 

In dieser Hinsicht bemerken wir zunächst, dass e, e, das gänzlich im 
Ellipseninnern verlaufende Stück sein muss, falls V, und V, nicht 
hyperbolisch sind. Haben wir zwei nicht-elliptische Substitutionen 
Vi V2, so muss «ec, durch die Ellipse hindurchziehen. Ist endlich 
die eine Substitution elliptisch, die andere hyperbolisch, so muss e, e, 
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diejenige Strecke sein, welche von der Polare des hyperbolischen 
Punktes geschnitten wird. Sollte der elliptische Punkt auf jener Polare 
legen, so können wir ee, nach Willkür mit der einen oder anderen 
der beiden fraglichen Strecken identificieren und erhalten übrigens 
eine hyperbolische Diedergruppe. Man wolle sich alle diese Angaben 
etwa an den vier Dreieckstypen der Figur 120 pg. 345 deutlich machen. 

Sollen nun V,, V, als Gruppenerzeugende unserer Art brauchbar 
sein, so müssen die zugehörigen Drehungsrichtungen in der durch 
Figur 123 angegebenen Art orientiert sein (cf. Figur 119)*). Hierbei 
ist zu bemerken, dass zwar bei einer 
hyperbolischen oder parabolischen Sub- 
stitution der Drehungssinn von vorn- 
herein geometrisch eindeutig bestimmt 
ist, nicht aber bei einer elliptischen 
Substitution. Wir erreichen dies hier, 
wie ausdrücklich hervorgehoben sein 
soll, nur durch die besondere Fest- 
setzung, dass der zugehörige Drehungs- 
winkel < x ist. e 

Bei einer unter den Substitutionen Fig. 123. 
Vi, Vo dürfen wir nun die Pfeilrichtung 
willkürlich wählen; denn wir können nötigenfalls V,, V> zugleich noch 
durch die Spiegelung an der Geraden e,e, transformieren. Ausserdem 
aber können wir offenbar bei einer elliptischen Substitution der Periode 2 
ohne sonstige Änderung die Pfeilrichtung umkehren. Ist demnach 
wenigstens eine der Substitutionen V,, V> von der Periode 2, so 
können wir für die zweite und sodann auch noch für die erste die 
Pfeilrichtung nach Vorschrift von Figur 123 wählen. Ist aber keine 
der Substitutionen 7, V, von der Periode 2, so können wir etwa bei 
die gewünschte Pfeilrichtung annehmen. Es ist aber dann durch- 
aus die Frage, ob die Pfeilrichtung von V, die richtige ist oder nicht. 

Die Beantwortung dieser Frage stützt sich auf folgenden Satz: 
Die Substitutionen V,, V, drehen um ihre Fixpunkte e,, ce, beide in dem 
gleichen oder im entgegengesetzten Sinne, je nachdem: 


(4) Ida 2j >0 oder <O 
zutrifft. Den Beweis dieser Behauptung führen wir wieder auf Grund 


einer Continuitätsbetrachtung und schieken zu diesem Zwecke folgende 
Bemerkung voraus. 


— 





nn 


t) Figur 123 ist so angeordnet, dass die Strecke e,e, nicht durch das Un- 
endliche hindurehzieht; dies ist stets erreichbar. 
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Die Coordinaten von e; in der projectiven Ebene sind dureh 
(2B:, Ô: — «i, — 2 y:) gegeben. Die Bedingung, dass e, auf der Polare 
von &, und damit e, auf derjenigen von e, gelegen ist, findet sich 
damit vermöge einer leichten Zwischenreehnung zu: 


(5) 2B ya + (ô, — 1) (2 m) + 2 By. 
Man überzeuge sich nun, dass die linke Seite dieser Gleichung gerade 
die in (4) auftretende Invariante (2 jie — JıJ2) ist: 


(6) 2 Bye FOE O %) + 2B 9 = 2 jie — Ji J2- 

Bei jeder continuierlichen Veränderung von V,, V, bei welcher e, 
niemals die Polare von p passiert, wird demnach dauernd entweder 
die erste oder zweite Ungleichung (4) bestehen. 

Nun lassen wir V,, V, stetig in parabolische Substitutionen über- 
gehen, wobei e, und e, auf die Ellipse rücken. Dies lässt sich stets 
in der Art ausführen, dass (2 jie — Jı Ją) dauernd von null verschieden 
ist; auch meide man mit V,, V, elliptische Substitutionen der Periode 2, 
so dass j, und j, stets >O sind. Im Falle der Figur 123 wird man 
etwa zuerst e, bis e, verschieben und sodann e, nach e, rücken lassen. 
Man wähle dabei & so, dass in den neuen Punkten e, und e, bez. die 
Werte &=0 und é = œ zutreffen. Die Substitutionen haben dann 
die Form angenommen: 


1.0 1,288 
en 
n i Fi i 0 i 


und hier ist y, <0 zufolge unserer Festsetzung, dass bei V, der 
positive Drehungssinu vorliegen sollte, während andrerseits bei V, 
der positive oder negative Drehungssinn vorliegt, je nachdem ß, > 0 
bez. < 0 ist. Nun folgt aus (6): 


II — 2J = 2: 
und also ist unsere durch (4) charakterisierte Regel für die Sub- 
stitutionen (7) thatsächlich richtig. Sie gilt dann aber zufolge unserer 
Überlegung auch allgemein *). 
Jetzt haben wir nur noch zu bemerken, dass für das oben ge- 
meinte Paar W,, V, die Juvarianten j} und j, > O sind, und dass zu- 
folge (2) pg. 348 immer j <0 ist. Es gilt somit stets die erste 


unter den Ungleichungen (4), d. h. die zum vorgelegten Tripel 

*) Ersetzt man eine der beiden Substitutionen V,, V} durch ihre inverse 
(wobei sich deren Pfeilrichtung umkehrt), so wird (j, Je — 2j) das Vorzeichen 
wechseln; in der That zeigt Formel (6), dass der Zahlwert von (J; J} — ji 
genau in deu entgegengesetzten übergeht. i 
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Jis Jz, J2 gehörenden Substitutionen haben die in Figur 123 angedeu- 
teten Pfeilrichtungen. 

Žur Fortsetzung der Construction des zum vorgelegten Tripel 
Jis Ja» Jip gehörenden Elementardreiecks bemerken wir, dass die Winkel 
bei e, und e, durch j, und j, unmittelbar gegeben sind. Um sie zu 
construieren, führen wir die zu V, und V, gehörenden cyclischen 
Gruppen ein und erweitern jede derselben durch Zusatz der Spiegelung 
V, an ee, welche ja jede der Substitutionen V,, V, in ihre inverse 
trausformiert. Die Symmetriegeraden der in diesen Gruppen enthaltenen 
Spiegelungen bilden zwei Strahlenbüschel durch e, und €>; und dabei 
werden, sofern wir an den Festsetzungen von Figur 123 festhalten, 
auf e, e, zur Linken die beiden Symmetriegeraden von: 
(8) G= rm, V= VF, 
unmittelbar folger. Liegt nämlich e; auf oder ausserhalb der Ellipse 
(und ist damit V; nicht-elliptisch), so ist dies selbstverständlich. Ist 
V; aber elliptisch, so berufen wir uns darauf, dass der Drehungs- 
winkel <x und also der halbe Drehungswinkel, d. i. der Winkel 


. . yr Tr . JE . 
zwischen den Symmetriegeraden von V, und 7; V, notwendig < — ist. 


Da aber stets der doppelte Cosinus dieses Winkels, nötigenfalls. vom 
Vorzeichen abgesehen, durch die Invariante gegeben ist, so folgt für 
unsere Substitution V; aus (3) pg. 348 als Grösse des fraglichen spitzen 


Winkels m Im Innern dieses Winkels kann demnach auf Grund be- 
i 
kannter Sätze keine weitere Symmetriegerade liegen. 

Man veranschauliche sich nun die Lage der beiden zu 17 
gehörenden Symmetriegeraden; liegt z.B. e; auf oder ausserhalb der 
Ellipse, so wird die durch e; hindurch- 
ziehende unter diesen beiden Geraden 
dıe Ellipse nur auf der linken Seite von 
eĉ schneiden. In jedem Falle wollen 
wır den Schnittpunkt e, unserer beiden 
Geraden markieren und damit das Drei- 
eck der Ecken e,, e>, €, einführen, dessen 
bei e, gelegener Winkel nunmehr der 
näheren Discussion zu unterwerfen ist. 

Zwei zunächst nicht ausgeschlossene 
Gestalten von Dreiecken bieten sich hier 
dar, welche für unsere weiteren Zwecke 
unbrauchbar sein würden. Es könnte 
einmal sein, dass eine der Dreiecksseiten im der durch Figur 124 an- 
gezeigten Art ihren Endpunkt e, bereits vor Eindringen in die Ellipse 





Fig. 121 
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erreichte. Es könnte zweitens e, zwar im Ellipseninnern gelegen sein, 


jedoch der hierselbst vorliegende Dreieckswinkel den Betrag = über- 
steigen. 

Aber wir überzeugen uns leicht, dass keine dieser Möglichkeiten ein- 
treten kann. Läge nämlich einer dieser Fälle vor, so wollen wir e, auf der 
in Figur 124 punktiert gezeichneten Linie nach irgend einem Punkte e, 


von ©, e, verschieben. Hierbei hat keine der Invarianten 5,, ja, Jı, einen 


. 5 e . . m . 
Zeichenwechsel erfahren, da kein Dreieckswinkel den Betrag passiert 


> 
hat; man wolle nur bemerken, dass doch 5j,, die Invariante der Substitution 
Vi V= I, ' Vy * mit dem Fixpunkt e, ist. Nun ist anfangs und also auch 
am Schluss jẹ <0. Dies aber widerstreitet dem Umstande, dass schliesslich 


s PEN . 1,0 
7 und V, übereinstimmend gleich F 1 werden, was J, = 2 ergiebt. 
, 
Die abnormen Gestalten der Dreiecke können somit nie eintreten. 


Vielmehr wird, wenn e, im Innern der Ellipse liegt, der Dreiecks- 


winkel daselbst < " sein und berechnet sich daraufhin aus (3) pg. 348 


22) 


7 . . . . en 
zu > Liegt e ausserhalb der Ellipse, so werden die Seiten e,e, und 
3 


6, in das Innere der Ellipse eindringen bez. dasselbe durchdringen. 
Wir erkennen im Dreieck somit unmittelbar einen Discontinuitäts- 
bereich zweiter Art, und also ist unser Theorem vom Anfang des 
Paragraphen bewiesen. — 

Wir können dem gewonnenen Ergebnis auch dahin Ausdruck 
verleihen, dass wir sagen, umser Dreieck sei durch seine Winkel bez. 
dureh die Cosinus derselben bereits eindeutig bestimmt. Es ist dies eine 
Eigenschaft, welche die hier vorliegenden Dreiecke mit den gewöhn- 
lichen sphärischen Dreiecken teilen. Wir schliessen hieran die histo- 


rische Bemerkung, dass unsere obige Invariante: 


D)? 
| jL l 
l, oJ A2 | 
i gr 
(9) Au "the IE 1% sh I; 


1. Ge 

3J12) Jz? l 
ganz entsprechend in den Cosinus der Wiukel eines sphärischen Drei- 
ecks gebildet, in Entwicklungen der sphärischen Trigonometrie und 
Stereometrie seit lange eine ausgedehute Rolle spielt*). Die Quadrat- 
wurzel aus der in (9) auftretenden Determinante nennt v. Staudt 


*) Siehe z. B. Lexell in den Acta Petropolitana von 1782, I, pg. 71 ft. 
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den Sinus der dreiseitigen Feke (welche zum sphärischen Dreieck ge- 
hört)*). Ein solcher „Eckensinus“ findet z. B. bei der Bestimmung 
des Tetraedervolumens eine elegante Anwendung. — 

Wir überblicken hier nun auch ohne weiteres die Gesamtmannig- 
faltiskeit aller Gruppen der Gattung (U, 3): 

Ist keiner der drei Moduln Ji, J2, Ji absolut grösser als 2, so gelten 
drei Gleichungen (3) mit ganzen Zahlen > 2, die Möglichkeit l = co 
eingeschlossen. Mit Angabe der Zahlen lL, l, I; ist offenbar die Classe 
eindeutig bestimmt; wir wollen dem Gattungscharakter (0, 3) die drei 
ganzen Zahlen l anfügen und nennen alsdanı (0, 3; lL, L, 4) die 
„Signatur der Classe“. 

Ist eine unter den drei Substitutionen 17, F2, F,, etwa die letzte, 
hyperbolisch, so sind mit Angabe der beiden Zahlen l, /; die Moduln 
Jı; Ją eindeutig bestimmt, während 7, unterhalb der durch J < — 2 
angegebenen Grenze continuierlich variabel bleibt. Es entspringen 
oo! Classen, die offenbar ein Continuum bilden. Man kann sich dies 
natürlich auch mit Hilfe der Discontinuitätsbereiche, d. ı. in unserem 
Falle mit Hilfe der Dreiecke e, €a, e deutlich machen, welche sich 
selbstverständlich mit den Invarianten stetig ändern. Das so gewonnene 
Continuum der oo! Gruppenclassen fassen wir nun zu einer „Familie 
von Gruppen oder Classen zusammen und nennen (0, 3; l, l) die 
„Signatur der Familie‘. Wir merken noch an, dass die Reihenfolge 
der Zahlen ! hier, sowie auch im obigen Falle einer Classe der 
Signatur (0, 3; l, b, l), offenbar gleichgültig ist; bei Transformation 
vermöge einer Substitution zweiter Art wird ja in der That die 
Reihenfolge der Ecken des einzelnen Elementardreiecks umgekehrt. 

Man wird endlich diese Betrachtungen leicht auf die Fälle aus- 
dehnen, dass zwei oder alle drei Substitutionen Fi, Fə, F3 hyperbolisch 
sind, und gewinnt solcherart unendlich viele Familien der Signaturen 
(0,3; L) sowie eine Familie der Signatur (0, 3). 

Wir fassen alle unterschiedenen Fälle zusammen, indem wir sagen: 
Ist v die Anzahl der in oder auf der Ellipse gelegenen Ecken e, €, e, bei den 
Dreiecken der einzelnen Familie, so stellt die Familie ein (5 — v)-fach 
unendliches Continuum von Gruppenclassen vor. Dieser Satz soll immer 
die Bedeutung haben, dass wir ein einzelnes kanonisches Polygon der 
Familie continuierlich in jedes andere Polygon der Familie überführen 
können, ohne dass wir Zwischengestalten von Polygonen durchsehreiten 
müssten, welche der Familie nicht angehören. 


*) Cf. Crelle’s Jonrnal, Bd. 24 pg. 252. 


Fricke-Klein, Automorphe Functionen, L 23 
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$ 13. Die Moduln und deren charakteristische Bedingungen für die 
kanonischen Polygone der Gattung ee D: Mannigfaltigkeit der 
Gruppen (1, 1). 

Bei der Behandlung der Gattung (1, 1) legen wir den kanonischen 
Discontinuitätsbereich einer zugehörigen Gruppe I’in seiner einfachsten 
Gestalt als Viereck P, zu Grunde und erinnern zunächst an die hierbei 
vorliegenden Verhältnisse (cf. pg. 285 ff.), welche wir hier zugleich 
in interessanter Weise fortzubilden haben. 

Wir haben drei Typen von Vierecken P, zu unterscheiden, je 
nachdem die Ecken innerhalb, auf oder ausserhalb der Ellipse liegen; 
| in Figur 125 sind diese drei Typen 
durch die Nummern 1, II, III unter- 
schieden. Die Gegenseiten des Vierecks 
sind durch die Substitutionen Fa und F, 
auf einander bezogen, welche die Er- 
zeugenden von I' sind und ein Paar 
zweiter Species vorstellen. Die Ecken 
e, €, €’, €” des Vierecks sind die Fix- 
punkte der vier gleichberechtigten Sub- 
stitutionen Ve, Pe, Ve, Ve”, von denen 
sich zufolge pg. 289 die erste wie folgt 
in Va, V, ausdrückt: 

(1) F, = V Va Vo 
V, ist elliptisch, parabolisch oder hyper- 
bolisch, je nachdem das Viereck P, zum 
ersten, zweiten oder dritten Typus ge- 
hört. Im ersten Falle ist die Winkel- 
summe des Vierecks ein von 2x selbst 
verschiedener aliquoter Teil von 2x. 
Übrigens kann man auch den Typus H 
als Grenzfall des Typus I oder auch IH 
ansehen, eine Auffassung, von der weiter 
unten gelegentlich Gebrauch gemacht 
wird. 

Es mögen nun die Invarianten des Paares zweiter Species Va, % 
durch Ja, Jo, Ja bezeichnet und als Moduln des Polygons P, heran- 
gezogen werden. Gewisse erste Angaben über diese Moduln lassen 


sich sofort machen. Zunächst ist nach pg. 338 die Invariante je von 
V. direct dureh: 


(2 Je = je HY F Jat Haha 
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gegeben; und da wir hier mit einem Paar zweiter Species zu thun 
haben, so gilt die Ungleichung: 

(3) Ja F Jë +F Ja — Jul) — 2? < ?. 

Die absoluten Werte von ja, Jo, J» sind > 2 (ef. pg. 292). Setzen wir 
ja> 2, 5> 2, so sind die Vorzeichen der Coeffieienten in Va, V, fest 
bestimmt. Aus (3) ergiebt sich nun leicht ja > 2, so dass wir zu- 
sammenfassend die Ungleichungen: 


(4) >22, >22, 5 >2 
constatieren. Für je folgen aus (2) und (3) beim zweiten und dritten 
Typus (Figur 125) die Bedingungen .— — ?, j <— 2. Beim ersten 


Typus ist jedenfalls | Je| < 2, und hier entspringt die Frage, ob j 
negativen oder positiven Wert hat. — 

Um diese sowie einige weiter auftretende Fragen in einfachster 
Weise zu beantworten, gehen wir nunmehr auf die schon pg. 293 er- 
wähnte Erweiterung der Gruppe I’ durch Zusatz der l. c. durch F 
bezeichneten elliptischen Substitution der Periode zwei ausführlich ein. 
Wir nennen die erweiterte Gruppe I” und wollen die hier eintretenden 
Verhältnisse zunächst in Allgemeinheit darlegen. 

In Figur 126 haben wir als Beispiel ein Viereck P, des ersten 
Typus herangezogen; doch gelten unsere Überlegungen uneingeschränkt 
auch in den beiden an- 
deren Fällen. Das Cen- 
trum e, des Vierecks ıst 
der Pol der Geraden 2,6, 
und liefert den Fixpunkt 
für die Substitution V 
der Periode 2, welche P 

= insichtransforniertund 
| die Erweiterung von 
I’ auf I” leistet. Die 
Schnittpankte der Po- 
laren p, p, wit den 
Vierecksseiten nennen 





wir, wie in Figur 126, 
e& bis e,; sie stellen 
offenbar die Fixpunkte 
der in I” enthaltenen: 
Substitutionen: 

(6) V= V Vo, Vas VeV, V= hn h= bol, 


dar. Da V, und V, dureh Vo iu ihre inversen Substitutionen trans- 
=,” 





Fig. 126 
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formiert werden, so sind die Substitutionen Vi, ..., V, elliptisch von 
der Periode zwei; da ferner: 

F (A = Tko (eo) = Pee eu 
ist, so stellen die Fixpunkte e; die Seitenmitten des Vierecks dar, gerade 
wie sich in eo die Diagonalen halbieren. 

Man kann Vo, Fi, Fè als Erzeugende von I” ansehen, da sich 
aus (5) sofort Fa Fo = Ta und Vi Yu, = F, ergiebt. Die Substitution V. 
stellt sich nun als Quadrat der in I” enthaltenen Substitution ViVa 
dar; denn es ist: 

(P1 Va)? = (V Fo Va)? = (PV Vo)? = Vo Va Vi Va. 

Der Punkt e ist somit Fixpunkt von V, Va, und entsprechend findet 
man € als Fixpunkt von P, VZ *. Hieraus wollen wir noch ein wich- 
tiges Ergebnis über die Gestalt unseres Vierecks P, ableiten. Man 
bemerke nämlich, dass Yı und V, durch die Spiegelung an der Ge- 
raden ae, in V, und V, " transformiert werden. Hierbei geht i Va 
in V, V7 * und also e in ¢, € aber in e über: Die Seite ed unseres 
Vierecks steht senkrecht auf erca und desgleichen ee’ auf ezes, e'e” auf 
eze, und endlich €’ e auf ese. Als Discontinuitätsbereich von I” werden 
wir übrigens etwa das Dreieck eee’ wählen; es entspricht dem Er- 
zeugendensystem V, Vi, Va. Im Falle des Typus I ist die Winkel- 
summe des Dreiecks ein aliquoter Teil von x. — 

Die vorstehenden Darlegungen führen uns zu zwei höchst ein- 
fachen Arten, die einzelne Gruppe der Gattung (1, 1) zu definieren. 
Wır knüpfen erstlich zur Definition einer Gruppe (1, 1) an ein beliebiges 
Dreieck, welches wir nur der einen Bedingung unterwerfen, dass die 
Ecken e, e, €” zugleich entweder innerhalb oder auf oder endlich ausser- 
halb der Ellipse liegen, und dass im letzteren Falle die Dreiecksseiten 
Ellipsensecanten sein sollen. Wir fragen, ob es stets möglich ist, dieses 
Dreieck zu einem Diseontinuitätsbereich einer Gruppe I” vom Charakter 
(0, 4) obiger Art auszugestalten. 

Liegen die Ecken des Dreiecks innerhalb oder ausserhalb der 
Ellipse, d. h. hat das Dreieck (nach Analogie von Figur 125) den 
ersten oder dritten Typus, so ist die aufgeworfene Frage leicht be- 
antwortet. Man construiere die Seitenmitten ep, &, €”), welche im 
Innern der Ellipse gelegen sind und die Fixpunkte der Substitutionen 


*) Um beim dritten Typus z. B. den Mittelpunkt e, von ee’ zu finden, stelle 
man aus den Tangenten von e und e ein der Ellipse umschriebenes Viereck her; 
dann ist der Schnittpunkt seiner Diagonalen der gesuchte Punkt e,. Die Richtig- 
keit der Construction geht leicht aus dem Umstande hervor, dass das eben con- 
struierte Viereck bei Spiegelung an jeder seiner Diagonalen in sich selbst übergeht. 





i 


h 
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der Periode zwei Fo, Vi, F, Sein mögen. Stellen wir nun noch die 
Forderung, dass beim ersten Typus die Winkelsumme des Dreiecks ein 
aliquoter Teil von x sein soll, so stellt das Dreieck direct den Disconti- 
nuitätsbereich P, der aus Vo, Vi, Vo zu erzeugenden Gruppe T dar. 
Fügen wir dem Dreieck P, etwa das kurz durch F,(P,') zu bezeich- 
nende benachbarte Dreieck an, so haben wir ohne weiteres ein Viereck 
obiger Art, welches den Discontinuitätsbereich der aus V, = V, V, und 
Pa = V,V, zu erzeugenden Gruppe (1, 1) liefert. 

Bei einem Dreieck vom zweiten Typus werden die Mittelpunkte 
ep» &, & zunächst unbestimmt. Wir dürfen sie gleichwohl nicht sämtlich 
willkürlich wählen, weil wir sonst unter Befolgung der eben be- 
schriebenen Construction in der Regel zu einem Viereck mit vier 
hyperbolischen Ecken auf der Ellipse gelangen würden. Die Möglich- 
keit solcher Vierecke geht aus Figur 93 pg. 298 unmittelbar hervor; 
verschiebt man hier die Ecken Æ, und E, noch weiter nach links, bis 
sie im Endpunkt der Polare p coincidieren, so liegt ein Viereck vor, 
welches nur scheinbar dem zweiten Typus angehört, in der That aber 
noch gar keinen Discontinuitätsbereich vorstellt (cf. pg. 145). 

Es gilt nun der folgende Satz: Bei einem Dreieck vom zweiten 
Typus darf man auf zwei Seiten beliebige Punkte e,, e, zu „DLittelpunkten“ 
aussuchen; der dritte „DLittelmunkt“ e, ist alsdann auf Grund einer einfachen 
Construction zu be- 
stimmen. Die Eigen- 
art dieser Construc- 
tion ist in den oben 

vorausgesandten 
Entwicklungen be- 
reits vorgeschrieben 
und ist übrigens hier- 
neben in Figur 127 
dargestellt: der 
Punkt & ist durch ur ta 
die Verbindungs- 
gerade der Pole von ee, und eg’ auszuschneiden. 

Um zu beweisen, dass wir nunmehr wirklich parabolische Ecken 
haben, müssen wir etwa zunächst die zur Ecke e gehörende Sub- 
stitution F, V,P, als parabolisch darthun. Für die beiden anderen 
Ecken ergiebt sich dasselbe dann unmittelbar aus dem Umstande, dass 
die zugehörigen Substitutionen VFF, und F,F,F, durch Trans- 
formation aus V,V,V, hervorgehen. Um nun Vio} zu untersuchen, 
nennen wir die Spiegelungen an ce” und cze, bez. I, und I,. Da der 
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Punkt e” durch V, = ViVo in e transformiert wird, so ist 9,7, die 
Spiegelung an če. Hieraus folgt, dass V,V,- Və als Product zweier 
Spiegelungen, deren Symmetriegeraden sich in e schneiden, eine para- 
bolische Substitution mit dem Fixpunkt ec ist. Da aber 7, va, 
ist, so haben wir in V Vs- Vo direct die Substitution V, Vo Va, Mekwir 
als parabolisch nachweisen wollten. — 

Bei der zweiten Art, eine Gruppe (1, 1) zu definieren, knüpfen 
wir an ein ganz beliebiges Tripel von Punkten im Innern der Ellipse 
an, die nicht auf einer Geraden liegen. Wir behaupten, dass wir jene 
drei Punkte, sofern beim ersten Typus die Winkelbedingung erfüllt ist, 
stets und nur auf eine Weise als Punkte ©, G, & einer Gruppe T 
unserer Art ansehen können. Auch hier ist der Gang der Entwicklung 
als Umkehrung der obigen Darstellung bereits vorgezeichnet. 

Wir benennen die zu &, €, € (den drei gegebenen Punkten) als 
Fixpunkten gehörenden Substitutionen der Periode zwei durch Y,, Vi, Vo 
und definieren wieder Va und V, dureh , = V,V,, Vo = ViVo. Die 
Substitutionen Va, Vs sind hyperbolisch; ihre Fixpunkte e, und ce, sind 
die Pole von e,e, bez. &,e,. Wir definieren demnächst die drei Sub- 
stitutionen V, V’, V” durch: 


(6) V= FEYT, =r, T 


und nennen die Fixpunkte derselben e, œ, €’ *). Die Substitutionen (6) 
gehen durch Transformationen vermöge Fi, Və, V, in einander über: 


rır —1 vyr—1 r zyr — |l 
P= K, v= e 
und hieraus ergiebt sich für die Fixpunkte e, e, €: 
7 , , tr rr 7 u 
eN (e), éc | 


woraus wir das Resultat ablesen, dass e, auf der Geraden ec, c, auf 
ce” und e, auf e'e gelegen sind, und zwar jedesmal als Mittelpunkte 
dieser Geraden. 

Weiter bemerke man, dass sich die Substitutionen V und V—! | 
in die Gestalten Y,V, und Y,V,' setzen lassen und demnach durch 
die Spiegelung an Ca, permutiert werden. Dasselbe wird somit von | 
den zugehörigen Fixpunkten e und č gelten, d. h. ee’ und eıc„ schneiden | 
sich unter rechtem Winkel. Hiermit haben wir die schon oben (pg. 356) ~; 
besprochenen Verhältnisse wieder gewonnen und können vermöge ein- 
facher Construction vom Punkttripel e,, €, ec, aus das Dreieck e, €, e 


——_ 


*) Es sei daran erinnert, dass im Falle einer hyperbolischen Substitution 
stets der ausserhalb der Ellipse gelegene Fixpunkt gemeint ist. 
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gewinnen. In Figur 128 ist wenigstens die durch e, hindurchlaufende 
Dreiecksseite hergestellt. Haben wir hier ein Dreieck vom zweiten 
oder dritten Typus oder ein solches Dreieck vom ersten Typus, dessen 
Winkelsumme ein aliquoter 
Teil von x ist, so liefert 
unser gewähltes Punkttripel 


T 


eine Gruppe I” vom Cha- Is ne 
rakter (0, 4) und damit eine A . 5 
Gruppe (1, 1). — A AME, "e \ 

Die gewonnenen An- RN A, 2 | | 
schauungen setzen uns in den NE t? > 
Stand, alle bei den Moduln 2/8 p e > 
der Gattung (1, 1) auftreten- ö Fig. 128. 


den Fragen ohne Mühe zu 

beantworten. Wir behalten die Typeneinteilung der Dreiecke eee” bei 
und können die Invarianten ja, J’, jap des zugehörigen Paares V,, RK; 
auch als Moduln des Dreiecks ee ec” ansehen. Wir haben dann mit einem 
Dreieck des ersten, zweiten oder dritten Typus zu thun, je nachdem 
J > — ? oder = — 2 oder endlich < — 2 ist. 

Wir constatieren, um unsere geometrischen Überlegungen zum 
Abschluss zu bringen, des weiteren etwa sogleich den folgenden Satz: 
Alle Dreiecke vom ersten Typus mit fest gegebener Winkelsumme 6 bilden 
ein Continuum. Im Falle o =Q, d.h. bei den Dreiecken vom zweiten Typus, 
bleibt dieser Satz offenbar bestehen*). Der Beweis unserer Behauptung 
geht aus den Grundeigenschaften des hyperbolischen Maassbestimmung 
fast ohne weiteres hervor. Ein erstes Dreieck vom ersten Typus mit 
der Winkelsumme 6 < x lässt sich ohne Änderung von 6, und ohne 
dass ein Eckpunkt auf die Ellipse rückt, stetig in ein Dreieck der 


. 6 ° ° es e 
Winkel z verwandeln; letzteres aber ist (wie überhaupt jedes unserer 


Dreiecke) aus seinen Winkeln im wesentlichen fest bestimmt. 
Noeh unmittelbarer sind folgende gleich zu benutzende Sätze er- 
sichtlich: Alle Dreiecke vom dritten Typus bilden ein Continuum. Alle 


e . 7 . ° . . 
Dreiecke vom ersten Typus mit ø < „ bilden ein Continuum, desgleichen 


e . . 7r . e ° 
alle diejenigen mit 6 >~; dem ersten dieser beiden Continua gesellen 


wir zum Zwecke einer gleich folgenden Anwendung die Dreiecke mit 


Eon 


*) Derselbe gilt übrigens auch für die Dreiecke vom dritten Typus, ein 
Umstand, von dem bei Gelerenheit Gebrauch wemacht wird. Der Beweis lässt 
sich gerade so wie im Texte für den ersten Typus führen. 
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o = 0, d.i. die Dreiecke des zweiten Typus zu, zum zweiten Continuum 
gehören insbesondere die unendlich kleinen Dreiecke. 

Die Herstellung der Substitutionen Va, V, und daraufhin die Be- 
rechnung der Moduln eines Dreiecks ist der Natur der Sache nach 
noch nicht an irgend welche die Winkelsumme 6 betreffende Bedingung 
geknüpft. Auf Grund dieses Umstandes können wir den folgenden Satz 
zeigen: Je nachdem die Winkelsumme 6 eines Dreiecks des ersten Typus 


= i oder > = ist, hat die Invariante je eimen Wert <O bez. >O und 


= 


. . . . . TU 
umgekehrt. Ist nämlich ein Dreieck des ersten Typus mit 6 < > vol 
gelegt, so gehen wir im Continuum aller Dreiecke dieses Typus mit 

7 . . . . . . “ . 
o < „ zu einem Dreiecke mit 6=0. Hierbei hat sich je stetig und 


ohne zu verschwinden geändert und hat schliesslich den Wert — 2 
angenommen; es war also anfangs je < 0. Haben wir ein Dreieck mit 
T 


e>., 


Ja, Je, Jav nähern sich hierbei übereinstimmend der Grenze 2 an, und 
also ist auch lim. Je = 2; je war demnach anfangs positiv, da Durch- 
gang durch null nicht eingetreten ist. Hiermit ist die oben (pg. 355) 
aufgeworfene Frage nach dem Vorzeichen von j, beantwortet. 

Die vorstehenden Ergebnisse führen nun zu folgendem Theorem: 
Bei den Moduln ja, je, Jas der Gattung (1, 1) bestehen an charakteristischen 
Bedingungen entweder die Ungleichung: 


(7) Ja + "+ Ja — Jade < O 
(zweiter und dritter Typus, ersterer im Falle des Gleichheitszeichens) oder 
aber mit einer ganzen Zahl l> 2 die Gleichung: 


(8) Ja + JE + jar — Ja) = 2 (1 u - 7) 


(erster Typus); in beiden Fällen treten die für ein Substitutionenpaar zweiter 
Species allgemein charakteristischen Ungleichungen: 
(9) > ee Jæ > 2 
noch hinzu. Wir erkannten nämlich einmal diese Bedingungen als not- 
wendig. Sind sie aber erfüllt, so definieren nach pg. 339 die Moduln 
Ja, Jè, Ja» eindeutig eine Classe von Paaren zweiter Species, aus denen 
wir Va, Ve particulär aufgreifen. Damit sind &,, &, & wie früher be- 
stimmt und führen zur Construction eines Vierecks, welches man 
nötigenfalls unter Recursion auf (8) als Discontinuitätsbereich erkennt. 
Die Bedingungen (7), (S) und (9) sind somit auch hinreichend. 

Auch die Mannigfaltigkeit aller Gruppen (1, 1) ist nun sofort zu. 
überblicken. Alle Gruppenelassen mit je < — 2, die somit zum dritten 


so gehen wir zum unendlich kleinen Dreieck. Die Zahlen 
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Typus gehören, fassen wir in eine Familie der Signatur (1.1) zu- 
sammen. Alle Classen mit je > — 2 und gleichem Wert ! sollen die 
Familie von der Signatur (1, 1; /) liefern, wobei wir allen ganzen Zahlen 
l = 2, 3, ..., © entsprechend unendlich viele Familien gewinnen. 
Im ersten Falle bleiben die Moduln Ja, Jo, Ja» unter Einhaltung der 
Ungleichungen (7) und (9) als endliche reelle Variabele willkürlich; 
im letzteren Falle sind sie an Stelle von (7) durch die eine Gleichung 
(8) an einander gebunden.. Unsere obigen Angaben über die Mannig- 
faltigkeit der Dreiecke ee’e” liefern daraufhin unmittelbar den folgenden 
Satz: Entsprechend allen ganzen Zahlen 1>2, die Zall l = œ ein- 
geschlossen, haben wir unendlich viele Familien der Signatur (1, 1; D, 
deren einzelne ein zweifach unendliches Continuum von Classen darstellt; 
hinzu kommt noch die eine Familie der Signatur (1, 1) mit einem drei- 
fach unendlichen Continuum von Gruppenclassen. 

Hiermit ist die Besprechung des Falles (1, 1) bis zu demselben 

Ziele gefördert, wie oben (pg. 353) diejenige der Gattung (0, 3). 


$ 14. Einführung der Moduln der Gattung (0, nì). Compositions- 
betrachtungen und Vorzeichenbestimmungen. 

Bei der näheren Untersuchung der Moduln der Gattung (0, n) 
dürfen wir v > 5 annehmen, obwohl sich der oben schon behandelte 
Specialfall (0, 3) den Schlussresultaten, welche wir für die Gattung 
(0, n) gewinnen werden, leicht einordnen lässt. Für eine vorgelegte 
Gruppe I’ vom Charakter (0, n) wählen wir 


nach pg. 307 ein geradliniges kanonisches P, MRLE > 
mit concaven Winkeln aus. Dasselbe liefere TR 
die Erzeugenden V, V3, ..., Fa, denen bez. ^ 7; K 
die Eckpunkte e,, €, ..., €n zugehören. Die L 
n zu einem Cyclus gehörenden zufälligen 
Ecken mögen F, E,, ..., En genannt werden 

| und dürfen als im Innern der Ellipse gelegen Ke 
angenommen werden; J} liege zwischen e, v 


Pound &, E zwischen e, und & u. s. w. Die 
Pfeilrichtungen der Substitutionen Fi, ..., Vn 
- wählen wir nach Brauch im positiven Siune, 
wie dies alles in Figur 129 zum Ausdruck 
= kommt. Es besteht die Relation: 


(1) n A AE 


Es gilt zunächst, einige Sätze über Herstellung unserer Gruppe T 
durch Composition abzuleiten, und wir bilden zu diesem Ende die 
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Substitution V,a = V,V,. Wir können zeigen, dass diese Substitution 
Via = V, V, hyperboliseh ist, und dass das Polygonnetz von I’ an den 
Fixpunkt ce, von Vig nicht heranreicht. 

Die pg. 512 bei ähnlicher Gelegenheit verwendeten Beweisgründe 
bleiben auch hier zuskräftig. Durch V,a wird der Eckpunkt Æ, von 


P, in E, transformiert. Man ziehe die Diagonale Fo FE, und übe auf 
dieselbe alle Substitutionen der aus Y,, zu erzeugenden cyelischen 
Gruppe aus. Es entspringt eine Kette K unendlich vieler mit T E, 
äquivalenter Geradenstücke, und diese Kette wäre im Falle einer nicht- 
hyperbolischen Substitution V; entweder direct oder nach Zusatz des 
Fixpunktes e,, eine geschlossene. Bildet man nun alle bezüglich T 
mit K äüquivalenten Ketten, so zeigt sich wieder, dass keine zwei Ketten 
K, K’ einen Punkt gemein haben können. Im Innern eines Polygons P 


ist dies nämlich deshalb nicht möglich, weil in P? nur eine mit wi: 
äquivalente Diagonale liegt. Die einzelne Ecke I; ist aber stets nur 
zwei Diagonalen gemeinsamer Endpunkt, und diese beiden Diagonalen 
geliören zu derselben Kette K; denn / ist nur für eines der an J 
beteiligten Polygone mit der Ecke E, von P, homolog und nur für 
ein weiteres Polygon mit der Ecke E, von J,. Die Unmöglichkeit 
einer geschlossenen Kette K ergiebt sich nun wieder wie pg. 312 aus 
dem Umstande, dass sonst im Innern des Polygonnetzes Grenzpunkte 
liegen, bez. im parabolischen Falle die Gruppe I’ ein Substitutionenpaar 
dritter Species enthalten müsste *). 

Infolge dieses Resultates hat die Kette K zwei Endpunkte €12, e12 
auf dem Rande des Polygonnetzes, welche zugleich die auf der Ellipse 
gelegenen Fixpunkte der hyperbolischen Substitution V, sind. Zufolge 
der Voraussetzung n >53 werden sich auf jedem der beiden durch 
c12, €12 abgetrennten Ellipsensegmente Grenzpunkte der Gruppe finden 
(cf. Figur 129). V,, ist also, wie behauptet, eine solche hyperbolische 
Substitution, an deren Fixpunkt e, das Polygonnetz nicht heranreicht 
(siehe auch pg. 314 oben). — 

Der Fixpunkt e, ist der Schnittpunkt der zu es und éig gehörenden 
Ellipsentangenten; man veranschauliche sich daraufhin die Lage dieser 
Tangenten und des Punktes e,, gegenüber P, und der Kette X. Nehmen 


wir nunmehr vom Rande des Polygons P, die vier Seiten Eses, 63 5, 


Fier, Ci En fort und ersetzen sie durch die beiden Geraden e,o und 


*) Der Deduction des Textes liegt analog wie pg. 311 wieder die Thatsache 
zu Grunde, dass weder V, noch F, Potenzen von V,, sind, und dass für u >3 


auch unter V}, W,,..., V, Substitutionen vorkommen, welche keine Potenzen 
von V, sind. 
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62n, so liegt direct ein geradliniges kanonisches Polygon Pi" der- 
jenigen Gruppe (0, n — 1) vor, welche Fia, Fa, Vas o+- Vn zu Er- 
zeugenden hat. Dabei besteht zwisehen den letzteren zufolge (1), wie 
es sein muss, die Relation: 


2 ro G hl. 
| 


Übrigens mache man sich die Einführung der Gruppe (0, n — 1) und 
ihres Polygonnetzes unter Zuhilfenahme der Ketten X, K,.... auch 
nach dem pg. 314 ausführlich geschilderten Gedankengang klar. 

Auf der anderen Seite behalte man vom Rande des Polygons P% 
allein die vier zu V,, V, gehörenden Seiten bei und ersetze die (2n — 4) 
übrigen durch diejenigen beiden Geraden K,e,, und E,e,,, welche die 
Verlängerungen der eben zuvor benutzten Verbindungsgeraden von 
E,, €, und E,,e,, über E, und Æ, hinaus darstellen. Offenbar liegt 
dann das Polygon P@® der aus V, V,, Viz! zu erzeugenden Gruppe 
der Gattung (0, 3) vor. Dabei hat P® mit Pi die beiden zu- 
fälligen Ecken F,, EZ gemein und zieht sich an die feste Ecke e, 
von entgegengesetzter Seite als P(*-2 heran (siehe auch hier wieder 
pg. 514). 

Der Rückgang zur ursprünglichen Gesamtgruppe I geschieht durch 
den Process der Composition; wir gewinnen das Ergebnis: Die Gruppe T 
der Gattung (0, n) lässt sich durch Composition aus zwei Gruppen der 
Gattungen (0, n — 1) und (0, 5) mit einer gemeinsamen hyperbolischen 
Erzeugenden herstellen; die Polygone der componierenden Gruppen sind 
so wählbar, dass ihr gemeinsamer Bestandteil direct das Polygon P, von 
Ei. — 

Wir müssen auch noch die Substitution Fi = V, V, bilden und 
nachweisen, dass dieselbe hyperbolisch ist. Um dies in einfachster 
Weise auszuführen, wenden wir 
den eben betrachteten Decom- 
positionsprocess der Gruppe 
wiederholtan und können solcher- 
art zu einer Gruppe (0, 4) mit > 
den Erzeugenden V., Vy, Vz, Fé $ 
m yV,:V, --- Va gelangen. Im 
kanonischen Achteek dieser 
Gruppe (0, 4) können wir die 
gegenüberliegenden Winkel der 
zufälligen Ecken als gleich an- 
nehmen; in Figur 130 sind sie in diesem Sinne übereinstimmend durch 







FIg. 130. 


‚ bez. ©, bezeichnet. Um dies zu erreichen, hat man nur nötig, bei 
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dem nach pg. 305 u.f. zu vollziehenden Übergange vom Doppelviereck 
zum Achteck den l. c. mit Æ bezeichneten Punkt als Schnittpunkt der 
Viereeksdiagonalen zu wählen. 

Man verlängere nun e,E, und e,E, über E, bez. E, hinaus bis 
zur Ellipse. Ein Schnittpunkt dieser beiden Verlängerungen innerhalb 
oder anf der Ellipse kann dabei nicht aufgetreten sein. Läge nämlich 
ein solcher in e, vor (ef. Figur 150), so würde die Winkelsumme der 
beiden Dreiecke e,Z,e, und e,E,c, (wegen ©, + O, = x) offenbar > 2x 
sein, was nicht möglich ist. Die Verlängerung der Seiten e,E, und 
c, E, über E, und Æ, hinaus giebt zu ähnlichen Betrachtungen Anlass. 
Nehmen wir demnach die durch V, und V} auf einander bezogenen 
Achteckseiten fort, so restiert wenigstens für das Ellipseninnere ein 
Discontinuitätsbereich der aus V; und V, zu erzeugenden Gruppe (0, 3). 
Die Gestalt dieses Bereiches zeigt (vermöge der beiden ihn berandenden 
Ellipsensegmente) unmittelbar, dass V, V; hyperbolisch ist. Merken wir 
somit zusammenfassend den Satz an: Die aus den Gruppenerzeugenden 
VP,,..., V, von T herzustellenden Substitutionen V, P,,V,V,,..., #7 
sind ebenso wie die n weiteren Substitutionen Vi Vz, Vo Vgs o V,V, für 
n >53 durchweg hyperbolisch. — 

Wir führen nunmehr die Invarianten j , Jp, ---, J, der Substitutionen 
V Va- V, als ein erstes System von Moduln des Polygons I, 
ein und halten an der früheren Vorzeichenbestimmung j;>0 bez. 
Bi > p: für Jı = 0 fest. Die elliptischen Substitutionen der Periode 2 
sind hierbei als Grenzfälle der elliptischen Substitutionen mit einem 
im positiven Sinne genommenen Drehungswinkel $ <x und positiver 
Invariante aufgefasst (ef. pg. 344). 

Demnächst setzen wir die » simultanen Invarianten Jio, Jeg, - ++» Jai 
der Paare Vi, V, etc. hinzu. Ihrem absoluten Werte nach sind diese 
Ji,i+ı grösser als 2, da V,V,, V,V,, ... hyperbolisch sind. Das Vorz 
zeichen bestimmt sich aus dem Umstande, dass V; und V;+,, wie wir 
sahen, eine Gruppe (0, 3) erzeugen; hiernach folgt aus pg. 348, dass 
stets 7:41 < — 2 ist. 

Endlich gesellen wir den bisherigen Moduln auch noch die Ing 
varianten Jigs Ja» == + Jag der Paare V, V, ete. als Moduln des kanoni- 
schen Polygons P, hinzu. Auch die absoluten Beträge dieser Modula 
sind, wie wir wissen, sämtlich > 2. Des genaueren finden wir wieder 
J,i+2 <— 2, da F; und V; Erzeugende einer Gruppe (0, 3) sind 
wie wir vorhin bei den an Figur 130 angeschlossenen Betrachtungei 
sahen. Wir fassen die gewonnenen Ergebnisse in folgender Weise zu 
sammen: Die 3n Moduln Ji, Ji,i+1, Ji, ¿+2 genügen bei den getroffenen 
Festsetzungen den 3n Bedingungen: 
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(3) ZI, Jiii < — 2, Ji, i2 <— 2, 

mit dem Zusatz, dass für j; = O die Ungleichung B; > y; gilt. Die Vor- 
zeichen der Coefficienten von PM, F,,..., V, sind hierdurch eindeutig 
fixiert. Übrigens bemerke man, dass die Ungleichungen: 


(4) ze ns TR L T TSE TORA >4, 
welche ausdrücken, dass Vi, V;}ı ein Paar erster Species darstellen, 
auf Grund von (3) stets ohne weiteres erfüllt sind. 


ip1 


$ 15. Adjunction der Invarianten jj33, Jss4, - --. Relationen für 
die Moduln der Gattung (0, n). 


Durch Angabe von Jis Jz» Jia ist die Classe des Paares V,, V, 
eindeutig bestimmt. Denken wir Vi, Va wie bisher bestimmt und setzen 
E Jis: Jos hinzu, so würde V, aus: 


Js Az ae Òs, 
Jis ais T 0,9; + Birs + riB,» 
Js = Rat + 0,0, + BVs + 2P 
und &0, — zy; = 1 nur erst zweideutig bestimmt sein. Die zweite 
Substitution F}, zu welcher wig hier geführt werden, lässt sich auch 
leicht angeben. Transformieren wir nämlich F,, Va, V}, gleichzeitig 
durch die Spiegelung an &e,, so gewinnen wir das Tripel Vo +, Vy +, V3”. 
Hierbei bleiben die Invarianteu (1) den Werten nach unverändert, und 
dies gilt auch noch, falls wir die drei eben gewonnenen Substitutionen 
durch ihre inversen ersetzen, womit wir Vi, Va, Vy = V,”-! gewinnen. 
Hier ist denn Vy die Substitution, welche mit V, durch Angabe von 
Vi, V, sowie jz, jis, Jaz bestimmt ist. Ans der angegebenen Überlegung 
geht zugleich hervor: Die Substitutionen V, und Vy sind stets und nur 
dann mit einander identisch, wenn die drei Punkte e,, e, €; auf einer 
Geraden liegen. 

Zur eindeutigen Bestimmung von V, benutzen wir jetzt die In- 
Variante jia von V- V- V: 
(2) Jis = (a, + Biya) as + (8,02 + vibe) + (Ba + Bd) 7s 

+ + Ò, va) Bs- 

Aus den vier linearen Gleichungen (1) und (2) lassen sich in der 
That die Coefficienten von VF, eindeutig berechnen. Man findet nämlich 


nach leichter Zwischenrechnung als Determinante des fraglichen Glei- 
chungssystems: 


| 


(1) 


. 9 e o . fr} . . . 
tE Tr ee; 
das Verschwinden dieser Determinante ist ausgeschlossen. 
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Ist jıgs die Invariante von V, V,V,', so sind jıss und Jı2s die Wurzeln 
einer quadratischen Gleichung, deren Coefficienten in Ji, Ja> Ja» Jia» Jıs» Jos 
rational sind. Um diese Gleichung aufzustellen, fixieren wir V,, V3 als 
reduciertes Paar erster Species und haben dann: 


rn » aBn 
8 y = (“ Fr V, = (“ a F = (% “i y. -( 3 ); 
6) i Yı & ö Ya Q2 i Yz 0; i Ja ag i 


denn die Gerade ee, coineidiert hier mit der imaginären Axe. Man 
drücke nun die Coefficienten von V, und 7, ın Ji, Ja, Jig aus, berechne 
etwa auf Grund von (1) und «,d, — by = l die Substitutionen 1}, P,, 
sowie endlich durch Eintragen der berechneten Coefficienten in (2) 
die Werte jıes und Jis. Mit Unterdrückung der Einzelheiten der 
/wischenrechnung geben wir sogleich als Resultat an: 








(4) Jis + Jı23 = jida + Jeja + Isdıe — Iudedss 
(5) J123 Jid T na Er Ja Sr Js" a Je” F hs T Jag" F Jie Jis J23 — j Ja 
Pi JJa Jis — dd — 4 

Im Anschluss an diese Formeln werden wir als Diseriminante D,;23 


des Substitutionentripels Vi, Va, V} den nachfolgenden Ausdruck defi- 
nieren: 


(6) Dies ag (Jiss ar Jıss)” E $ Jiss -Jiss 
oder explicite: 


(7) Dis = Gijs + Jeda H Ida I)? AG Fett 
E Jas” TE da” T Jiz ag Jiedis des zZ Jıdadı: iR JiJs Jis E Jz Jz Jos = 4). 
Die Diseriminante bleibt gegenüber einer Permutation der Indices 1, 2, 
ungeändert. Übrigens aber gilt der Satz: Die Discriminante D,,, eines 
Tripels Vi, Vs, V; ist diejenige Invariante, deren Verschwinden charakte- 
ristisch dafür ist, dass die Fixpunkte e,, C€, €; auf einer Geraden liegen. 
Dies kann man auch noch auf anderem Wege bestätigen, wobei 

wir nicht einmal die besonderen Substitutionen (3) brauchen. Der Fix 
punkte irgend einer Substitution V hat die Coordinaten (26, öd—«, — 2y): 
Sollen die Fixpunkte dieser Substitutionen 7, F3, V, auf einer Geraden 
liegen, so muss demnaeh: 


KT Ôj, pi Fi 
(8) C, — Òr, Pa, Y | U 
č — Ö,, P3, Ya 


sein. Das Quadrat der linken Seite dieser Gleichung ist, wie einer 
leichte Zwischenreehnung zeigt, direet gleich Dg. 
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Für jıss und jı gewinnen wir nun die Werte: 


(9) 2 ji, 2J = Ideas + Jeja F Jahe Ih + y DR, 


und es gilt hier zu entscheiden, ob für die zu unserem Polygon P; 
gehörende Invariante 7, das obere oder untere Vorzeichen auf der 
rechten Seite von (9) gilt. Wir wenden zu diesem Ende auf V., V3, P; 
einen continuierlichen Änderungsprocess an, wobei diese Substitutionen 
natürlich nicht dauernd Erzeugende einer eigentlich discontinuierlichen 
Gruppe zu sein brauchen. Die Definition der Invarianten ji, -- -, Jiss 
behält für jedes Tripel Vi, Və, V3 ihre volle Bedeutung. Bei der 
Änderung tragen wir nur Sorge, dass keiner der drei Drehungswinkel 
Pi, 9, 9; unserer Substitutionen im Innern der Ellipse über x hinaus 
wächst, sowie dass die Punkte e,, e>, e nie auf einer Geraden gelegen 
sind. Es werden alsdann die Invarianten jJi, J>, J} während der Ver- 
änderung dauernd > O und Do beständig von null verschieden sein. 
Da sich die Invarianten, 7,9; eingeschlossen, nur stetig ändern, so wird 
am Sehlusse des Processes in der Formel (9) für 2j,.; rechter Hand 
noch dasselbe Zeichen gelten wie anfangs. 

Bei der gegenseitigen Orientierung von V}, V> V, (ef. Figur 129, 
pg. 361) ist es nun möglich, e,, e, € continuierlich nach &=O bez. 
œo, — 1 zu führen, während V,, V}, V} schliesslich die parabolischen 
Substitutionen: 


l N nl 
o E 


darstellen. Durch Combination derselben findet man jia, = 0, während 
ändrerseits J, =J; =j, =? und Je = jə = jy} = l ist. Die Aus- 
rechnung der Formel (9) liefert 2 ji = — 1 + 1, und also gilt das 
obere Zeichen. 

Die geometrische Bedeutung dieses Ergebnisses ist aber die fol- 
gende. Beschreiben wir den Umfang des zum Polygon P, gehörenden 
n-Ecks N, im positiven Sinne (so dass die Ecken &, e, ... in dieser 
Anordnung folgen), so weicht beim Passieren einer Ecke die folgende 
Seite zur Linken aus. Diesem Umstande entspricht das obere Zeichen 
in der Formel (9) für 2j,,,. Würden wir e, durch den Fixpunkt es’ 

" von Vy ersetzen, so würde die Gerade ee; von der Richtung e,e, nach 
rechts hin abweichen. Merken wir somit als Resultat an: Die In- 
variante Ji SE N Ji, Ja, J3; Jiz; Jis; Jos ebndeutig durch die Formel: 

(10) his = jija + dedi + Jhe — Ih + V Diss”) 


*, Wir merken an, dass im Falle (0, 3) aus (5) pag. 347 sich: 
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mit positiver Quadratwurzel gegeben, und es kommt hierdurch zum Aus- 
druck, dass bei Umlaufung des Polygons N, jede folgende Seite gegen die 
Richtung der voraufgehenden nach links ausweicht”). — 

Die vorstehenden Ansätze gestatten uns nunmehr, die Classe des 
Polygons P, eindeutig durch Moduln zu definieren. Durch Angabe von 
J Jz, Jo war die Classe von V,, V eindeutig bestimmt; die Substitutions- 
coefficienten enthielten zwar noch die Irrationalität Yj_ı, 2,1, —2 — 2"), 
doch konnte das Vorzeichen dieser Wurzel willkürlich gewählt werden 
(ef. pg. 338 #f.). Nach Hinzusetzung von 35, Jis, Ja; und Adjunetion von 
Jo; Ist V} eindeutig und rational, nämlich ohne Zusatz neuer Irra- 
tionalitäten, bekannt. Aus P,, F, und 7,, Jan Jaa Ist V, unter Ad- 
junction von jə, das nach Analogie von (10) zu berechnen ist, gleich- 
falls rational bekannt; und dies ist bis zu Y„_ı in derselben Weise 
fortzusetzen, während V, alsdann bereits aus: 


(11) V n a T — | 


eindeutig und zwar rational bekannt ist. Zugleich ist von den eben 
zur Verwendung gekommenen Invarianten keine überflüssig. Es ergiebt 
sich solcherweise: Die Classe des Polygons P, kann durch die (3n — 6) 
„Moduln“ : 


(12) Ji; u 1, Jz Taa n=; Jiss +e Jn n—l 

unter Adjunction der nach Analogie von (10) zu berechnenden (n — 3) 
Irrationalitäten : 

(13) mtoa Jasi) aa In—3, n—2, nl 

eindeutig definiert werden; cine Verringerung der Anzahl dieser Moduln 
ist nicht statthaft. 


Wir genügen nun der Symmetrie, indem wir auch noch die neun 
Invarianten: 


(14) In; Jn—ı,n, In, l; In—2,n; Jn—1, 15 Jn, 23 Jn—2,n— 1, ny Jn—1,n,1) i, 1,2 á 


dem System der bisherigen Moduln von P, hinzufügen. Jeder dieser 
neun Moduln ist auf Grund von (11) in den (4n — 9) Moduln (12) 


Das =" Hie Hh ARTE 
ergiebt, woraus zugleich Jia, = — 2 folgt. 


*) Stellen wir YD,,, als linke Seite der Gleichung (8) dar, so gewinnt V D as 
die Bedeutung des Inhalts vom Dreieck e,e,e,. Die Vorzeichenbestimmung des 
Textes kommt damit auf einen wohlbekannten Satz der analytischen Geometrie 
hinaus. 

**) Diese Quadratwurzel kann natürlich für besondere Werte der Invarianten 
Ji» Jas Jio rational ausziehbar sein; dies tritt z. B. ein, falls eine der Invarianten 
Jra Ja gleich 2 ist (cf. pg. 340). 
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und (13) rational darstellbar; denn die zunächst vielleicht auftretende 
Irrationalität Yj_ı,2,ı, 2 — 2 kann in den endgültigen Formeln für 
die Moduln (14) nicht mehr als solche enthalten sein, da ein Zeichen- 
wechsel jener Wurzel nach pg. 340 u. f. auf eine Transformation hinaus- 
läuft und dieserhalb die Moduln von P, nicht verändern kann. Wir 
wollen die neun so entspringenden Relationen zwischen den 4n Moduln 
Jo Ji, EFi o T2; Ih, mite in der Gestalt: 

(15) EF Ji, it lj Ji, Dra Ji, i+1, i+2) = 0, k = iR Eee °} 9 
citieren und merken vor allem an, dass diese Gleichungen zugleich die 
Relation (11) ersetzen. Wir brauchen zu diesem Ende sogar nur 
diejenigen vier unter den Gleichungen (15) heranzuziehen, welehe 
ne, Je, n—z, Jn—?,n—i,n liefern; denn diese vier Gleichungen 
stellten gerade die aus (11) zu entnehmenden Ausdrücke für die Coeffi- 
cienten &,, Bn, Yny Ôn in den Coefficienten der voraufgehenden Substitu- 
tionen dar, insofern durch die vier Moduln Ja, Jn, n—1; Jn, n—2; In—2,n—1,n 
im Verein mit Y„_, und VY„_s die Coefficienten &n, Bn, Yny Ôn bereits 
eindeutig bestimmt sind. — 

Die 4» wiederholt genannten Moduln sind nur mittelbar als 
Attribute der Gruppe I’ aufzufassen. Sie gehören direct vielmehr nur 
erst zum Polygon P, (oder dessen Classe) und erscheinen bei Aus- 
wahl eines anderen Polygons derselben Gruppe I’ gewissen Verände- 
rungen unterworfen, die wir späterhin ın Allgemeinheit untersuchen. 
Vorab wollen wir wenigstens feststellen, welches die Moduln des mit 
P, eonjugierten Polygons P, sind, wobei die Entwicklungen von pg. 309 
u. f. Geltung gewinnen. 

Zeichnen wir die Moduln des conjugierten Polygons durch obere 
Indices aus, so wird zunächst j; = j; sein, da die Substitutionen V; 
und V; durch Transformation aus einander hervorgehen. Des weiteren 
können wir jí ;+ı als Invariante von V;}ıV; ansehen und leiten aus 
den Rechnungen von pg. 310: 


Vi V; = pÈ VET” = p Ome ya ý . Se r TORRT 
ab. Die beiden Substitutionen Y;""»" und Ki mit gleichen oberen 
Indiees entstehen nun aus V; und V;pı durch Transformation vermöge 
einer und derselben Substitution. Es ergiebt sieh somit ji i41 = Ji, iı. 
Für die Invarianten j, -.. ist die Reihenfolge der unteren Indices 
nicht mehr gleichgültig”); und wir müssen an Stelle von ji, :r1,:+3 


*) Bei einer geraden Permutation der unteren Indices bleibt jia unverändert, 
bei einer ungeraden Permutation geht sie in die pg. 367 mit Jis bezeichnete 
Invariante über. 


Fricke-Klein, Automorphe Functionen. 1. 24 
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beim eonjugierten Polygon Ji+2,:+1,; einführen, dem Umstande ent- 
sprechend, dass bei Umlaufung des conjugierten n-Ecks N, im posi- 
tiven Sinne die Reihenfolge er, &-ı, -.-, @&, &ı der Ecken vorliegt. 
Nun ist: 


(16) ler). vo 
= vr Per rer 


Da aber PT", VAT”, Vz” gleiche obere Indices haben, so geht 
die in (16) zuletzt ten Substitution durch Transformation in 
V; Fiai a: über; es Ist somit Jite, i+1,20 E hi, i+1,:-+2- 

Anders gestalten sich die Dinge bei den noch fehlenden Moduln 
ji i+2. Wir greifen hier auf die wie bisher zu beweisende Gleichung 


zurück: 
((—1) 
zü , i+ 1) i—i (—1) q7 (f— 1) 4- (i—1) 7—1 
Wipe Vi = VER V = r p 


auf Grund derselben stellen wir leicht den Ausdruck von j, ¿+2 in den 
bisherigen Moduln fest. Wir fassen die Ergebnisse sogleich in folgender 
Weise zusammen: Dem Übergange vom ursprünglichen Polygone P, zum 
conjugierten P, entspricht die folgende rationale Transformation der Moduln: 


(17) kml, it =i ipis Fire, if, i 

JA ito m Fi, i+2 4- lit? = u Bee i-+2 + Yrıdi, i+1,i+2: 
Diese Transformation ist ersichtlich von der Periode zwei, und darin 
spricht sich die Gegenseitigkeit des Verhältnisses der beiden con- 
jugierten Polygone Po und P, aus. 


$ 16. Aufstellung weiterer für die Moduln der Gattung (0, n) 
gültiger Bedingungen. 


Die charakteristischen Bedingungen für die Moduln der Gattung 
(0, n) sind bisher noch nieht vollzählig aufgestellt; es fehlen noch 
drei Arten von Bedingungen, von denen die erste Art implicite bereits 
in den voraufgehenden Entwicklungen zur Geltung kam. 

L) Zunächst ergiebt sich aus Formel (9) pg. 367 mit Rücksicht auf 
die Realität der Coefficienten von Vi, Ve, ..., Vna, dass die n Diserimi- 
nanten D;, ;+ı, ;-+2*) durchgehends positiv sein pr Nehmen wir der 
einfachen Schreibweise halber das Tripel P,, Və, V als Repräsen- 
tanten eines beliebigen unserer Tripel, so ist die aufgestellte Bedingung 
explieite durch: 

*) Untere Indices ¿ -++ 1 bez. i -+ 2, welche n übertreffen, wird man natürlich l 
stets mod. n zu reducieren haben. \ 
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(1) wie" ia Jz Jsi a Jadi a yj JAA 
AG F H H he t h H daH Jie dıs ia — Idee JidsJis ~ Je Js — 4) 
gegeben. 


Um die Bedeutung dieser Ungleichung aufzuweisen, bemerken wir, 
dass durch die Invarianten ji, Js, J, für welche wir hier natürlich 
überall an den Bedingungen (3) pg. 365 festhalten, ein Paar erster 
Species V., V, bis auf Transformation festgelegt ist. Wir berechnen 
aus j,, Ja, Jo ein particuläres Paar V., F, und fügen sodann j} und J,, 
hinzu. Durcli j,, J3, ‚as ist aufs neue eine Classe von Paaren V., V, 
festgelegt, wobei wir unter V, die eben bereits ausgewählte Substitution 
verstehen können. V, ist dann nur erst insoweit bestimmt, dass wir 
diese Substitution noch durch eine beliebige Substitution transformieren 
dürfen, welehe V, in sich überführt. Aus den w' so eintretenden 
Substitutionen F, werden zwei oder eine ausgesondert, indem wir jys 
bez. j Und jia hinzusetzen. Hierbei wird alsdann j, über die De- 
dingung jiy < — 2 hinaus noch an (1) gebunden sein, eine Ungleichung, 
deren Bestehen durch (3) pg. 365 in der That noch nicht gewährleistet 
ist. Um letzteres in einfachster Weise zu zeigen, setzen wir etwa 
70, %5=2, ,;=0, womit wir die Ungleichungen (3) pg. 365 
einhalten, und finden dann durch leichte Entwicklung von (1): 


“ e TE 
— Ja D>“ : 
Jis Jes jā TE 


eine Bedingung, welche in der That nur im Fale jie = Jẹ} durch (3) 
pg. 365 bereits erfüllt ist. — 

2) Ein weiteres System von n charakteristischen Ungleichungen 
führen wir vermöge der folgenden geometrischen Überlegung ein. In- 
dem wir V., V3, F, als Repräsentanten eines beliebigen unserer » Tripel 
ansehen, wollen wir den z.B. schon pg. 245 benutzten Umstand betonen, 
dass das Polygon P, gänzlich innerhalb eines zu V, gehörenden cycli- 
schen Discontinuitätsbereiches gelegen ist. Dabei ist es hinreichend, 
wenn wir diese Eigenschaft, im Innern eines Discontinuitätsbereichs 
von V, zu liegen, nicht für das Gesamtpolygon, sondern nur für die 
beiden auf e, nächstfolgenden festen Ecken e, und e, weiter verfolgen. 
Der Ausdruck dieser Bedingung in den Invarianten des Tripels ist die 
hier gesuchte Ungleichung. 

Die Berechnung der fragliehen Ungleichung ist ein wenig uw- 
stündlich, wenu auch in keiner Weise principiell schwierig. Man wird 
die Substitutionen 17, 1}, Y, m der früher geschilderten Weise aus 
den Invarianten berechnen, wobei I, Vo als redueiertes Paar in der 


Geraden ee 


, die imaginäre Axe liefert. Letztere drehe man nun durch 


94 + 
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Ausübung von V; ` um den Punkt e, (ef. Figur 129 pg. 361) und ver- 
lange, dass sie dabei über e, weggeschoben wırd. Auf die Einzelheiten 
der Rechnung werden wir hier nicht eingehen, sondern sogleich als 
Resultat angeben: Es besteht für die Moduln von P, die Ungleichung: 


(2) Ju Chs + hejzs) > Ads + Jade + Jes (de? — 2), 
und entsprechende (n — 1) weitere Ungleichungen bestehen für die übrigen 
Tripel *). 

Hier tritt natürlich aufs neue die Frage ein, ob die Bedingung (2) 
nicht vielleicht unter Voraussetzung von (3) pg. 365 und (1) pg. 371 
schon von selbst erfüllt ist. Um dies zu prüfen, setzen wir etwa 
jh = ja = Jj = 2, dh. wir denken Vi, Vo, F; als parabolischerSub- 
stitutionen gewählt. Es folgt: 


Da = 4 (2 — jis) ides — 2 de — 2 J23 + 4), 
so dass unter Obacht auf (3) pg. 365 jedenfalls Dios > O ist. Tragen 
wir für j seinen Wert (9) pg. 367 in (2) ein, so geht diese Un- 
gleichung nach kurzer Entwicklung in: 


F Jis < Jedes — 2 Jie ur 2 Jas +2 
über. Hiermit ist, wie man sieht, in der That eine wesentlich neue 
Bedingung für J, on. — 

3) Endlich bleibt noch eine von den bisherigen wesentlich ver- 
schiedene Bedingung für die Moduln des Polygons P, zu erörtern übrig. 
Es war ein Princip der hier gewählten Behandlung des Polygons P, bez. 
des n-Ecks N,, dass wir die Kette der Seiten des letzteren schritt- 
weise untersuchten, indem wir immer 
nur drei consecutive Substitutionen aus 
der Reihe Vi; Vo; ---, Vn unmittelbas 
P mit einander in Beziehung setzten. Es 
k a hat dies zur Folge, dass die bisherigen 

2 Betrachtungen der Mehrzahl nach ihre 
=, K Gültigkeit auch für solche n-Ecke be- 
wahren, deren Randcurvenketten, wie 

beim Fünfeck der Figur 131, zwei oder 

mehrere Windungen darbieten. Wollen 

Fig. 131. wir in eime solche Geradenkette ein 

Polygon einspannen, so muss dasselbe, 

wie Figur 131 andeutet, mit einem nneren Verzweigungspunkte aus- 
gestattet werden. 





*) Im Falle (0, 3) nimmt die Ungleichung (2) vermöge (5) pg. 347 sowie auf 
Gruud der Fussnote pg. 367 die bekannte Gestalt an: 


A? + 3 Fae — Hd u 2 0. 





II, 2. Kanonische Polygone und ModnIn der hyperbolischen Rotationsgruppen. 373 


Wir gehen nun noch einen Schritt weiter und setzen wie oben 
(pg. 305) aus zwei conjugierten n-Ecken N, und N, dieser Art ein 
Doppel-n-eck zusammen. Für n> 5 hat es keine Schwierigkeit, Doppel- 
n-ecke zu bilden, für welche die Windungsanzahlen w und w der 
Berandungen von N, und N, einzeln oder zugleich > 1 sind. Solche 
Doppel-n-ecke sind aber keine Discontinuitätsbereiche; vielmehr gilt 
der Satz: Für die bei der Gruppengattung (0, n) auftretenden Doppel-n- 
ecke sind die Windungsanzahlen w, w der beiden Flementar-n-ccke selbst- 
verständlich beide gleich 1. 

Die hiermit aufgestellte Bedingung kann noch in etwas anderer 
Weise geometrisch ausgedrückt werden. Denken wir ein Doppel-n-eck 
mit w = 1 und w > 1 vorgelegt, dessen auf einander bezogene Seiten 
natürlich gleich sein müssen. Verwandeln wir dann das Doppel-n-eck 
in ein kanonisches Polygon nach Vorschrift von pg. 305 und wählen 
hierbei den Punkt Æ im Verzweigungspunkte von N,, so entspringt ein 
kanonisches Polygon ?,, welches zwar keinen Verzweigungspunkt im 
Iunern aufweist, bei welchem indessen die Winkelsumme für den Cyclus 
zufälliger Ecken gleich Zw und also > 2x ist. Umgekehrt führt ein 
Polygon P, in welchem die Winkelsumme ein von 27 verschiedenes 
Multiplum von 2x ist, auf ein Doppel-n-eck mit Verzweigungspunkt. 
Die Bedingung w = 1 bringt somit zugleich zum Ausdruck, dass die 
Summe der Winkel im Cyclus zufälliger Ecken des kanonischen Polygons P, 
gleich 2x ist. 

Die vorstehenden Darlegungen schliessen sich den voraufgehenden 
Entwicklungen über die Invarianten Ji, ji,;+1, ... dadurch unmittelbar an, 
dass wir die Windungsanzahlen w 
und w als Functionen der Inva- 
rianten ji, ... deuten. Diese Auf- 
fassung wird durch die folgende 
kinematische Überlegung begrün- 
det, welche letztere ihrerseits auf 
eine Verallgemeinerung des oben 
(pg. 288) für n=35 erwähnten 
Hawilton’schen Satzes hinaus- 





kommt. 
Indem wir die bekannten an 
die Winkel fester Ecken zu stellen- Fig. 133. 


den Forderungen zunächst ganz bei 

Seite lassen, legen wir ein Doppel-n-eck N, N vor, dessen Seiten jedoch 
wie bei den Doppel-n-ecken der Gattung (0, n) im Innern der Ellipse 
verlaufen oder Ellipsensecanten sind. Es soll erstlich w = w = 1 sein 
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und natürlich müssen einander zugeordnete Seiten stets gleich sein; in 
Figur 132 ist n = 5 zur Erläuterung gewählt. Wir drehen nun N’ um &, 
in der Pfeilrichtung, bis e„e„_—ı auf der ihr gleichen Seite epen—ı liegt, 
und stellen diese Drehung durch V, dar. Sodann üben wir auf N’ eine 
analoge Drehung Y„_ı um ep—ı aus und fahren so fort, bis N’ durch Aus- 
übung der Drehung V, um e, seine Anfangslage wieder gewinnt. Diese 
Rückkehr zur Anfangslage (welche dem Sinne des erwähnten Hamil- 
ton’schen Satzes entspricht) drückt sich analytisch durch die Relation aus: 


(3) Vie Poe Vz oe Va = 1. 


Man lasse nun irgend einen Punkt der Ellipse, welchen wir mit 
N’ starr verbunden denken, an den Drehungen von N’ teilnehmen. 
Dieser Punkt wird bei Rückkehr von N’ in seine Anfangslage die 
Ellipse im positiven Umlaufssinne eine gewisse Anzahl von Malen 
vollständig durchlaufen haben. Wir wollen diese Anzahl A nennen 
und nach der nötigen Verallgemeinerung der Vorstellungen näher 
bestimmen. 

In der That können wir den gleichen Ansatz ohne weiteres auf 
solche Doppel-n-ecke ausdehnen, welche im übrigen durchaus mit 
den bisherigen übereinstimmen, nur dass die Windungsanzahlen w, w 
beliebige Werte > 1 haben sollen. Auch nun wird für die auszuübenden 
Bewegungen die Relation (5) gelten und der mit N’ starr verbundene 
Ellipsenpunkt wird die Ellipse eine gewisse Anzahl A von Malen 
vollständig beschrieben haben. 

Zur Bestimmung von A bemerke man, dass diese Anzahl bei 
stetiger Verkleinerung des Doppel-n-ecks, bei welcher natürlich die 
Windungsanzahlen intact bleiben und die auf einander bezogenen Seiten 
beständig einander gleich sein müssen, selber unverändert bleibt. Wir 
werden A somit am unendlich kleinen Doppel-»-eck mit den Windungs- 
zahlen zu, w oder, was auf dasselbe hinauskommt, am Doppel-n-eck 
der parabolischen Ebene von den Windungszahlen w, w ablesen dürfen. 
Dabei wird A die Anzahl der vollen Umdrehungen bedeuten, welche 
die parabolische Ebene um ihren unendlich fernen Punkt ausführt, 
sofern wir das n-Eck N’ und mit ihm die parabolische Ebene der 
oben beschriebenen Manipulation unterwerfen. Sind die einzelnen 
Drehungswinkel n, ®.—-1, . . ., dı, so ist demnach direct: 


(4) DnA = Pı +... HD. 


Es bedingt nun eine Vereinfachung der Uberlegung, wenn wir 
N um den Punkt e; nicht im positiven Sinne um den Winkel 9, 
sondern im negativen Sinne um (2x — ĝ;) drehen. Dreht sich dab 





Í i 
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die mit N’ fest verbundene parabolische Ebene um ihren unendlich 
fernen Punkt im ganzen A Male, so ist: 


n 
(5) anA — DACE — ĝĵ;) und A=n—A. 
i=l 

Die Ausführung der hiermit beschriebenen Bewegung kommt aber 
darauf hinaus, dass wir N’ auf dem festliegenden n-lick N abrollen 
lassen. Um diese letztere Vorstellung noch lebhafter zu gestalten, 
können wir die Ecken von N und N’ abrunden, indem wir nur Sorge 
tragen, dass die Perimeter von N und N dauernd gleich sind. Unter 
Obacht hierauf können wir offenbar sogar noch weiter gehen und N 
und N’ stetig in w-fach bez. w-fach gewundene Kreise umwandeln; 
dabei müssen dann die Radien » und »” wegen des gleichen Gesamt- 
umfangs in der Beziehung wr = w'r stehen. 

Lassen wir nun den so gewonnenen Kreis N auf N abrollen, so 
können wir während dieses Processes die Drehung von N’ um seinen 
Mittelpunkt leicht controlieren. Möge der Radius von N nach dem 
augenblicklichen Berührungspunkte des Kreises N den Winkel £ von 
der Anfangslage aus beschrieben haben, während sich N’ bis dahin 
um seinen Mittelpunkt durch den Winkel ¢ gedreht habe; dann zeigt 
eine elementare Betrachtung: 


ur, r A 
rt =r (t — t) und also ż — (1 + =) 
Für {= 2 wx ist die Abrollung vollendet; es ist somit der zugehörige 
Wert t = 2xA gegeben durch: 


t = 2n A = 2a (w + w) und also Æ =w +4 w. 


Die Rückkehr zur Anzahl A vermöge (5) ergiebt den Satz: Führt man 
das n- Eck N’ durch Ausübung der Drehungen Vna, Vn-ı, -:., Fe, Vi 
in seine Anfangslage zurück, so ist hierbei die mit N starr verbundene 
Ellipse A = n — w, — w, Male im positiven Umlaufssinne vollständiy 
in sich verschoben. 

Übrigens ist für ein n-Eck die Windungsanzahl w nicht grösser als 
die grösste ganze Zahl EZ), welche < — ist. Die Anzahl 4 


der Umdrehungen der Ellipse genügt somit der Bedingung: 
2 I p Do gung 

a ,[n— l 

(6) n—2 >A>n — 2E e= A 


~ ° .. . 
Bei den Discontinuitiäitsbereichen der Gattung (0, n) kommt natürlich nur 
die grösste Anzahl A =n — ? var. 
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Auf der anderen Seite bemerke man, dass wir die Anzahl A und 
damit aueh die Summe (w, + w) für unsere Discontinuitätsbereiche aus 
den Invarianten ji, Ji, i+1, -~ berechnen können. Es ist dabei für die 
augenblickliche Ausdrucksweise zweckmässig, in der &-Ebene den Haupt- 
kreis als Einheitskreis zu wählen, wobei das Ellipseninnere in das 
Innere des Hauptkreises übergehe; man richte es so ein, dass die 
sonst auf &=0, + 1, œœ bezogenen Ellipsenpunkte nun die Punkte 
é = — i, +1, +i des Hauptkreises liefern. Die Substitutionen 
Vi, V2, ..., Vna denken wir uns zunächst nach pg. 368 in den Invarianten 
Ji Jisitı, -- . dargestellt und werden von hieraus die Transformation 
auf den neuen Hauptkreis vollziehen. 

Nun wähle man als den starr mit N’ verbundenen Punkt der 
Ellipse bez. des Hauptkreises &= — i, welcher nach pg. 342 der eine 
Schnittpunkt der Geraden e,& mit der Ellipse ist. Übt man dam V, 
aus, so drückt sich der von dem in Rede stehenden Punkte beschriebene 
Bogen des Hauptkreises zwischen &= — i und &=V,(—i) offenbar 
durch die Invarianten allein aus, und zwar als ein bestimmter zwischen 
0 und 2x belegener Bogen, dessen Sinus und Cosinus eindeutig von 
den Invarianten abhängen. Dasselbe gilt von den weiter sich an- 
schliessenden Bogen zwischen &=V,„(— i) und&=P,-ı/,.(— i) u. s. w. 
Es handelt sich dabei für gewöhnlich um Bewegungen des Punktes 
auf dem Hauptkreise im positiven Sinne. Rückläuäg wird der Punkt 
nur bei einer solchen hyperbolischen Substitution V, bei welcher er 
in der projeetiven Ebene mit der bezüglichen hyperbolischen Ecke 
auf der gleichen Seite der zugehörigen Polare gelegen ist*); übrigens 
folgert man aus der Figur des Doppel-n-ecks leicht, dass der Punkt 
höchstens einmal rückläufig werden kann, wobei alsdann der auf dem 
Hauptkreise beschriebene Bogen negativ in Rechnung zu bringen ist. 
Die Summe aller berechneten Bogen, durch 2x dividiert, liefert die An- 
zahl A, welche solcherweise als eine allerdings transcendente, aber ein- 
deutig definierte Function der Invarianten A (ji, ji, i+1, Ji, +2) erscheint. 
Wir haben cs alsdann als die letzte hier zu neanende Eigenschaft unserer 
Diseontinuitätsbereiche zu bezeichnen, dass für ihre Moduln die Gleichung: 


(1) A Jis Ji itis Janta n — 2 
gültig ist. 

Man muss aber diese Gleichung nicht dahin auffassen, dass sie 
über die Gleichungen (10) pg. 367 und (15) pg. 369 hinaus eine Be- 


*) Man wird diese im projeetiven Sinne zwar nicht genaue, aber im Interesse 
der Kürze gewählte Ausdrucksweise nach den früheren Darlegungen über die Gc- 
stalt und Lage der Polygone in der projectiver Ebene nieht missdeuten. 
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schränkung in der Zahl der vorliegenden variabelen Parameter zu be- 
deuten hätte. Sondern wir werden den entwickelten Darlegungen gemäss 


= 1 Mannigfaltigkeiten von der 


gleichen Dimensionenanzahl (3n — 6) als Lösungen der citierten Glei- 
chungen (10) pg. 367 und (15) pg. 369 zu erwarten haben, welche den 
verschiedenen Werten A = n — 2, n — 3, ... entsprechend durchaus von 
einander getrennt sind. Von diesen Mannigfaltigkeiten ist dann nur 
die erste durch (7) als für die Gattung (0, n) in Betracht kommend 
bezeichnet. 


n— 1 
2 





bei gegebenem n im ganzen [2 E ( 


$ 17. Systematische Zusammenstellung und Vollständigkeitsbeweis der 
charakteristischen Bedingungen für die Moduln der Gattung (0, r). 


Indem wir die Ergebnisse der voraufgehenden Paragraphen zu- 
sammenfassen, gelangen wir zum vollen System der charakteristischen 
Bedingungen für die Moduln der Polygone der Gattung (0, n). Diese Aus- 
drucksweise ist wie bisher in dem Sinne zu verstehen, dass jedes System 
von Moduln, welches den fraglichen Bedingungen genügt, eine und nur 
eine Classe von Polygonen I, und damit Gruppen T der Gattung (0, n) 
definiert. 

Die fraglichen Bedingungen sind die folgenden: 


I. Die 3n Moduln ji, Ji ipi, Ji, ira sind reelle, den Bedingungen: 


(1) Ji z o; Ja it-1 eoo 2a Ja i+2 AA D 
genügende Zahlen, und cs gilt, im Falle ji; <2, ausserdem: 
(2) Ji == 27005 F 


mit ganzen Zahlen l; > 2. 


H. Die nach (T) pg. 366 zu berechnenden Zahlen D; i41, +2 müssen 
den n Ungleichungen geniigen: 


(3) Diari ra>. 


III. Mit Hilfe der positiv genommenen Wurzeln VD berechnen wir 
die n weiteren Moduln: 


GH 2j inip = Pihi i4 tt dr ie three + 
+ VD iti, ipe 

wnd haben zu fordern, dass die neun algebraischen Gleichungen bestehen: 

(5) li, ii ie, 

welche py. 868 u. f. näher betrachtet wurden. 
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IV. Es gelten die n Ungleichungen: 
(6) Ji i—i, i41 F Jii, iJi ir) > JH Fr 
F jiii a) 
V. Endlich besteht die Gleichung: 
5 = $ E SF 2% 
(1) A Ji, i+13 J, i+) =n — 22. ) 

Die aufgestellten Bedingungen sind zufolge der bisherigen Unter- 
suchungen notwendig und von einander unabhängig **); aber auch ihr 
Vollständigkeitsbeweis ist im bisherigen schon vorgezeichnet. Wir 
werden diesen Beweis in der Art führen, dass wir für ein beliebiges 
in Übereinstimmung mit I bis V ausgesuchtes System von Moduln 
ein und von Transformation abgesehen auch nur ein kanonisches 
Polygon P, als zugehörig nachweisen. 

Wir bestimmen erstlich ein particuläres Paar V,, V, aus ji, Je» Jio, 
ziehen die Verbindungsgerade e,e, der beiden Fixpunkte und wählen 
die Pfeilrichtungen in Übereinstimmung mit Figur 123 pg. 349. Ein ` 
Zweifel, welche Verbindungsgerade e,e, unter den beiden Möglichkeiten 
zu wählen ist (hyperbolische Diedergruppe, cf. pg. 346), kann zufolge 
Jia <O nicht eintreten; diese Bemerkung gilt auch für die sogleich zu 
vollziehende Construction der Seiten &,e,, .. 

Die Substitutionen V3, V4, ..., Vn sind nun aus Vı, Və und den 
Invarianten eindeutig und zufolge (3) reell bestimmt, und man findet 
successive die Pfeilrichtungen je zweier consecutiven Paare auf Grund 
der Ungleichungen (1) mit Figur 123 pg. 349 in Übereinstimmung 
(ef. die Entwicklungen für die Gattung (0, 3) pg. 349 ff.). 


Man markiere die Fixpunkte es, ..., €n von Fs, ..., Va und ziehe 
nach der Vorschrift von pg. 348 die Verbindungsgeraden &,6,, & 6, ---, &n&ı» 


Nach den ausführlichen Darlegungen von pg. 367 ist es die Wirkung 


*) Die Gattung (0, 3) subsumiert sich den fünf Bedingnngssystemen des 
Textes, wie man durch Vergleich mit pg. 348 feststellen wolle, nicht ohne weiteres; 
an Stelle der zweiten und dritten Ungleichung (1) gilt nämlich im Falle (0, 3) 
die Bedingung J; ;, < 0. Im Falle (0, 4) ist aus einem nahe liegenden Grunde 


das gleichzeitige Verschwinden der vier Invarianten j; unzulässig. Dies kommt 
im Texte dadurch zum Ausdruck, dass für J; =, =, = J, = 09 auch 5 = 
wäre und also zufolge (4) entgegen der Ungleichung (3) die Gleichung D,,, = 0 
bestände. 

**) Doch wolle man bemerken, dass nach pg. 368 drei unter den Gleichungen (5) 
zur Darstellung von J, 


Be ET = a 1,2 dienen, und dass für diese 
Invarianten auch bereits drei unter den Gleichungen (4) gelten. Auch übrigens soll 
die Bemerkung des Textes nur so verstanden werden, dass keines unter den sechs 
„Systemen“ charakteristischer Bedingungen (1) bis (6) entbehrlich ist. Die Frage, 


ob jede einzelne Bedingung von den übrigen unabhängig ist, lassen wir unerörtert. 








II, 2. Kanonische Polygone und Moduln der hyperbolischen Rotationsgruppen. 379 


des positiven Zeichens der Wurzeln in (4), dass in der Kette der Geraden 


CE, C, C;, ++., Ene, jede folgende von der Richtung der voraufgehenden 
nach links abweieht. Wir gewinnen so ein gesehlossenes n-Eck N 
mit concaven Winkeln, dessen Windungsanzahl w einstweilen unent- 
schieden bleibt. 
Nach pg. 369 gilt infolge der Gleichungen (5) für die n Sub- 
p8 5 S 


stitutionen Vi, V2, ..., Va die Relation: 
(8) ae Nr AE, 


Bestimmen wir jetzt nach der Vorschrift von pg. 309 u.f. das conjugierte 
erstem Vi, Pe, ..., Vn, so ist: 
(9) eV... —=1 
eine identische Folge von (8). Wir wenden demnächst auf die Kette 
der Seiten von N den pg. 309 ausführlieh geschilderten Process der 
Umlegung zur eonjugierten Kette &e,, &,e,, ee’, ... an. Dabei ist: 
eg = Vales), 4 = VrVsle), <; 
und der Endpunkt e, der letzten Seite e„e, rüekt nach e; = Vo V3 : - - Va (61) 
= Vr (e) und erreicht also als Fixpunkt von V, seine Anfangslage 
wieder. Wir gewinnen damit ein geschlossenes und mit N conjugiertes 
Polygon N’. 

Nun kommen die Ungleichungen (6) zur Geltung, denen zufolge 
&_ı mit &+ı in einem Normalbereich von V; liegen. Die Folge ist, 
dass in der Seitenkette von N’ bei Durchlaufung von e, nach 6, &,... 
jede folgende Seite gegen die voraufgehende nach rechts ausweieht. Es 
liegt somit ein Doppel-n-eck N, N’ von oben betrachteter Art vor. 

Endlich haben wir noch hervorzuheben, dass zufolge (7) die 
Windungsanzahlen xw und w’ unserer beiden n-Ecke N und N’ beide 
gleich 1 sind. 

Man verwandele nun das Doppel-n-eck nach pe. 305 in ein 
Polygon P,, dessen Seiten dureh V,, V}, ..., Vn auf einander bezogen 
sind. Dieses Polygon wird offenbar keinen Windungspunkt darbieten, 
und die Winkelsumme der zufälligen Ecken von P, ist gleich 2a. 
Liegt e; im Ellipseninneren, so hat P, hierselbst zufolge (2) den Winkel 
0. Dem Bedenken, ob nieht vielleielt der Polygonwinkel (x -- T) 
vorliegen möchte, begegnet man einfach dureh die Bemerkung, dass 
F; und V;+, zufolge der Bedingungen (1) und (2) nach pg. 348 ein 
brauchbares Polygon (0, 3) liefern. Der Winkel des letzteren bei e; 
ist aber gleich dem Winkel unseres Polygons P,, welcher demnach 





wirklich gleich °” ist. 
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Hiermit haben wir am gewonnenen Polygon alle Eigenschaften 
eines Discontinuitätsbereiches der Gattung (0, n) nachgewiesen, und 
also bestätigt sich die Vollständigkeit der Bedingungen I bis V. — 

Es wird am Platze sein, die voraufgehenden Entwicklungen durch 
Betrachtung einiger besonderer Gruppen zu illustrieren; diesem Zwecke 
mögen die beiden folgenden Beispiele dienen. 

1) Wir ziehen etwa zunächst die bereits pg. 279 benutzte Gruppe (0, 4) 
heran und halten an dem in Figur 87 pg. 279 mit den Ecken &,, C2, &, & 
versehenen Elementarviereck fest. Die Erzeugenden V,,..., V, sind dann: 








R 3 + yYıl L O 
, ) y2 y2’ y2 
y 2 l ) V, = 2 
3— yit 0 an 
ya’ v2" y2 
ya 
—., us as] w Tyan) 
y; = En Dur Vi == e. ) 
—5+y1 La 3— yii 1 | 
er ;: 


wobei die Vorzeichen der Coefficienten nach der Vorschrift von pg. 345 
fixiert sind. Für die Invarianten berechnet man von hieraus die Werte: 


Jı =O, L E Js= 1, J= Q, 
F= ne Ja = jam ei. 
Jis = Ja goo y 22, 


womit die Bedingungen (1) und (2) in diesem Falle bestätigt sind. 
Weiter ergiebt sich für die Discriminanten: 


Dis = 3-11, Da5 2-11, Du=2, Di = 2. 35 


so dass die Ungleichungen (3) erfüllt sind, Auch ergeben die Glei- 
chungen (4) die richtigen Werte Jos = Ja, hu = Ji; --- Wie man 
leicht feststellt. Die Gleichungen (5) übergehen wir, da wir dieselben 
weiterhin für den Fall n = 4 noch allgemein zu discutieren haben. 
Dagegen überzeuge man sich, dass die Ungleichungen (6) erfüllt sind. 
Die Gleichung (7) endlich eontrolieren wir in der Art, dass wir den 
Punkt &=0 fest mit dem conjugierten Viereck verbunden denken 
und sodann die Bewegungen V,, V3, Vz, V, ausüben. Da es sich hier 
um lauter elliptische Substitutionen handelt, so wird der fragliche 
Punkt des Hauptkreises, d. i. hier der reellen &-Axe, nie rückläufig. 
Bei Ausführung der Bewegungen rückt nun der anfangs bei &=0 
gelegene Punkt nach einander nach 3+ V11, 1, oo, O und beschreibt 
somit, wie es sein muss, die reelle &-Axe zweimal vollständig. — 
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2) Als zweites Beispiel betrachten wir eine Gruppe der Gattung 
(0, 5). Setzen wir die Gleichung der fundamentalen Ellipse in die 
Gestalt: 


(10) T 


> 9 ) 
2a 7 fg == 0 


a 
DL 


und bilden die gesamten ternären unimodularen Substitutionen erster 
Art der Ellipse (10) in sich, so gewinnen wir nach der Umsetzung 
in -Substitutionen die in Aussicht genommene Gruppe. Dieselbe ge- 
hört der Gattung (0, 5) an; denn der Discontinuitätsbereich ist, wie 
wir im nächsten Abschnitt noch ausführlich sehen, bei zweckmässiger 





Auswahl von & durch das Doppelfünfeck der Figur 155 gegeben. Die 
Ecken e,, €, ..., € des links gelegenen Elementarfünfecks liegen bez. bei: 


ivV2 —VT+iy3 —yb+i —Vy5s-+iy2 
ze yol — MM)’ =ı ty? y7 





=, 


Es handelt sich hier um zwei mit einander symmetrische Elementar- 
fünfecke, so dass die Gruppe durch Spiegelung an der imaginären 
Axe erweiterungsfähig ist; es ist dies durch die Schraffierung in der 
Figur angedeutet. Die Winkel des Elementarfünfeecks in den Ecken 


7T IE TE TE 


3797 37 9» 9; und also sind unter den 


Be,...,& sind bez. 


fünf Erzeugenden vier von der Periode zwei und eine von der Periode 
drei. Die Erzeugenden sind unter richtiger Fixierung der Vorzeichen 
ihrer Coefficienten: 


N 


Jhs= >75, w= 2y 14, Jas = 


382 ll. Ausführliche Theorie der Polygongruppen. 


3 Ar 1 A 3 T Je 
ORA E 
zen’ ’ a Au _32y3 ne 
= AM 
ys 00 
p= 05, r) „| See 
ı-yr, ml > 


ya’ yi 


Auf dieser Grundlage ist es nun leicht, die Invarianten zu be- 
rechnen und an ihnen die eharakteristischen Bedingungen I bis V zu 
bestätigen. Man findet: 


hd, =, j=l, Ja =O, Js=0, 


I = — V 10, hi =- V3 js= 273 k=-V14, 


— 70, = 22 Je yi 





in Übereinstimmung mit den Bedingungen I. Weiter findet sich für 
die Diseriminanten nach (7) pg. 366: 


_9.7 _9Rn — 9l — on IE. 
Da=2T7, Da=2°5-T, Ds = 25 Du = 25, Da 25.05 


womit sich die Bedingungen II bestätigen. Die Gleichungen (4) 
liefern nun: 





Ji23 u 2y2, "asi E V14, J34 g 32 Jası zi yıo, Jar > V38: 
1 


Diese Werte stimmen naeh Zeichen wechsel mit den Werten Jiss Jsı» Jı2» J233 Jsu 
überein; in der That ist ja V, Y,V,= Vs Vi ,.... Indem wir die 
Gleichungen (5) wegen ihrer Compliciertheit auch hier übergehen, be- 
stätigen wir leicht die Ungleichungen (6). Zur Controle der Gleichung 
(7) endlich denke man den Punkt ¢ = O fest mit dem conjugierten 
Fünfeck verbunden und übe auf dasselbe nach einander die Bewegungen 
Vs, Va, -.. Vi aus. Der anfangs bei & = O gelegene Punkt rückt 
nach einander an die Stellen: 


0, I - 0, © 


u.“ er ) O; 
aa 


da er niemals rüekläufig wird, so besehreibt er, wie man leieht fest- 
stellt, die reelle Axe in Übereinstimmung mit (T) drei Male. — 
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$ 15. Die in der Gattung (0, n) enthaltenen Familien von Gruppen- 
classen. Continuitätsbetrachtung und Existenzbeweis. 


Die ım vorigen Paragraphen für die Moduln der Gattung vom 
Charakter (0, n) aufgestellten charakteristischen Bedingungen zeigen 
uns, In welchem Bereich wir diese Moduln als willkürlich variabel 
anzusehen haben, um die gesamten der Gattung angehörenden Classen 
von Gruppen zu gewinnen. Es ist indessen wünschenswert, den Ge- 
samtumfang der Gattung (0, n) in einer mehr auschaulichen Weise 
darzulegen; hierzu dienen die folgenden auf geometrischen Vorstellungen 
basierenden Betrachtungen. 

Wie früher, so definieren wir auch hier zunächst den Begriff 
einer Familie von Polygonen oder Gruppen (0, n). Liegen v unter den 
n festen Ecken e von X, auf oder innerhalb der Ellipse, so nennen 
wir diese v Ecken in ganz beliebiger Reihenfolge ei, eiz, -.., &,. Mögen 
ihnen im Sinne von (2) pg. 377 die v ganzen Zahlen l, b,..., L 
zugehören, welche einzeln >2 sind, die Möglichkeit l; = œ ein- 
geschlossen. Alle Polygone (oder Gruppen) mit dem gleichen v und 
denselben Zahlen l, b, ..., l fassen wir zu einer Familie zusammen 
und bezeichnen (0, 2; L, L,, ..., 4) als die Signatur der Familie. Es 
ist dabei die Reihenfolge der Zahlen l, l, ..., l bez. der zugehörigen 
Ecken auf dem Rande von Pp, wie schon hervorgehoben, ganz gleich- 
gültig (cf. die Entwicklungen über die Elementartransformationen 
zweiter Art pg. 301 ff. sowie pg. 325 ff.). Für v == Q ordnet sich die 
Gesamtheit aller Gruppen (0, n) ohne elliptische und parabolische 
Substitutionen als eine einzige Familie der Signatur (0, n) ein. 

Es gilt nun wieder der Satz, dass die Polygone der einzelnen 
Familie ein Continuum. bilden. Man würde dies durch Discussion der 
Bedingungen (1) u. s. w. pg. 377 zeigen können; indessen ist es einfacher, 
unter Gebrauch des Schlusses der vollständigen Induction, wie schon in 
Aussicht genommen, ein directes geometrisches Beweisverfahren zu wählen. 

Es ist oben (pg. 353) gezeigt worden, «dass die einzelne Familie 
der Gattung (0, 3) ein Continunm darstellt. Wir nehmen nun an, der 
zu beweisende Satz gelte für die Familien der Gattung (0, a — 1), und 
können dann zeigen, dass er auch noch bei (0, n») erhalten bleibt. 
Die allgemeine Gültigkeit wird damit bewiesen sein. 

Mögen nun zwei Gruppen I’ und I” der Gattung (0, n) vorliegen, 
welche derselben Familie angehören. Wir können dann, wenn über- 
haupt v > OÖ ist, nötigenfalls unter Anwendung einer Transformation 
(el. pg. 301 ff.) zwei zugehörige Polygone P) und PY bilden, in denen 
die v Zahlen l, 7,,..., 4, in dieser Reihenfolge zu den r ersten Ecken 
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Cj, Ca, -eey & bez. €, &, -.., & gehören. Bei v = O indessen wählen 
wir P, und Pý naeh Belieben. Die zu P, und Py gehörenden Er- 
zeugenden der Gruppe seien Vi, Fo, - -., Va und V,, Ps, 22 0, ic 
die v ersten stimmen die Invarianten überein: j; = ji, -e Jr = Jr. 

Nach pg. 363 kann man I durch Composition aus einer Gruppe Ih —1ı 
von der Gattung (0, n— 1) und den Erzeugenden Vig = V, Vo, Vg- Vn 
mit einer Gruppe I, von der Gattung (0, 3) und den Erzeugenden 
K Fe, Viz herstellen. Möge I” in derselben Weise durch Composition 
aus IT,_,ı und Iy entspringen. Die Substitutionen Fiz, Vio sind dann 
beide hyperbolisch (cf. pg. 362), ihre Invarianten brauchen zunächst 
nicht übereinzustimimen. 

Zufolge der letzten Bemerkungen gehören die Gruppen In—ı und 
T„_ı der gleichen Familie an. Der Voraussetzung nach können wir 
somit I„_ı in I„_ı continuierlich überführen, ohne dabei aus der 
Familie herauszutreten. V, geht dabei continuierlich in Vig über und 
bleibt während der Abänderung beständig hyperbolisch. 

Andererseits gehören auch I, und I, derselben Familie an, so 
dass wir auch /‘, continuierlich in I, überführen können, ohne die 
Familie zu verlassen. Da aber bei (0, 3) die Invariante jia unterhalb 
— 2 beliebig variabel ist (ef. pg. 348), so können wir die Überführung 
von I, in Iy derart ausführen, dass V,, dabei genau die bereits so- 
eben bei Überführung von IT„_, in T/_, vollzogene Abänderung erfährt, 
Beide Processe können daraufhin zugleich ausgeführt werden; und es 
kommt dies offenbar darauf hinaus, dass wir die ursprünglich vorgelegte 
Gruppe I’ der Gattung (0, n) innerhalb ihrer Familie continuierlich in 
IT" überführen. Die Behauptung, dass allgemein die Gruppen der 
einzelnen Familie ein Continuum bilden, ist damit bewiesen. 

Es tritt ferner die Frage auf, ob für jede denkbare Signatur 
(0, n; li la,- L) mit ganzen Zahlen 1>2 auch wirklich Gruppen 
existieren. Dass dies in der That der Fall ist, kaun man wiederum 
durch das Schlussverfahren der vollständigen Induction erhärten. Wir 
nehmen an, dass bei der Gattung (0, an — 1) Gruppen jeder Signatur 
vorkommen, und können dann dasselbe für die Gattung (0, n) beweisen. 
Denn ist (0, 2; l,l, ..., L) vorgelegt, so greifen wir eine Gruppe 
der Signatur (0, ñ — 1; lg, las... l) auf*), die wir T„_, nennen, ums 
die Vigs Vs, Vas -+e Vna zu erzeugenden Substitutionen hat. Componieren 
wir I„—ı mit einer nach pg. 348 zu gewinnenden Gruppe I, von der 
Signatur (0, 3; /,, /,) und den Erzeugenden V,, V2, Viz » so entspringt 
offenbar eine eomponierte Gruppe der gewünschten Signatur. 


*) Für v < 3 tritt au Stelle dessen die Signatur (0, n — 1) 
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Haben wir für die vorgelegte Signatur eine einzige Gruppe ge- 
wonnen, so lehren nun die Bedingungen (1) bis (T) pg. 377, in welcher 
Weise wir die zugehörigen Moduln als varıabel ansehen müssen, um 
die ganze Familie zu gewinnen. Bereits pg. 365 u. f. wurde erörtert, dass 
die Gleichungen (4) und (5) pg. 377 die 3n Invarianten ji, Ji, i41; Ji, i42 
auf (3n — 6) unabhängige einschränken. Die v Gleichungen (2) pg. 377 
ergeben eine weitere Reduction auf (3n — 6 — v) unabhängig veränder- 
liche Moduln. Ungleichungen können den Grad dieser Veränderlichkeit 
nicht mehr herabdrücken, und auch durch die Gleichungen (7) pg. 578 
kann dieses nicht eintreten, wie aus der pg. 376 u.f. besprochenen 
Bedeutung dieser Gleichung hervorgeht. 

Unter Zusammenfassung der zuletzt gewonnenen Ergebnisse haben 
wir demnach folgenden Satz: Die Gattung vom Charakter (0, n) zer- 
fällt in unendlich viele Familien der Signatur (0, n; li, l, ... l), wo 
O<r<n ist und die l, l, ... irgend welche ganze Zahlen > 1, den 
Wert co eingeschlossen, vorstellen. Jede einzelne Familie stellt ein 
(3n — v — 6)-fach unendliches Continuum von Gruppenclassen dar. 


$ 19. Die charakteristischsn Bedingungen der Moduln und die 
Mannigfaltigkeit aller Gruppen der Gattung (p, n). 


Zur Untersuchung der kanonischen Polygone der Gattung (p, n) 
hatten wir die einzelne hierher gehörige Gruppe aus einer Gruppe 
vom Charakter (0, n + p) und p Gruppen (1, 1) durch Composition 
hergestellt. Für die Theorie der Moduln der Gattung (p, n) ist der 
Gebrauch eines anderen, aber mit dem bisherigen sehr nahe verwandten 
Compositionsverfahrens vorteilhafter. Um dasselbe zu beschreiben, gehen 
wir für einen Augenblick auf die Gattung (1, 1) zurück. 

Eine Gruppe der Gattung (1, 1) möge Va, Vo, Fe zu Erzeugenden 
haben, wobei V, hyperbolisch sein soll; für die zugehörigen Moduln 
halten wir an allen Festsetzungen und Ergebnissen von pg. 354 ff. 
fest, d. h. es gilt vor allem: 


(1) >22, >È, ja> 2, K<-—2. 

Führen wir nun die auch schon pg. 186 gebrauchte Substitution I, 
ein, so ist: 

(2) Va = Va Va Vy, Ve = VaV. 

Die drei Invarianten Ja, Ja, Je”) des Substitutionenpaares Va, Va genügen 
neben den Bedingungen (1) der Ungleichung: 


um — 


*) Da V‘ aus V7 ' durch Transformation hervorgeht, so stimmen die In- 
varianten von V, und V/ überein. 


t% 
ne | 


Fricke-Klein, Automorpho Finnetionen. L 
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Ja T Ta ci Je u JaJade 2» 2, 
welche man sofort als eine Folge von (1) erkennt. Nach pg. 348 
sind somit Vz, Va, V. ' die Erzeugenden einer Gruppe (0, 3). 
Auch geometrisch ist die Entstehung dieser Gruppe (0, 3) sehr 
leicht darzulegen; Figur 134 soll diesem Zwecke dienen. Es ist hier 
erstlich das zu Va, Vo 
„ gehörende Viereck 
der Gruppe (1, 1) 
gezeichnet und links 
daneben das dureh 
V, aus ihm hervor- 
gehende Viereck an- 
gefügt; letzteres 
liefert Ka, m, als 
Gruppenerzeugende. 
Von hieraus gewinnt 
man den Disconti- 
nuitätsbereich der 
Gruppe (0, 3)einfach 
dadurch, dass man über den durch V,” auf einander bezogenen freien 
Seiten des Doppelvierecks jeweils geradlinige Dreiecke mit den Spitzen 
Ca, €a zeichnet und dem bisherigen Bereiche anfügt. In Figur 134 ist 
dies näher ausgeführt. 
Sei nunmehr eine beliebige Gruppe I’ der Gattung (p, n) vor- 
gelegt, deren Erzeugende 






















Fig. 134. 


> 


9 a 
(3) Vi; e.e} p: Ka Ve Wen e. ey ap) Va,» Ve, f 


sind. Wir schalten nun die Va, einstweilen aus und ersetzen die rea 
nach (2) durch die p Substitutionen V,,. Es besteht alsdann zufolge 
pg. 186 die Relation: 


MY) OO NM Va Va Va 00 Ve 


? 5 BR d F an i ; 2 
und die an ihr beteiligten Substitutionen Vi, Va, , Va, sind die Ir- 
zeugenden einer Gruppe der Gattung (0, n + 2p). Zufolge der voraus- 
gesandten Darlegungen können wir diese Gruppe (0, n + 2p) her- 
stellen, indem wir die Gruppe (0, n + p) der Erzeugenden: 

Si Bi 
Vi, o e3 Vs lies ? e è 57 v 
mit den p soeben gewonnenen Gruppen (0, 3) von den Erzeugenden 
r r —1 . a - . . 
Var, Vagy Ve, eomponieren. Die Gruppe (0, n + 2p) wird somit der 
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Gesamtgruppe (p, n) nüher kommen, d. h. eine umfassendere Unter- 
gruppe der letzteren sein, als die Gruppe (0, n + p). 

Um die Classe der Gruppe T eindeutig durch Moduln festzulegen, 
führen wir nun vor allem nach den Vorschriften der vorangehenden 
Paragraphen das Modulsystem der eben gemeinten Gruppe (0, n + 2p) 
ein. Da jedesmal die beiden Substitutionen Vor V., sleiche Invarianten 


a} 5 
haben, so sind unter den Moduln der Gruppe (0, n+ 2p) im ganzen: 
(5) B(n + 2p) — v — 6 — p= 3n — rv + 5p— b 


natürlich unter Einhaltung der charakteristischen Ungleichungen un- 
abhängig variabel. Man merke an, dass zu dem in Rede stehenden Modul- 
system auch die Invarianten 5. als Simultaninvarianteu von V3, Va 
gehören. 

Setzen wir nunmehr die p Substitutionen V, hinzu, so treten 
damit zugleich die 2p Invarianten Je., Ja,,:, auf, wobei die p Gleichungen 
bestehen werden: 

(6) Ja a Je ag ar = JaJoJas aa Je — 2 =Q. 

Wir werden hier etwa die p Invarianten jẹ, als unabhängige Moduln 
den bisherigen hinzufügen, so dass die Gesamtzahl unabhängiger Moduln 
sich auf: 

(7) sn — vr +6p —6 


beläuft. Die Invariante Jas ist nun Wurzel der quadratischen Gleichung 
(6), und da ja, reell ist, so gilt: 

(8) a Daa — j — 2). 

Dem gewählten Entwicklungsgange gemäss werden wir diese Un- 
gleichung als eine Bedingung für jẹ auffassen, deren Erfüllung durch 
die ohnedies zu fordernde Bedingung jẹ >2 offenbar noch nicht ge- 
währleistet ist. 


Indem wir die Wurzel jap von (6) adjungieren, ist V, eindeutig 
bestimmt. Es ist nämlich mit ja auch die Invariante: 


., . . . . ’- — Í 
(9) aU E —ı = Jaje — Jab YVON Va Fe = Vi Va 
eindeutig bestimmt, die übrigens, wie man leicht bemerkt, die zweite 
Wurzel der Gleichung (6) ist. Es ist ferner die Invariante jẹ —e be- 
kannt, nämlich = j», da 
— Í ra —1 ’ — 1 r y t r r 

2 n = Va Pa n= F Pa 
zutrifft. Schreibt man nun die Invarianten js, jao, Jan, Je, —c in den 
Coefficienten von V, sowie in denjenigen der übrigen beteiligten Sub- 


stitutionen Va, Va, Ve an, so liegt analog wie in (1) und (2) pg. 365 ein 
| 25* 
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System von vier linearen Gleichungen für V, vor, aus dem wir 7) 
berechnen könuen. Das Verschwinden der Determinante ist nämlich stets 
ausgeschlossen; denn dies würde, wie man durch Ausrechnung (cf. (8) 
pg. 366) leicht feststellt, die Folge haben, dass die Fixpunkte e4, & 
und e von Va, Va, Voe entgegen der Eigenart des zugehörigen Dis- 
continuitätsbereiches (0, 3) auf einer Geraden liegen. 

Es ist weiter die Frage, ob man allgemein angeben kann, welche 
der beiden Wurzeln der Gleichung (6) die Invariante Jab ist. Dies 
lässt sich nicht angeben. Gerade so gut, wie Y,, kann man nämlich 
die der zweiten Wurzel jap entsprechende Substitution V, zur Aus- 
gestaltung der aus Va, Va, Ve zu erzeugenden Gruppe (0, 3) auf eine 
Gruppe (1, 1) benutzen. Um dies einzusehen, bemerke man vorab, 
dass V, aus jẹ und ihrer Eigenschaft, Va in V4 zu transformieren, not- 
wendigerweise erst zweideutig bestimmt ist. Die allgemeinste Sub- 
stitution (erster Art), welche Va in V, transformiert, entsteht aus einer 
speciellen solchen Substitution durch Combination mit einer beliebigen 
Substitution der zu ĉa gehörenden cyclischen continuierlichen hyper- 
bolischen Gruppe. Diese letztere Substitution ist nun in zwei Weisen 
immer so wählbar, dass die combinierte Substitution die gegebene In- 
variante jẹ erhält, wie man leicht durch Rechnung verfolgt. Da beide 
Substitutionen Vs, V, auf V, führen, so gehören eben ihnen die beiden 
Invarianten jap und ja» zu. Nun ist Ja > 2, Je > 2, Je <— 2, und es 
folgt aus: 

(10) (Ja — J)? F Jar + — Ja) =IHt 2; 

dass jede der beiden Wurzeln jab > 2 ist. Damit aber ergiebt sich 
auf Grund von pg. 360, dass sowohl Va, Vs, Ve als auch Va, Vo, Ve 
die Erzeugenden einer Gruppe (1, 1) darstellen. Es ist also in der 
That V, gerade so brauchbar wie V, zur Ausgestaltung der zu Va, Va 
gehörenden Gruppe (0, 3). 

Unter Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse stellen wir 
nun folgenden Satz auf: Um die Moduln und charakteristischen De 
dingungen der Gruppe T vom Charakter (p, n) zu gewinnen, bilden wi 
zunächst die Moduln und charakteristischen Bedingungen für die bei Fort- 
lassung von Ve, +. +, Vo, entspringende Gruppe (0, n +- 2p). Darüber 
hinaus kommen noch die p Moduln j, hinzu und mit ilmen die p neuen 
Bedingungen (3), worauf nun endlich noch die p Moduln Ja, zu adjungieren 
sind. Der Beweis dieses Theorems ist bereits in den Be 
Darlegungen enthalten. Die Gruppe (0, n + 2p) bez. ihr Polygou 
dürfen wir nach den Entwicklungen der vorangegangenen Paragraphe: 
bereits gebildet denken. Die Hinzufügung von jẹ liefert dann jedesm 
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zwei Möglichkeiten der Composition mit einer Gruppe (1, 1), unter 
denen wir die eine dureh Adjunetion von ja, herausgreifen. — 

Um die Mannigfaltigkeit aller Gruppenclassen der Gattung (p, n) 
zu überblicken, ist es zweckmässiger, an der früheren Art der Com- 
position festzuhalten, bei welcher wir die einzelne Gruppe aus einer 
Gruppe (0, n+ p) und p Gruppen (1, 1) herstellten. Die Gruppe 
(0, n+ p) hatte die Erzeugenden V., ..., Va, Va pe, e die 
einzelne Gruppe (1, 1) aber Vap, Vo,- 

Analog wie bisher nennen wir (p, n; lL, lz, -.., ly) die Signatur 
der Gruppe T, welehe im Einzelfall vorliegt, und fassen alle Gruppen 
der gleichen Signatur in eine Familie zusammen. Dann gilt wieder 
der Satz, dass die Gruppenclassen der einzelnen Familie ein Conti- 
nuum darstellen. Es geht dies unmittelbar daraus hervor, dass die 
Gruppen der Signatur (0, n + p; lL; l, .- ly) ein Continuum bilden, 
und dass dasselbe von allen denjenigen Gruppen (1, 1) gilt, welche 
durch Vermittlung von V., mit der einzelnen Gruppe (0, n + p) 
compositionsfähig sind*). 

Die Dimensionenanzahl des Continuums aller Gruppenclassen der 
Signatur (p, n; l, l, -.., ly) könnten wir leicht durch Fortsetzung 
der zuletzt gegebenen Überlegung bestimmen. Doch müssen wir hierbei 
natürlich auf die schon unter (7) angegebene Anzahl unabhängiger Moduln 
geführt werden. Wir haben somit folgendes abschliessende Theorem: 
Die gesamte Gattung (p, n) zerfällt, allen möglichen Combinationen von 
v ganzen Zahlen I>1 mit O<v <n entsprechend, in unendlich viele 
Familien der Signaturen (p, n; li, lo, - - -, ly); die einzelne Familie stellt 
ein einziges (3n — v + 6p — 6)-fach unendliches Continuum von Gruppen- 
classen vor. Wie früher, so ist natürlich auch hier die Reihenfolge 
der Zahlen l, l, ..., I, ganz gleichgültig. — 


$ 20. Von den Transformationen der Modulsysteme und den 
Modulgruppen der einzelnen Gattungen (p, n). 


Es bleibt jetzt nur noch ein einziger Gegenstand von prineipieller 
Bedeutung für die Theorie der hyperbolischen Rotationsgruppen zu 
erörtern. Bei der einzelnen Gruppe I’ der Gattung (p, n) ist durch 
ein zugehöriges Modulsystem das Polygon P, bis auf Transformation 
eindeutig bestimmt. Nun aber gehören zu einer und derselben Gruppe T, 


*) Hierbei ist der Satz benutzt, dass alle Gruppen (1, 1) mit gleichem j, < — 2 
ein Continuum bilden. Dieser Satz ist zwar pg. 359 nicht ausführlich entwickelt, 
"kann aber mit den damaligen Untersuchungsmitteln leicht bewiesen werden (cf. 
die Fussnote pg. 359). 
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abgesehen vom Falle der Gattung (0, 3), unendlich viele wesentlich 
verschiedene kanonische Polygone, und wir konnten jedes solche 
kanonische Polygon P; unserer Gruppe aus einem ersten P, durch 
Transformation herstellen, wobei die allgemeinste Transformation dieser 
Art aus einer endlichen Anzahl von Elementartransformationen, nämlich 
durch Wiederholung und Combination der letzteren zu gewinnen war 
(cf. pg. 320 ff). Diesen unendlich vielen Polygonen entspricht es dann, 
dass wir für die einzelne Gruppe das System der Moduln, sobald nicht 
der Fall (0, 3) vorliegt, stets auf unendlich viele Arten auswählen können. 

Es fragt sich nun, welches der Zusammenhang zwischen diesen 
unendlich vielen Modulsystemen der gleichen Gruppe ist. Es seien 
die beiden vorgelegten Polygone P, und P,, und es mögen zu P, die Er- 
zeugenden V,, ..-, Va, Vays Por Yogs +e, Vep: zu P, aber entsprechend 
Vi... Vas Vajs -++ Ve, gehören; die Moduln von P, endlich seien 
ir J2; -++ die von Po saberi en 2 

Aus deu Moduln von P, können wir mit Hilfe der einzigen 


berechnen. Die Erzeugenden P,, ..., Ve, von Po lassen sich als 
Combinationen der V,, ..., Ve, darstellen; denn jene sind in I’ ent- 
halten. Die Invarianten j,, ... ihrerseits sind in den Coefficienten von 
V, -.. rational; sie sind demgemäss auch in den Cofficienten von 
V, ..., d.h. in den Invarianten jı, ... und Vj—1,2, 1,—2 — 2 rational. 
Indessen können die j, ... als „Invarianten“ von der zuletzt ge- 
nannten Quadratwurzel als solcher nicht abhängen; denn sie werden 
bei Zeichenwechsel derselben ungeändert bleiben (cf. pg. 369). Wir 
schliessen somit, dass die j,, ... bereits in den Invarianten j, ... allein 
rational sind; und da offenbar der umgekehrte Satz gerade so bewiesen 
werden kann, so gilt das Resultat: Irgend zwei Modulsysteme, welche 
von zwei kanonischen Polygonen derselben Gruppe I geliefert werden, 
hängen birational mit einander zusammen, d. h. die Moduln jedes Systemes i 
sind rationale und rational umkehrbare Functionen der Moduln des 
anderen Systems. 

Diese birationalen Modultransformationen entsprechen nun dem’ 
Transformationen der kanonischen Querschnittsysteme, die wir auf den 
geschlossenen Flächen und an den Polygonen P, früher (pg. 320 fi.) 
mit Ausführlichkeit untersucht haben. Hier ist denn auch der Ort, 


*) Ist n = 0, so soll an Stelle von F, V, nach dem pg. 386 entwickelten 





Ansatze das Substitutionenpaar Van und ee = kan be. KS treten; bei n = 


aber ist das Paar V,, V, durch V,, Ve zu ersetzen. 
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wo wir die (rruppeneigenschaft aller bei der einzelnen Gruppe F ein- 
tretenden 'Iransformationen und also aller zugehörigen birationalen 
Modultransformationen explieite einführen. In der That bedeutet ja die 
einzelne Transformation geometrisch eine feste Vorschrift, nach welcher 
wir aus einem beliebig auf der geschlossenen Fläche aufgegriffenen 
kanonischen Schnittsystem ein gewisses neues herstellen. Üben wir 
auf letzteres eine zweite unserer Transformationen aus, so stellt der 
directe Übergang vom ersten zum dritten System doch selbst wieder 
eine Transformation dar. 

Aber es ergiebt sich noch mehr. Indem die einzelne Transforma- 
tion unabhängig von dem besonderen Querschnittsystem und damit 
zugleich unabhängig von den speciell vorliegenden Werten der Iu- 
varianten ihre Bedeutung behält, wird sie ohne weiteres in der gleichen 
Gestalt für jede andere Gruppe I’ der Gattung (p, n) ihre Gültigkeit 
bewahren. Die hier gewonnene Gruppe der Transformationen erscheint 
also, sei es dass man sie geometrisch auffasst oder durch die birationalen 
Modultransformationen ausdrückt, als eim Attribut der ganzen Gattung 
(p, n), und wir wollen sie in diesem Sinne als die „Modulgruppe der 
Gattung (p, n)“ bezeichnen. Abgesehen von der niedersten Gattung 
(0,3) besteht für jede andere eine solche Modulgruppe unendlich hoher 
Ordnung; und wir gewinnen für die einzelne der Gattung angehörende 
I die gesamten ihr eigenen Modulsysteme, indem wir auf eines unter 
den letzteren alle 'Transformationen der Modulgruppe ausüben. 


Diese Modulgruppen der Gattungen (p, n) entsprechen offenbar 
genau der in der Theorie der doppeltperiodischen Functionen auf- 


tretenden Gruppe der linearen Substitutionen œ = a (wo die 


yo + ô 

«, B, y, Ò rationale ganze Zahlen von der Determinante 1 sind). Wollen 
wir die Analogie vollständig wahren, so müssten wir die letztere 
Gruppe als die „Modulgruppe der parabolischen Rotationsgruppen“ be- 
zeichnen. Die besondere Einfachheit dieser „elliptischen Modulgruppe“ 
ist in dem Umstande begründet, dass es sich bei derselben nur um 
einen Modul œ und in Übereinstimmung damit um lineare Transforma- 
tionen handelt. Beides hört bei unseren „automorphen Modulgruppen“ 
auf. Gleichwohl bestehen viele verwandte Eigenschaften, die wir nun- 
mehr kurz zur Sprache bringen wollen. 

Zum Zwecke einer geometrischen Sprechweise könnte man die 
Moduln der Gattung (p, n) als Punktcoordinaten eines mehrdimen- 
sionalen Raumes deuten. Unter Berücksichtigung der zwischen den 
Moduln bestehenden Gleichungen kommen wir dabei auf einen 
(Bn + 6p — 6)-dimensionalen kaum Rss + 6p — s höheren Grades. Die 
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charakteristischen Ungleichungen, sowie die für die einzelnen Familien 
noch weiter hinzutretenden Gleichungen grenzen dann diejenigen Teile 
dieses Raumes ein, deren Punkte brauchbare Modulsysteme liefern *). 
Der Rand dieses Raumteils, welcher gegenüber der Gruppe invariant 
sein muss, stellt die natürliche Grenze der Modulgruppe dar. 

Vor allem gilt der wichtige Satz, dass die Modulgruppe der Gattung 
(p, n) jedenfalls in allen denjenigen Teilen des kaumes Rsn + 6p — e, die 
brauchbare Modulsysteme liefern, eigentlich discontinwierlich ist. Gäbe es 
nämlich infinitesimale Transformationen in der Modulgruppe, so könnten 
wir für eine einzelne Gruppe I’ der Gattung (p, n) unbegrenzt viele 
Polygone Pa, Po, P --- angeben, die, ohne genau dieselben Modulu 
zu besitzen, doch sämtlich nahehin mit einander congruent **) wären. 
Zwei beliebige solche Polygone können in der hyperbolischen Ebene 
irgendwie gegen einander liegen. Aber es lässt sich zeigen, dass sich 
unter diesen Polygonen stets auch zwei finden, welche nahehin coinci- 
dieren. Die zu diesen Polygonen gehörenden Erzeugenden von I’ wären 
aber nur unendlich wenig von einander unterschieden und würden somit 
auf infinitesimale Substitutionen in I’ führen, was doch nicht möglich ist. 

Um nun zu zeigen, dass unter den unendlich vielen Polygonen 
P, Pi, -.. zwei fast coincidierende gefunden werden können,. tragen 
wir alle zugehörigen Polygonnetze über einander und nehmen erstlich 
n>0 an. Sei & die erste feste Ecke von P, so zieht in jedem der 
Netze an e, ein Polygoneyelus heran. Man markiere die unendlich 
vielen nach e, ziehenden Polygonseiten in Pp, welche wenigstens eine 
Häufungsstelle zeigen werden. Somit können wir zwei Polygone P, ‚Po 
finden, deren nach e, ziehende Ecken fast coincidieren, und die also 
als gestaltlich unendlich wenig von einander verschiedene Disconti- 
nuitätsbereiche von I' in ihrem Gesamtverlauf fast zusammenfallen. 

It n = 0, so kommt P, der Ellipse nirgends nahe. Man ver- 
stehe nun unter Æ irgend eine bewegliche Ecke von P, und markiere 
in den unendlich vielen über einander geschichteten Polygonnetzen alle 
in P, entfallende mit Æ homologe Ecken. Dieselben müssen not- 
wendig eine Häufungsstelle aufweisen, und unter den unendlich vielen 
an dieser Stelle beteiligten Polygonen können wir offenbar wieder 
zwei Po, P, auswählen, deren von E’ und Æ” ausziehende Seiten 
nahehin zusammenfallen. Diese Polygone werden dann in ihrem Ge- 


*) Gemäss der zweiten Note pg. 378 werden wir aber nicht behaupten 
wollen, dass hierbei jede einzelne Ungleichung unabhängig von den übrigen zur 
Geltung kommt. 

**) Als congruent sollen hier nur diejenigen Polygone bezeichnet werden, 
welche durch Transformationen erster Art zur Deckung gebracht werden können. 





II, 2. Kanonische Polygone und Moduln der byperbolischen Rotationsgruppen. 393 


samtverlauf fast zusammenfallen. Beidemal kommen wir zu der nicht 
zulässigen Folgerung, dass I’ infinitesimale Substitutionen enthält. 
Die eigentliche Discontinuität der automorphen Modulgruppen ist da- 
mit bewiesen. 

Über die Erzeugung der Modulgruppe der Gattung (p, n) können 
wir unmittelbar auf Grund des bezüglichen Theorems von pg. 334 
Angaben machen. Die Erzeugenden der Modulgruppe werden uns direct 
von den damaligen Elementartransformationen geliefert. Es entspringt 
damit der Satz: Die Modulgruppe der Gattung (p, n) lässt sich für 
p=V aus n und für p>O aus (n + 5p — 3) ihrer Transformationen 
erzeugen, und zwar zerfallen diese Erzeugenden in vier Arten zu 2p, 
(n + p — 2), einer und (2p — 2) Transformationen. 

Die Frage nach dem Discontinwitätsbereich der Modulgruppe der 
Gattung (p, n} behandeln wir wenigstens insoweit, dass wir eine Basis 
aufweisen, auf welcher eine Theorie der „reduwcierten“ kanonischen 
Polygone entwickelt werden kann. Die früheren analogen Entwick- 
lungen, die parabolischen Rotationsgruppen betreffend (pg. 218 u. f), 
müssen dabei vorbildlich sein. Wir werden hier somit aufs neue die 
im vorangehenden Kapitel entwickelte Theorie der Normalpolygone 
heranziehen. Übrigens können wir (wie auch l. c.) den Begriff der 
reducierten Polygone auf dem bezeichneten Wege nur erst insoweit 
definieren, dass der einzelnen Gruppe T eine endliche Anzahl reducierter 
Polygone, aber im allgemeinen nicht ein einzelnes zugehört. 

Im Falle der Gattung (0, n) nennen wir ein kanonisches Polygon P, 
reduciert, falls die festen Ecken ei, &, ..., €n desselben zugleich als feste 
Ecken für ein zugehöriges Normalpolygon fungieren. Da wir für die 
einzelne Gruppe I’ nur eine begrenzte Anzahl wesentlich verschiedener 
normaler Polygone besitzen*), so gewinnen wir (durch den pg. 299 u. f. 
geschilderten Übergang) auch nur eine endliche Anzahl reducierter 
kanonischer Polygone. 

Zu demselben Ergebnis gelangen wir bei der Gattung (1, 1). Hier 
nennen wir im Anschluss an pg. 288 ein einzelnes Polygon reduciert, 
falls seine Irzeugenden Va, V, unter den drei Erzeugenden eines zugehörigen 
Normalsechsecks enthalten sind. Letzteres lässt sich, wie man leicht 
übersehen wird, im ganzen auf drei verschiedene Arten durch Ab- 
spaltung zweier Dreiecke in ein kanonisches Sechseck überführen. 
Die Verhältnisse gestalten sich denen bei den parabolischen Rotations- 


*) Dies ergab sich innerhalb der Theorie der natürlichen Diseontinuitäts- 
bereiche (pg. 275 ff.) ans dem Umstande, dass der einzelne natürliche Disconti- 
nuitätsbereich aus einer endlichen Anzahl von l. c. mit 7 bezeichneten Bereichen 
zusammengesetzt erscheint. 
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gruppen (pg. 218 ff.) ganz analog (man sehe das Nähere in der pg. 398 
eitierten Note des Verf. über automorphe Modulgruppen). 

Im allgemeinen Falle (p, n) ist die Sachlage deshalb umständ- 
licher, weil wir die verschiedenen Typen der Normalpolygone all- 
gemein nicht überblicken können. Gleichwohl ist es im Prineip nicht 
schwierig, in jedem Einzelfalle eines Typus (p, n) einen bestimmten 
Übergang zu einem kanonischen Polygon festzusetzen, welch’ letzteres 
alsdann redueiert heissen würde. Die Indlichkeit der Anzahl redueierter 
Polygone ist dann stets eine Folge des Umstandes, dass für die ein- 
zelne Gruppe I nur eine begrenzte Zahl wesentlich verschiedener 
Normalpolygone existiert. 

















S 2]. Specialbetrachtung der Modultransformationen für die beiden 
Gattungen (0, 4) und (1, 1). 

Die allgemeinen Ansätze des vorigen Paragraphen über die Modul- 
gruppen (p, n) sollen hier letzten Endes noch durch zwei Beispiele 
näher erläutert werden. 

1) Bei der Gattung (0, 4), die wir zunächst heranziehen, redu- 
cieren sieh die zwölf Moduln Ji, Ji i41; Ji i42 vermöge der Identitäten: 


Ja SJ, Ja Jas, Ja ~~ Yii Ja 
auf die folgenden acht: 


(1) Jis Ja» I3; Ja» Jız» Jiss Jaos Jar 

Zwischen ihnen bestehen aber noch zwei algebraische Relationen, da 
für n=4 im ganzen nur 3n — 6 = 6 Moduln unabhängig variabel ` 
sind. Diese Relationen sind auf Grund der allgemeinen Ansätze von 


pg. 367 u. f. zu berechnen; die Rechnung liefert: 


a hie’ um Js pr Tishaa — (jı Jr on Is) Jie Jan (Jı Js iz Jz Js) Jes 
ar ER u er m HI +h” I uhr = 4) = 0, 


(3) Jedes + Dia + Ja — it Id) = I. 
Für die geometrische Sprechweise würde somit hier zunächst ein sechs- 
dimensionaler Raum achten Grades zu Grunde zu legen sein, der einem 
linearen Raum von acht Dimensionen eingelagert ist. 

Die Modulgruppe der Gattung (0, 4) lässt sich nun aus vier 


Transformationen erzeugen, die wir 7/, ..., T, nennen. T, stelle den 
Übergang von 77, M, VoF zu: 

Br S r la a 7 2 A 
(4) nl, V= P, V, Fa, V, = 3? V” = V, 


dar; T3, T}, T, gehen hieraus durch eyclische Permutation der unteren 
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Indices hervor. Die so festgelegte rationale Modultransformation T, 
hat die Gestalt: 
(5) T) h = Jer Je = Jes = Jas Jis = Ja, 

Ja ~~ Jia Tr Ida — Is — Jhi 
und von hieraus gewinnt man natürlich die Transformationen 7',, 7,, T, 
durch die eben genannten Permutationen der unteren Indices. Übrigens 
sind in (5) nur diejenigen Moduln aufgeführt, welche eine Veränderung 
erleiden; es ist also j; = ją, -.. Dass das System der Relationen (2) 
und (3) gegenüber der Transformation (5) invariant ist, zeigt man 
leicht durch directe Rechnung. 

An sich ist selbstverständlich, dass die Invarianten ji, Je, J3; Ja 
gegenüber den Modultransformationen nur Permutationen erfahren; 
denn die Winkel in den festen Ecken der kanonischen Polygone 
bleiben bei Transformation unverändert. Aber es giebt dieser Umstand 
zu einer interessanten Folgerung Anlass. Wir schliessen nämlich, dass 
es in der Modulgruppe (0, 4) eine ausgezeichnete Untergruppe des 
Index 24 giebt, bei deren Transformationen die j; einzeln invariant 
sind. Für die nähere Betrachtung dieser Untergruppe können wir die 
Ji als Parameter ansehen, während wir Jie; Jigs J23; Ja, als Coordinaten 
eines f, deuten. Dann sind durch (2) und (5) insgesamt oo* Ober- 
flächen vierten Grades dargestellt, die im AR, gelegen sind, und die 
durch die Transformationen der fraglichen Untergruppe einzeln in sich 
übergeführt werden. Für 5; < 2 correspondiert die einzelne solche 
Oberfläche jeweils einer Gruppenfamilie. 

Für particuläre Werte der Invarianten j; kann sich der Index der 
eben gebildeten Untergruppe noch erniedrigen. Wir betrachten bel- 
spielsweise sogleich den extremen Fall, dass sämtliche Invarianten j; 
einander gleich sind; dann sind die j; gegenüber der Gesamtgruppe 
invariant. Wir wollen uns in diesem Falle der Bezeichnung bedienen: 


(6) —=j Sn, Jat, Jan=ı «at, 
womit die Relationen (2) und (3) übergehen in 


| PHP — zt — 2P Hy) HAL NDI O, 
laytz+t-25-0; 


dieselben stellen eine einfach unendliche Reihe von Flächen vierter 

Ordnung im R, dar. Von den vier Erzeugenden T; werden 7, = T, 

und Z,= 7,5; T, aber geht aus 7, hervor, indem man letztere 
- Operation vermöge: 


(7) 


(8) £ =Ņ, yore, Veh 
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transformiert. Da unsere Flächenschar durch diese Transformation 
der Periode 2 in sich übergeführt wird, so können wir, falls die 
Operation (8) der Modulgruppe noch nicht angehören sollte, letztere 
Gruppe durch (8) erweitern. Die so entspringende Gruppe hat alsdann 
die beiden Erzeugenden: 

(9) (7) wa, yet, =y, I=—a—y+2J, 

(10) (T) =, y=: 2 Pen 

Eine nähere Untersuchung der zugehörigen regulären Einteilungen 
der Oberflächen (7) soll hier nicht ausgeführt werden; wir fügen nur 
noch nebenbei hinzu, dass sich die hier vorliegende Gruppe bei ein- 
gehenderer Betrachtung als mit der elliptischen Modulgruppe isomorph 
erweist; in der That zeigt man mit Rücksicht auf die Relationen (7) 
leicht die Gleichungen 7 ?=1, (TT’’=1, während T aperiodisch ist. — 

Im Anschluss an die vorstehenden Untersuchungen zur Gattung 
(0, 4) wollen wir hier noch die Frage behandeln, in welcher Art sich 
der Fall einer durch Spiegelungen erweiterungsfähigen Gruppe (0, 4) 
vermöge der Moduln charakterisieren lässt. Wir fügen dies hier um 
so lieber hinzu, als wir übrigens niemals Gelegenheit nahmen, die 
Modultheorie der hyperbolischen Rotationsgruppen für den besonderen 
Fall der symmetrischen Gruppen zu specialisieren. 

Liegt für eine Gruppe I’ eine Symmetrielinie vor, so können wir 
ein zugehöriges Doppelviereck so wählen, dass es durch jene Symmetrie- 
Iimie direct symmetrisch gehälftet wird. Die beiden zugehörigen und 
mit einander conjugierten kanonischen Achtecke heissen P, und Py, 
ihre Invarianten seien j,, Ja, --. und j, Jas --. Nach pg. 370 ist der 
Übergang vom einen Polygon zum conjugierten durch: 

Is = Jija + Jeja — Jrehs — Js 
Jaa hi F JaJa — Tale I 
d. h. also zufolge (3) durch: 
(i) Jis = Ins Ja = Jis 
dargestellt, wobei wieder nur die Moduln aufgeführt wurden, welche 
eine Veränderung erfahren. 

Nun sind im gedachten Falle die Polygone P, Py direct sym- 
metrisch, und sie haben somit dieselben Moduln. Die Gleichung (11) 
liefert daraufhin den Satz: Im Falle einer durch Spiegelungen erweiterungs- 
fähigen Gruppe (0, 4) lässt sich das Modulsystem stets so wählen, dass 
Js = Ją, ist, und umgekehrt liefert diese Relation stets eine erweiterungs- 
fähige Gruppe. Übrigens wird man leicht beweisen, dass es sich hierbei 
um eine particuläre Auswahl eines Modulsystems handelt; in der That 








WW s a a a 





II, 2. Kanonische Polygone und Moduln der hyperbolischen Rotationsgruppen. 397 


bleibt die Relation j,; = Ją, bei Ausübung der Modultransformation 7' 
nicht bestehen. Setzen wir in (T) z=t, so kommen als Gegenbilder 
aller regulär-symmetrischen und gleichwinkligen Polygonteilungen (0, 4) 
die Punkte einer im gewöhnliehen Raume K, gelegenen Curve 4t“ 
Ordnung. — 

2) Ganz besonders einfach gestalten sich die Verhältnisse bei der 
Gattung (1, 1), welche wir hier zum Schlusse noch betrachten wollen. 
Die Modulgruppe dieser Gattung lässt sich aus den beiden pg. 324 
unter (4) charakterisierten Elementartransformationen 7, und T, er- 
zeugen; wir können aber nach den damaligen Erörterungen zu diesem 
Ende auch die beiden Operationen T, = T und T, T,T, = T’ benutzen, 
welche letztere unter (5) pg. 325 angegeben ist. Die Gestalt dieser 
Operationen als Modultransformationen stellt man ohne Mühe zu: 
(12) (7) Ja = dur je = jas, Jas = Ja jas — I 

T) = h Ss Ja =h — ja 
fest. Es gilt T” = 1, und die beiden Operationen (12) entsprechen 
den elliptischen Modulsubstitutionen: 

(T) o=o+l, (T) d=— 4; 
die aus den Transformationen (12) zu erzeugende Modulgruppe der Gat- 
tung (1, 1) erscheint damit isomorph auf die nicht-homogene_ elliptische 
Modulgruppe bezogen*). Fügen wir noch die etwa durch S zu bezeich- 
nende Transformation Va = Va, Vy = Vy! hinzu, welche als Modul- 
transformation die Gestalt hat: 

(S) Ja = Ja, J = J, Jus = jaji — Jat, 
so entspringt eine Gruppe, welche mit der durch Spiegelungen erweiterten 
elliptischen Modulgruppe isomorph ist. In der That correspondiert der 
Operation S die Spiegelung œ = — œ an der imaginären &-Axc. 

Zum Zwecke der geometrischen Sprechweise deuten wir ja, Jè, Jab 
als gewöhnliche Punktcoordinaten und setzen in diesem Sinne: 


(13) ja = 2, Jje= yY, Jas = 2. 
Die für die Gattung (1, 1) fundamentale Gleichung (2) pg. 354: 
(14) + yH è sys — (jet 2) = 0 


deuten wir nun geometrisch als eine Schar von Flächen dritter Ordnung, 
deren einzelne durch die birationalen Modultransformationen in sich 


*) Erinnern wir daran, dass jede Gruppe (1, 1) in einer Gruppe (0, 4) als 
Untergruppe des Index zwei enthalten ist, so kann es nicht überraschen, dass 
die Modulgruppe der Gattung (0, 4) sich gleichfalls als mit der elliptischen 
Modulgruppe homomorph erwies. 
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übergeführt wird. Als die Erzeugenden der durch S erweiterten Modul- 
gruppe (1, 1) werden wir dann etwa die drei „Spiegelungen“: 
(15) S wer So am 
wählen dürfen, welche genau den in „M.“ I pg. 232 durch 4, B, C 
bezeichneten Operationen parallel gehen. In x,y,z geschrieben sind 
die Ausdrücke der drei fraglichen erzeugenden 'T'ransformationen die 
folgenden: 

| (S) £ = 7, y =y, z = %y— 3, 
(16) (S°) v =£, Y =z, Z =y 

| (S) p, Em 


Dem Charakter einer symmetrischen Umformung entsprechend bleiben 
bei der einzelnen dieser drei Operationen jedesmal die sämtlichen 
Punkte einer Fläche fest; es sind dies die drei Flächen: 


xy — 2z = 0, y—z =0, 2 —y=(. 


Es ist interessant, die zur Modulgruppe (1, 1) auf der einzelnen 
Fläche (14) gehörende reguläre Einteilung auf Grund des pg. 393 ent- 
wickelten allgemeinen Ansatzes, d.i. unter Benutzung der Theorie der 
Normalpolygone, näher zu untersuchen und insbesondere ihrer Beziehung 
zur bekannten Modulteilung‘ der œ-Halbebene weiter nachzugehen; 
doch würde uns diese Untersuchung zu weit von den nächsten Zielen 
der vorliegenden Darstellung ablenken *). 


Wir bringen hiermit die Theorie der hyperbolischen Rotations- 
gruppen zum Abschluss. Die Theorie der Modulgruppen der ver- 
schiedenen Gattungen (p,n) konnte hier nur in ihren Elementen fest- 
gelegt werden. Erst an einer sehr viel späteren Stelle werden wir 
im functionentheoretischen Gedankenzusammenhang auf diese Gegen- 
stände zurückkommen. 


*) Man vergl. übrigens wegen einiger weiteren Ausführungen die Note des 
Verf. „Über die Theorie der automorphen Modulgruppen‘‘ Göttinger Nachrichten 
1896, Heft 2. 


Drittes Kapitel. 


Betrachtung der Kreisbogenvierecke ohne Hanptkreis und 
Bemerkungen über sonstige Nichtrotationsgruppen. 


Die Theorie der Nichtrotationsgruppen soll hier nicht mehr in 
derselben Allgemeinheit behandelt werden, wie diejenige der Haupt- 
kreisgruppen im vorangehenden Kapitel; eine entsprechend abschliessende 
Behandlung der Nichtrotationsgruppen würde vermutlich zahlreiche 
Schwierigkeiten finden. Vielmehr mag es genügen, wenn die all- 
gemeinen Ansätze, welche die Nichtrotationsgruppen betreffend in 
Abschnitt I entwickelt wurden, hier an einigen speciellen Beispielen 
näher ausgeführt werden. In diesem Sinne sollen hier vor allem die 
regulär-symmetrischen Netze aus Kreisbogenvierecken näher betrachtet 
werden, wobei die Frage nach der Natur der Grenzgebilde besonderes 
Interesse gewinnt. In letzterer Hinsicht handelt es sich aber nicht 
um bestimmte Theoreme und deren Beweise, sondern um nur mehr 
vorläufige Fixierung der hier eintretenden Verhältnisse, die über unsere 
sonstige geometrische Gewöhnung hinausliegen. Ausser den Gruppen 
der Kreisbogenvierecke werden wir am Ende des Kapitels noch einige 
wenige Bemerkungen, allgemeinere Nichtrotatiousgruppen betreffend, 
anfügen. 


S 1. Geometrische Ableitung der sieben Typen der 
Kreisbogenvierecke. 


In der &-Ebene oder auf der &-Kugel sei ein Kreisbogenviereck P 
gezeichnet, welches als Discontinuitätsbereich zweiter Art eine eigent- 
lich discontimuierliche Gruppe I’ definieren möge. Die Seiten dieses 
Vierecks werden von den Kreisen K, Ws, Az, X, geliefert, und die 
zu den letzteren gehörenden Spiegelungen Fi, Ps, Fo, Fa seien die 
Erzeugenden von I. Die Winkel des Vierecks müssen sämtlich aliquote 

PL x T 
li’? bay? 4? ly 


sehen werden, die eigentliche Diseontinuität von I’ hiermit noch nicht 


Teile von æ sein, die wir nennen; doch ist, wie wir 
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in allen Fällen gewährleistet. Übrigens mögen die Kreise K,, ... auf 
der &-Kugel durch die Ebenen Æ, ... ausgeschnitten werden; den 
Schnittpunkt der Ebenen Z,, £z, L, nennen wir alsdann Q, und defi- 
nieren die Punkte Q», Q3, Q, entsprechend. 

Der Aufzählung aller unterschiedenen Typen von Kreisbogenvier- 
ecken P unserer Art senden wir zwei vorbereitende Betrachtungen 
voraus, 

1) Irgend drei von den vier Spiegelungen V; erzeugen eine Rotations- 


m 





gruppe zweiter Art, und zwar entspringe I} aus V3, V3, V, u.s. w. Das 
Rotationscentrum von T; ist alsdann der Punkt Q:. Je nachdem Q; 
ausserhalb, auf oder innerhalb der &-Kugel liegt, haben wir eine 
hıyperbolische, parabolische oder elliptische hotationsgruppe. Im ersteren 
Falle haben wir noch zu unterscheiden, ob I; auf dem zugehörigen 
Hauptkreise eigentlich discontinuierlich ist oder nicht. Im ersteren Falle 
ist der Discontinuitätsbereich von T; ein durch den Hauptkreis H sym- 
metrisch gehälftetes Vier- 
eck, wie es der schraffierte 
Bereich in Figur 135 dar- 
stellt; im andern Falle be- 
steht der Discontinuitäts- 
bereich von I; aus zwei 
bezüglich des Hauptkreises 
symmetrischen Dreiecken. 
Liegen die Verhältnisse der 
Figur 135 vor, so sprechen 
wir von einer Gruppe T; 
der ersten Kategorie. Dem 
reihen sich weitere drei Kate- 
gorien an, denen „Dreiecks- 
gruppen“entsprechen*), und 
zwar möge die zweite, dritte 





Fig. 135. oder vierte Kategorie vor- 
liegen, je nachdem die 
Winkelsumme des Kreisbogendreiecks < x, = x oder > x ist. 


Diese Verhältnisse haben wir zu benutzen, wenn es sich darum 
handelt, eine sachgemässe Classification der Kreisbogenvierecke P vor- 
zunehmen. Dabei sei im voraus bemerkt, dass wir zwei Vierecksnetze 
bereits oben in Figur 65 pg. 230 und Figur 78 pg. 240 kennen lernten; 
die zugehörigen Gruppen waren parabolische Rotationsgruppen bez. 





+, Cf. „ar Img. 102d. 
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Gruppen mit zwei Grenzpunkten. Beide Fälle gelten im folgenden als 
elementar und werden demnach ausgeschlossen. 

2) Zum Zwecke weiterer Vorbereitung der in Aussicht genommenen 
Classification nehmen wir für den Augenblick an, dass zwei nicht 
benachbarte Kreise, etwa K, und K}, einander (ausserhalb P) berühren 
oder in zwei Punkten schneiden. 

Im ersteren Falle können wir A, und A, in der &-Ebene als 
parallele Gerade zeichnen. Die Kreise K, und K, werden dann, sofern 
sie eigentliche Kreise sind, dem Viereck P ihre convexe Seite zukehren; 
in eine Gerade aber kann wegen Ausschluss der Figur 65 pg. 230 höch- 
stens einer der beiden Kreise K,, K, ausarten. Es folgt, dass A, 
und A, keinen Punkt gemein haben können. 

Zu dem gleichen Ergebnis gelangen wir auch, falls K, und A, 
sich in zwei Punkten schneiden. Man wähle diese beiden Punkte auf 
der &- Kugel diametral, so dass X, und A, grösste Kugelkreise werden. 
Setzen wir die von X, und A, gelieferten Viereckseiten hinzu, so er- 
scheint das an P beteiligte von K, und K, ausgeschnittene Kugel- 
zweieck in P und zwei durch D, und D, zu bezeichnende Dreiecke 
zerlegt. Aus den für die Winkel von P gültigen Bedingungen ergiebt 
sich dann, dass der zur Ebene E, senkrechte Kugeldurchmesser den 
einen Endpunkt auf dem Rande oder im Innern von D, findet, und dass 
entsprechend der zu Æ, senkrechte Durchmesser einen D, angehörenden 
Endpunkt hat. Die Veranschaulichung dieser Verhältnisse lehrt un- 
mittelbar, dass die Schnittlinie von E, und E, gänzlich ausserhalb 
der Kugel liegt. 

Indem wir beide Fälle zusammenfassen, ergiebt sich: Unter den 
beiden Paaren nicht-benachbarter Kreise A,, A, und A,, K, können 
höchstens die Kreise des einen Paares, etwa A,, X,, einander schneiden 
oder berühren. 

Es folgt weiter: Die vier in unserer Vierecksgruppe enthaltenen 
Dreieeksgruppen T,, I,, T,, I, sind entweder sümtlich Gruppen der 
ersten Kategorie oder dieser Kategorie gehören zwei nicht-benachbarte 
Gruppen, etwa T, und T,, an, während T, und T, zur zweiten, dritten 
oder vierten Kategorie gehören. — 

Hieraus ergiebt sich nun unmittelbar eine Einteilung aller Kreis- 
bogenvierccke in sieben Typen. Wir werden dem eben gewonnenen Satze 
gemäss annehmen, dass I, und I, allemal Gruppen der ersten Kate- 
gorie sind. Gehören alsdann dieser Kategorie auch IT, und I, an, so 
soll das Viereck Z’ und seine Gruppe I’ dem ersten Typus angehören; 
wir können diesen Typus von Vierecken P symbolisch in sofort ver- 
f Ständlicher Art durch [1, I] charakterisieren. Unter directem Gebrauche 
6 


ty 


Fricke-Klein, Automorphe Functionen I. ‘ 





402 II. Ausführliche Theorie der Polygongruppen. 


der Kreise K; können wir auch sagen, dass allemal K, und K, ge- 
trennt verlaufen sollen, dass aber weiter beim ersten Typus X, und A, 
sleichfalls keinen Punkt gemein haben. Schneiden oder berühren sich 
K, und K,, so kann weder T, noch T, der ersten Kategorie angehören. 
Der zweite, dritte u. s. w. Typus der Vierecke P bekommen diesem 
Unistande entsprechend die Symbole [2, 2] bez. [2, 3], [2, 4], B, 3), 
[3, 4], [4, 4]. Diesen sieben Typen sind die Figuren 156 bis 142 ge- 
widmet. Man veranschauliche sich in diesen Figuren jeweils die Ge- 
staltung des Vierecks P; auf die Bedeutung sonstiger in den Figuren 
schraffierter Bereiche kommen wir unten zurück. 

Irgend ein Viereck P aus der Reihe der sechs letzten Typen 
kann man als dureh Composition zweier Kreisbogendreiecke mit einem 
gleichen Winkel entstanden denken. Man wird sich dies mit Hilfe der 
gleich mitzuteilenden Figuren leicht klar machen. So haben wir z. B. 
in Figur 137 ein Viereck P des zweiten Typus. Nach Fortnahme von 
K, liefert das Viereck P zusammen mit dem Dreieck D, das Aus- 
sangsdreieck von I,, und entsprechend gewinnen wir durch Fort- 
nahme von K, das Ausgangsdreieck von I,. Beide Dreiecke haben 


; 3 HEN E EE ; 5 F 

den gleichen Winkel —; übrigens aber gilt dem zweiten Typus von 2’ 
13 

entsprechend: 


1 1 1 1 1 1 
„turn <br 
Sehen wir irgend zwei Dreiecke, welche dieselben Winkel in der- 
selben Folge haben, als nicht verschieden an, so können wir nun 
auch umgekehrt sagen: Jrgyend zwei Dreiecke mit einem gleichen Winkel 
lassen sich auf oo! Weisen zu eimem Viereck P eines der sechs letzten 
Typen compomieren, und wir finden so ein einfach unendliches Continuum 
wesentlich verschiedener Vierecke mit gleichen und gleichliegenden Winkeln. 
Die Mannigfaltigkeit rührt daher, dass wir z. B. im Falle der Figur 137 
bei festliegendem A, den Kreis X, durch die zu X, und X, als Bahn- 
curven gehörende cyclische hyperbolische Gruppe so lange verschieben 
dürfen, als er nicht mit A, collidiert. Im Gegensatze hierzu zählt 
man leicht oo? Vierecke des ersten Typus mit gleichen und gleichliegenden 
Winkeln ab, und es handelt sich dabei wieder um ein Continuum von 
Vierecken. Die Winkel können als aliquote Teile von x beliebig vor- 


- .. ° ° . E 5 
geschrieben werden; doch dürfen sie nicht zugleich = — sein. — 


©) 
Es ist nun für die genauere Untersuchung unserer Vierecksgruppen I’ 


vor allen Dingen nötig, dass wir uns die Lagenverhältnisse der Ebenen 
Ei, To, Tz, E, und damit die zu den Gruppen gehörenden Disconti- 


nuitätspolyeder im projeetiven Raume deutlich machen. Dabei be- 
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schränken wir uns auf das Kugelinnere, werden also die zu con- 
struierenden Polyeder neben den Ebenen # noch durch ein oder mehrere 
Stücke der Kugelober- 


fläche begrenzen. Gehört In. 

P zum ersten Typus, so = \ 
ist das entsprechende ii 3 h 
Polyeder J ein Hexaeder, A = a \ 


welches im Kugelinnern 
durch die vier Ebenen Z£ 
prismatisch begrenzt ist, 
auf der Kugelfläche aber 
zwei getrennt liegende 
Vierecke P und P’ zu 
Randflächen hat; letztere 
liefern die in Figur 136 
dargestellte Projection 
auf die &-Ebene. Der [1 1 

Fall, dass XK, und X, ein- z 
ander berühren, lässt sich 

als Grenzfall des ersten 

Typus auffassen. Das 

Viereck P’ zerfällt in zwei nur in einer Spitze zusammenhängende Drei- 
ecke, und man könnte demnach J als Heptaeder 
bezeichnen. P gehört nun im allgemeinen zum N 
zweiten Typus; doch liegt der dritte Typus vor, | 
wenn eine der beiden Gruppen T,, T, die aiie 
Diedergruppe ist (cf. pg. 224). 

Schneiden sich K, und A,, so wählen wir wie 
oben Z, und F, als Diametralebenen der Kugel. 
Die Punkte Q, und Q, liegen auf der Schmitt- 
geraden beider Ebenen, und zwar ausserhalb der 
Kugel, falls der zweite Typus vorliegt. /7 stellt nun 
cin Heptaeder vor, welehes neben den Ebenen £ 
durch ein Viereck P und zwei Dreiecke der Kugel- 
oberfläche begrenzt ist. Die Projeetion dieser drei 
Bereiche auf die &-Ebene ist in Figur 137 ge- 





Fig. 136. 





A . D r .. \ + 
geben. Man wird nun auch leicht die Verhält- , | M 
nisse verfolgen, falls einer der beiden Punkte Q3, Qi \ 


auf bez. in die Kugel hineinrückt. Beim dritten 
und vierten Typus (Figuren 138 und 139) haben 
wir Ilexaeder II, wobei der Unterschied vorliegt, dass das zu Figur 159 


25° 


Fig. 137. 
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gehörende Hexacder eine (in der Figur markierte) parabolische Spitze Q, 
hat. Die drei letzten Typen (ef. Figuren 140 bis 142) liefern Pen- 





Fig. 138. Fig. 139. í 


tacder II mit zwei Wez. einem und gar keinem parabolischen Punkte ~ 


auf der &-Kugel. — 


Q, 





PK (3, 3] 


Fig. 140. 







Auf die so gewonnenen Polyeder II lassen sich nun unmittelbar 
die allgemeinen Ansätze von pg. 157 ff. in Anwendung bringen, welche 
letztere man ja ohne Mühe auf die Polyeder zweiter Art übertragen 
wird. Vor allem folgt: Das Polyeder IT ist stets und nur dann Dis- 
continuitätsbereich, wenn die sämtlichen Kantenwinkel aliquote Teile vo 
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3 


x sind. Über die für die Viereckswinkel oben schon ausgesprochene 
Bedingung hinaus stellt sich also nur noch für die sechs letzten Typen 
die Bedingung ein, dass l eine ganze Zahl > 2 sein muss. 

Über die regulären Kugelteilungen, welche unter der eben zuletzt 
formulierten Bedingung aus den vorliegenden Figuren entspringen, er- 





4 





Fig. 141. 


geben die allgemeinen Theoreme von pg. 126 f. das Folgende. Beim 
ersten Typus haben wir ziceti Vierecknetze, welche durch eine Grenzcurve ge- 
trennt sind. I gehört nach der Tabelle pg. 165 in die Abteilung IV, b; 
sie ist jedoch eine Hauptkreisgruppe vom Charakter (0, 4), falls alle 
vier Ebenen Æ dureh einen Punkt ziehen. Beim zweiten Typus ist 
die Kugel von einem Vierecknetze und zwei Classen von je unendlich 
vielen Dreiecknetzen bedeckt; wir haben also eine nicht- analytische 
Grenzeurve und unendlich viele Grenzkreise (Abteilung IV, e,1,ß der 
Tabelle pg. 165). Ähnlich liegen die Verhältnisse beim dritten und 
vierten Typus. Bei den drei letzten Typen trägt die Kugel jedesmal 
nur ein Vierecknetz, und die Grenzmannigfaltigkeit liefert ein System 
discreter Punkte (Abteilung IV, a, 1 der Tabelle pg. 165). 

Man wolle übrigens diese Angaben hier nur als vorläufige an- 
schen; wir werden uns mit den betreffenden regulären Kugelteilungen 
und namentlich den zugehörigen Grenzgebilden noch ausführlicher zu 
beschäftigen haben. 


$ 2. Festlegung der sieben Typen der Kreisbogenvierecko durch 
ihre Invarianten. 


Die rein gestaltlichen Überlegungen des vorigen Paragraphen 
finden ihr analytisches Fundament in einer Invariantentheorie der 
Ea . . . . 
Kreisbogenvierecke, welche nach den Gesichtspunkten unserer obigen 
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Invariantentheorie der Hauptkreisgruppen durchzuführen ist und zum 
Specialfall (0, 4) der letzteren Theorie in einer nahen und sogleich 
noch näher darzulegenden Beziehung steht. 

Nach „M.“ I pg. 198 haben wir für die einzelne der vier er- 
zeugenden Spiegelungen die nachfolgende Gestalt: 
a, -+ B; 


E 





(1) E = V: (§) = 


Hierbei ist & der zu & conjugierte Wert, und ebenso ist «; zu œ; com- 
D ) 

jugiert, während ß; und y; reell sind. Die einzelne Spiegelung besitzt 

keine Invariante; wohl aber haben zwei Spiegelungen V;, V eine 

Invariante, die wir 6; nennen und als halbe Summe des ersten und 


vierten Coefficienten der Substitution erster Art Y; V, definieren: f 
(2 2 Oir = Uiar + aiar + Biye + Yißa- 


Die Invariante 6;, ist reell und bedeutet (eventuell nach Wechsel des 
Vorzeichens) den Cosinus des Neigungswinkels der beiden Ebenen Ii, y 
im Sinne der hyperbolischen Maassbestimmung*). 

Die vier Invariänten 0,3, G35; Öy4, Ca Sind absolut 1; und es 
ist, sofern wir an den Festsetzungen des vorigen Paragraphen fest- 
halten, 6,, absolut > 1, während sich über o,, allgemein nichts sagen 
lässt. Um aber die sechs Invarianten o;; des Vierecks P auch dem 
Vorzeichen nach zu fixieren, führen wir die vier elliptischen oder 
parabolischen Substitutionen : 


(3) Pn = ViP, Po E hi, r, = V, Kag V, = PT, 


ein und benennen die ihnen entsprechenden Ecken und Winkel von P 


j 
durch & bez. 8. Schneiden sich X, und K}, so verstehen wir über- 
dies unter 9, den Winkel desjenigen von X, und A, gebildeten 

u 


Kreisbogenzweiecks, dem V angehört. Zufolge der im vorigen Paragraphen 
gewählten Reihenfolge der Kreise X auf dem Rande von P bedeutet 
V; eine Drehung um e; im positiven Sinne durch den Winkel %;. 

Ein simultaner Zeichenwechsel der Coefficienten in allen vier 
Spiegelungen ändert die sechs Invarianten G; nicht. Fixieren wir 
daraufhin die Coefficienten von V, nach Willkür! Weiter fordern wir, 
dass die Invarianten ji, Ja, ją der drei ersten Substitutionen (3) nicht- 
negativ sind und ım Falle des Verschwindens bei stetiger Verkleinerung 
des betreffenden Winkels 9; und entsprechender stetiger Abänderung 


—. _ 









* Die im Texte folgenden Entwicklungen über die sechs Invarianten o,; 
bedeuten demnach „Untersuchungen über die sechs Kantenwinkel eines eben- 
flüchigen Tetraeders im hyperbolischen Raume“. 
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von V; positiv werden sollen (cf. pg. 344). Hiermit sind auch V, Va, V, 
sowie die drei rückständigen Invarianten 6,3, Gig Ga, hinsichtlich ihrer 
Vorzeichen festgelegt. 

Um diese Vorzeichenbestimmpung explicite durchzuführen, stellen 
wir eine Continuitätsbetrachtung an, bei welcher wir die Forderung, 
die Winkel seien aliquote Teile von x, fallen lassen, aber dauernd 


an den Ungleichungen 9; < Z bez. auch 2 < 3 festhalten. Aus den 
geometrischen Vorstellungen des vorigen Paragraphen im projectiven 
Raume wird man leicht den Satz entnehmen, dass alle diesen Be- 
dingungen entsprechenden Vierecke ein Continuum bilden, in welchem 
Vierecke, unter deren vier Winkeln i; Do, D3, Sy bez. unter deren 
fünf Winkeln ®,, Do, %,, Di, Pig ein oder mehrere rechte vorkommen, 
die Grenzfälle abgeben. Letztere Angabe hat die Folge, dass zwei 
Vierecke ohne rechte Winkel stets in einander überführbar sind, ohne 
dass ein Viereck mit rechtem Winkel passiert wird, dass aber andrer- 
seits ein Viereck mit einem oder mehreren rechten Winkeln durch 
unendlich kleine Abänderung in ein durchaus spitzwinkliges über- 
führbar ıst. 

Im Innern der eben gemeinten Mannigfaltigkeit treten nun niemals 
Zeichenwechsel der Invarianten c; auf. Wir bringen demnach deren 
Vorzeichen in Erfahrung, indem wir irgend ein particuläres Viereck 
heranziehen. Diesem Zwecke diene ein Hauptkreisviereck der Winkel 0, 
welches bei zweckmässiger Lagerung die Spiegelungen liefert: 


u 


r 7 r Ze r 3 oR S , es a‘ 
E = — $, E = = T o Sn ; er a. 
e Ge 
Man rechnet leicht aus, dass die vier Invarianten 6; ;+ı hier überein- 
stimmend =] werden, während Gi = Ga, = — 3 ist. Es ergiebt 


sich sonach das Theorem: Die sechs Invarianten Giy des Kreisbogenvierccks 
sind vermöye unserer Festselzungen reelle. den Dedingungen: 
Be, Dzo,„<l, Oo, <s1ı 9sanst!; 

635 <0, 9, <— l 
genügende Zahlen. 

Wir fassen jetzt alle durch eine beliebige Substitution erster oder 
zweiter Art in einander trausfornıierbaren Vierecke in eine (lasse zu- 
sammen. Es gilt dann der wichtige Satz: Die Classe des einzelnen Vier- 
ccks P ist durch Angabe der sechs Invarianten 6,, bereits eindeutig bestimmt. 

In der That haben wir in [} eine hyperbolische Rotationsgruppe, 
deren Moduln (im Sinne von pg. 34T) 205, 2691, 20, Sind. Nach 
pg. 348 ist die Gruppe I’ durch diese Modulu bis auf Transformation 
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bestimmt, uud wir wählen sie in partieulärer Weise aus, womit V,, V3, V, 
alsdann ebenfalls bestimmt sind. Möge die getroffene Auswahl eine 
solche sein, dass der Hauptkreis von T, die reelle Axe wird; es sind 
dann die Coeffiecienten «s, &, a, reell. Den ersten Üoefficienten von V, 
schreiben wir unter Trennung des reellen vom imaginären Bestandteil 
w = 0 +ie,. Zur Bestimmung von V, haben wir dann die vier 
Gleichungen: 


20, = 20 a + Pr. + ViP» 

2 6, 20, + BiYs + Yıßs, 

20, = 2A u, + Biya F Ha, 
awi F Pr 1: 


(5) 


Die Determinante der ersten drei Gleichungen hat einen von null 
verschiedenen Wert; denn es ist: 


| o B a 20,, 20,, 2a, | L, Or, On 
(6) e B Ps F Ya» Ys; Pa =S 0, Maar 
de PA Bas Ps, Pi G24) Oga; 1 


und von der letzten Determinante werden wir alsbald sehen, dass sie 
nicht verschwindet. Es sind somit durch die ersten drei Gleichungen (5) 
die Zahlen «&,', Bi, yı fest bestimmt, worauf die vierte Gleichung (5) 
& - liefert. Die beiden so gewonnenen conjugiert complexen Opera- 
tionen V, liefern zwei bezüglich des Hauptkreises von T, symmetrische 
Vierecke, die somit derselben Classe angehören. Unsere obige Be- 
hauptung über die eindeutige Bestimmtheit der Classe von P durch 
die sechs Invarianten G; ist damit bewiesen. 


Wir müssen jetzt einige weiterhin zur Verwendung kommende 
Verbindungen der 6; kennen lernen. 

1) Setzen wir für beliebige Lage von P explicite e= ar tier, so 
wird die Gleichung des Kreises X; in der &-Ebene: 


(7) yi (E + n) — 2a E — 20n — f 
und von hieraus ergiebt sich als Gleichung der Ebene E; (cf. pg. 46): 
(8) 244 H 2a Za — (Bi + vi) es + (Bi — 9) = 0. 


Wir können diese Gleichung benutzen, um die Bedingung anzugeben, 


unter welcher P ein Hauptkreisviereck ist; für diesen Fall muss die 
Determinante: 
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Ci &, pi; Yı 


(9) Co, Go, p Y: 


> 


wss Us, Ps, 73 

a, Y 
verschwinden. Das Quadrat dieser Determinante drückt sich in den 
sechs Invarianten o,;; rational aus; wir bezeichnen dieses Quadrat nach 


Fortheben des Factors 16 kurz durch — c und haben alsdann nach 
dem Multiplicationsgesetz der Determinanten: 


— m 


















IR 6,3; Öj3, Cis 


(10) 


| 05,0, l, 09 
Girs O24; Cza; 1 


Ga 1, €, 6, 


A 
| 
| 


Da die Determinante (9) rein imaginären Wert hat, so ist © nicht- 
negativ: Die Invarianten Giz erfüllen somit die Bedingung 6>0, und zwar 
ist das Zutreffen des Gleichheitszeichens für den Hauptkreisfall cha- 
rakteristisch. Wir könnten in diesem Sinne ø als die Hauptkreis- 
invariante bezeichnen. 

2) Die Unterdeterminanten dritten Grades der Determinante (10) 
nach den Elementen der Diagonalreihe mögen — 0, bez. — 63, —06,, — 0, 
heissen. Man hat also explicite z. B.: 


Woa; Os 
2 2 9 c 
(11) 6 = — | 6e, l, Gg = 6 + 0 + a 2]. 
Oig; O23, 1 


Die Invariante ø; gehört der Gruppe T; zu, und zwar gilt der Satz: 
Die Gruppe T; ist eine In yperbolische, he oder elliptische Rota- 
tionsgruppe, je nachdem c; > 0, = 0 oder <0 ist. Um dies etwa für 
| T, zu zeigen, berechne man i Coordinaten z; des Punktes Q, durch 
Auflösung Rit drei Gleichungen (8) für i = 1, 2, 3. Bei richtiger 
Wahl des Proportionalitätsfactors hat man alsdann für die linke Seite 
der Gleichung der absoluten Kugel direct: 


+2’, — 2 Get Os + Os? — 20,050, — 1 w 


womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. — 





= - — 


*) Die Zwischenrechnung kann man erheblich kürzen, indem man K, etwa 
ls imaginäre £-Axe wählt und zur reellen ¢-Axe einen zu A, und A, ortho- 
onalen Kreis bestimmt. 
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Auf Grund dieser Ergebnisse ist es nun leicht, die sieben Typen 
der Vierecke P durch ihre Invarianten zu charakterisieren. Behalten wir 
die Festsetzungen des vorigen Paragraphen bei, so treten zu den 
schon genannten Bedingungen (4) noch die beiin o, > Oo; O iii 


alle sieben Typen hinzu; im übrigen aber gilt folgende balie 


I. o> 0, ,>0, or ze 
1. o>0, a>0, o ae 
I. o>0, o0, Ge A 
IV. ,>20, o <0, o Ee 
1 
1 
— 1. 


3 


? 


V. = 


) 


0 
V. m oe o 
VI cE p 


Um die Beziehung der vorstehenden Entwicklungen zur luvarianten- 
theorie der Hauptkreisgruppen der Gattung (0, 4) darzulegen, be- 
dienen wir uns der schon in (3) eingeführten Substitutionen V; und 
definieren die Invarianten ji, Jia; - derselben genau nach Vorschrift 
von pe. 337. Die sechs Invariauten j; und J, i+ fallen reell aus; 
denu man hat: 


. TES . eE . ze < E . = ~) 
[| J, = 20, J= 263, jy = 20a, Ja = 
S en T ERN (5 “ a, nr Wy. (12 
N I 26, Ja = Ju ~ 2 G: 


(12) 





Weiter sind ją und ją die Invarianten von V, V; V, V, und E Ia d 
und da diese Substitutionen in einander transfor ai sind, so id 
ja = ja; diese pg. 396 für die Symmetrie der Hauptkreisgruppen 
vefundene Bedingung bleibt somit auch bei den Nichtrotationsgruppen 
bestehen. Übrigens findet man: 


(13) Js = Ja = 2 (0,965, + 654095 — Oig Ogi — iyo); 


vorliegt, stets ee Zar Für 6 = 0 liefert die Relkkiof (13) 

vermöge (12): 

(14) jis + Ja = Jis T Ihr — Jizdas» 

womit wir eine früher auf anderem Wege gewonnene Formel wieder 

erhalten (cf. (d pg. 994). 
Die Invarianten 6,, 6p, ... führen uns gleichfalls auf bekannte 

Formeln zurück; es wird z. B.: 


(15) 4, = j + J +H — NR d 
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Nach pg. 352 liefert also Y— 6; den v. Staudt’schen Eekensinus für die 
im Polyeder der I’ am Punkte Q; auftretende dreiseitige Ecke *), 
Wir schreiben endlich auch noch die Bedingung o >O auf die 
Bez. u und erhalten: 
2, Jo Jes A | 


& 


2 > F i 
(16) Ji» u 4 J23 > 0. 


2 > £ | 
| Jiz, J2 “, J3 | 


| Jo DE Ja 2 


t 


Iın Hauptkreisfalle, d. h. bei Gültigkeit des Gleichheitszeichens, 
entspringt hiermit eine Gleichung vierten Grades für die Invarianten. 
Es ıst dies dieselbe Gleichung, welche wir bereits oben, pg. 394 
unter (2), kennen lernten; man wolle bei der Umrechnung nur jis = jog, 
sowie die Relation (14) berücksichtigen. 


$ 5. Vorbereitungen zur Untersuchung der Grenzeurve beim 
Viereck des ersten Typus mit vier Winkeln null. 


Wie wir bereits pg. 403 feststellten, hat eine Gruppe P des ersten 
Typus als Discontinuitätsbereich (für die ganze &-Kugel) zwei Vier- 
ecke P und P’; wir stellten dieselben in Figur 136 pg. 403 dar und 
können sie einander conjugiert nennen. Die Ausübung der erzengenden 
Spiegelungen reiht nun an jedes der beiden Vierecke weitere Vierecke 
an, und nach der allgemeinen Theorie (cf. pg. 126 fi.) erscheint die 
Kugelfläche schliesslich von zwei einfach zusammenhängenden Viereck- 
netzen N und N’ bis auf die Grenzpunkte der Gruppe vollständig 
bedeckt. 

Die beiden so gewonnenen Netze sind durch eine Grengcurve G 
von einander getrennt; denn es ergab sich (cf. pg. 127), dass nirgends 
ein Bereich von endlicher Flächenausdehnung zwischen N und N’ vor- 
kommen konnte, der überall dicht von Grenzpunkten bedeckt wäre. 
Im Hauptkreisfalle (6 = 0) stellt die Grenzeurve @ einfach den Hauptkreis 
selbst dar. Dieser Fall gilt hier als elementar, d. h. wir setzen weiterhin, 
sobald nichts anderes bemerkt ist, 6 >O voraus. Nach den Angaben 
von pg. 133 u.f. ist alsdann G eine sehr eomplieierte, und zwar nicht- 
analytische Curve. Es ist der Zweck der nachfolgenden Betrachtungen, 
wenigstens einigermaassen die Eigenart der Grenzeurve G näher darzu- 


*) Ausser den schon pg. 352 u.f. genannten Arbeiten vergl. man hierzu 
etwa Study, Uber Distanzrelationen, Schlömilch's Zeitschrift Bd. 27 (1882), wo 
auch noch weitere Litteraturnachweise zu finden sind. 

t 
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legen. Dabei seı es erlaubt, der Anschaulichkeit wegen die Betrachtung 
sogleich auf einen Speeialfall einzuschränken: wir wählen das Kreis- 
bogenviereck von erstem Typus mit vier Winkeln null. Für die sechs 
Invarianten desselben gelten die Angaben: 


(1) Go = Oz = Og = On = l, Og <— l, Oy <— l. 
Einige vorbereitende Untersuchungen sind hier zunächst voraus 


zu schicken. 
Erstlich berechnen wir mit Rücksicht auf (1) aus (10) pg. 409 
die Hauptkreisinvariante ø; es ergiebt sich: 


(2) o = (1 — 6,5) (1 — 024) (8 — 95 — z4 — O13024). 
Die Invarianten 6,,; Gx, müssen somit der Bedingung: 

(3) (1+0,)(1 + 0,)<4 

genügen. 


Demnächst verabreden wir zwei besonders einfache Lagen des 
Viereckpaars P und P’ in der 
&-Ebene, die wir als erste und 
zweite Normallage weiterhin unter- 
scheiden wollen. 

Bei der ersten Normallage soll 
der Kreis K, auf der imaginären 
£-Axe liegen, während X, der 


f 5 1 1 
Kreis mit dem Radius „ um $=; 


5 
ist; K, möge als gerade Linie ge- 
wählt werden, die dann zu K 
parallel läuft, so dass eine Ecke 
des Vierecks nach é= œ rückt. 
Die Anordnung wird des näheren 
durch Figur 145 dargelegt; den 
Mittelpunkt von A, nehmen wir als 
Fig. 143. in der positiven Halbebene gelegen 

an. Die vier erzeugenden Spiege- 





lungen nehmen daraufhin die Gestalt an: 


v, (8) = =, A oz > 


(4) Br (6: er ca ): + (1 — 6,) 
m ZZ 








\NO=—5+1- su, 
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wobei Yo positiv zu nehmen ist; letzteres entspricht unserer Fest- 
setzung über die Lage des Mittelpunktes von K,. 
Der Berührungspunkt der Kreise X, und A, liegt bei: 


(5) en ETOR 

Die Verbindungslinie % dieses Punktes und des Nullpunktes & = 
schneidet offenbar alle vier Kreise X; unter gleichem Winkel. Eben 
dieserhalb muss die Gerade % durch den Berührungspunkt von X, 
und K, hindurchziehen, während sie als Gerade auch durch £ = œœ, 
d. h. durch den EN ungenunkt von K, und A, läuft. Unter den 


beiden Winkeln zwischen % und dem einzelnen Kreise A; möge 9 der- 


. . . 7 . .. . - ® mr 
jenige sem, welcher 5 nicht übersteigt; dann ergiebt sich aus (5): 


úd 


(1 — 6) (1 — 6z, 
a ae 


Überträgt man diese Ergebnisse sogleich auf eine beliebige Lage des 
En ierecks P, so folgt: Die vier parabolischen a mi des 
Kreisbogenvierecks der Winkel null liegen stets auf einem Kreise L, welcher 
gegen die vier Seiten des Vierecks unter dem gleichen Winkel: 


(6) 9 = arctg N) 
Vo 


geneigt ist. Der Hauptkreisfall 6 = O liefert natürlich $ = Z, Das 


Cana 


Doppelverhältnis der vier Ecken von P ist somit reell, und man findet 


als einen der sechs Werte dieses 
Doppelverhältnisses — 2 

24 

Zur Definition der zweiten 
Normallage des Viereckpaars 
P, P legen wir die Fixpnnkte 
der hyperbolischen Substitution 
V, K, nach é= 0 und é = œ. 
K, und X, werden dann con- 
centrische Kreise um ¢ = 0, und 
zwar möge der Radius von X, 
gleich 1, der von A, grösser 
als 1 sein. Der Mittelpunkt von 
K, liege auf der positiven reellen 
Axe, wie hierneben in Figur 144 näher ausgeführt ist; den Mittelpuukt 
von K, aber nehmen wir, wie ebenda ersichtlich, wieder in der posi- 
tiven Halbebene an. 





Fir. MM. 
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Die Gestalten der Spiegelungen V, und V} werden nun sehr einfach: 


(1) V (£) — 





V (© = Be. % e — 1 
3 — > 
(0. + Vo,,® TR 1): a 
während V, complicierter ausfällt; wir begnügen uns damit, die Werte 
der Coefficienten «,, ß,, Ya Wnzugeben: 


1 
P? 











— oe 

= V e 
(8) mm — e, 
B — 19 Ve: do 1 y, = — V2 Vaa Vase,” e 
i V— 1 — 5s i Y — Te, 


die hier auftretenden Quadratwurzeln sind sämtlich reell und sollen 
positiv genommen werden. Der Kreis W, ist bei der zweiten Normal- 
lage mit K, congruent und geht aus letzterem vermöge einer Drehung 
um é = 0 durch einen Winkel œ hervor; wir setzen abkürzend c®! = e. 
Die Substitution V, lässt sich demgemäss zunächst in der Gestalt 
ansetzen: 

asek T Ps, 
0) v, = Pari 


Um daraufhin € uud damit œ durch die Invarianten darzustellen, 
knüpfe man an: 


£ FR 
= = + Ber 


und trage für œz, Pz, Yo die in (8) gegebenen Werte ein. Es ergiebt 7 


sich auf die Weise: | 


(10) a 6476,, 4, —® j 
ory = f 


Soll der Hauptkreisfall vorliegen, so ist © = und also 
6,405, F Oa — 3 = 0, 
was auf Grund von (2) unmittelbar auf o = O zurückführt. Dei der 


zweiten Normallage geht K, aus K, vermöge einer Drehung um den 
Punkt &=O durch den Winkel: 


\ 6 O6, 6 a 2 
(11) © == arccos ( 102 E s w 







hervor. Hätte man zur Einführung der zweiten Normallage K, und 
K, concentrisch gewählt, so wäre an Stelle von œw der Winkel: 


9 we 613 O21 a) 
(12) [69] ge — i 





AFCCOS ( 


getreten. Man merke noch an, dass für o> O keiner der Winkel ©, œ 
gleich x ist. 
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S 4. Verschiedene approximative Constructionen der Grenzeurve 
beim Viereck der Winkel null. 


Das Viereckpaar P, P’ lässt in der &-Ebene (oder auf der &-Kugel) 
das Innere der vier Kreise A,,.., A, ungedeckt. Da P zum ersten 
Typus gehört, so ist der einzelne dieser vier Kreise stets nur mit den 
beiden benachbarten in Berührung; man kann sagen, dass die vier 
Kreisscheiben eine einfach geschlossene Kette bilden. Entwerfen wir 
nun vermöge des Princips der Spiegelung an jedem der vier Kreise A; 
ein weiteres Viereckpaar, so bleiben demnächst zwölf Kreise offen, 
welche wiederum eine einfach geschlossene Kette bilden. Wir kommen 
hier auf den vom ersten Abschnitt her sehr bekannten Process der 
- Herstellung der Vierecknetze nach dem Symmetrieprineip. Wenn wir 
- dabei jedesmal an allen offenen Kreisen zugleich je ein weiteres Vier- 

eckpaar entwerfen, so haben wir nach dem nte Schritte eine einfach 
geschlossene Kette von 4 - 3” noch offenen Kreisscheiben. 

Gehen wir nun zur Grenze für n = © über, so werden die Radien 
der eben gemeinten beim einzelnen Schritte noch offen bleibenden 
Kreise ausnahmslos gegen null convergieren, wie aus der Eigenschaft 

- dieser Kreise als Symmetriekreise der Vierecknetze folgt. Die Summe 
der Quadrate der Radien der 4: 3” Kreise und also der Gesamtinhalt 
der Kreise convergiert für n = œ gleichfalls gegen null*), und die 
"Kreisscheibenkette geht für lim n =œ in die Grenzcurve Œ über. 
Nehmen wir n so gross, dass keiner der 4-3” Durchmesser die be- 
liebig klein zu wählende Zahl ò> O übertrifft, so haben wir in der 
Kette der 4 - 3” Kreise ein erstes angenähertes Bild der Grenzeurve G. — 

Es ıst nun interessant, im Anschluss an die Vorbereitungen des 
vorigen Paragraphen noch andere Arten der Approximierung an die 
Grenzeurve @ zu verfolgen, welche nähere Angaben über den Verlauf 
von G zu machen gestatten. 

Wir knüpfen zunächst an die erste Normallage der Viereckpaars 
(Figur 143 pg. 412) an und fassen die Gerade X durch die vier Eckpunkte 
&,@, 65, & als erste Annäherung an die Grenzeurve G auf; das innerhalb 

des Kreises A; gelegene Stück von %k heisse k;, so dass z. B. k die 

Verbindungsgerade der seinerzeit mit & und e, bezeichneten Ecken ist. 

Man führe nun den Spiegelungsprocess in der Art aus, dass man zu- 
nächst innerhalb A, (d. ı. rechts von der Geraden A,) alle unendlich 

vielen Viereckpaare anschliesst, welche aus dem ersten Paare durch die zur 

Parabolischen Ecke e, (in der Figur zn = œ) gehörende eyelische Gruppe 






*) Hierbei machen wir stillschweigend die Annahme, dass ¢ = ~ nicht zu 
n Grenzpunkten der Gruppe gehört. 
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zweiter Art entspringen. Wir haben so nach rechts hin eine unend- 
liche Reihe abwechselnd symmetrischer und congruenter Parallel- | 
streifen aneinandergefügt, welche eine Kette unendlich vieler ungedeckter 
Kreise A,, Kz, Ky, Ka, -.. darbietet. Die in ihnen enthaltenen ge- 
raden Segmente kg, ko, ko, kg, ... bilden eine Zickzacklinie, deren 
einzelne Glieder abwechselnd rechts und links den Winkel: 


(1) 29 = 2 arctg O i Zen 
Vs 
mit einander bilden, welcher für o >O sicher <x ist. Zur weiteren 
Annäherung an ( ersetzen wir k, durch die hiermit gewonnene ge- 
brochene Linie. 
Gehen wir nun sogleich zu einer beliebigen Lage eines offenen 
Kreises A; und benutzen die Conformität der Kreisverwandtschaften! 
An K; lagert ein Viereckpaar mit den Ecken e, , &, €, e}. Letztere 
liegen auf einem Kreise X, dessen in K; entfallendes Segment ky 
heisse. Ersetzen-wir die Kreisscheibe A; durch das Kreissegment ki, 
so tritt an Stelle der obigen Approximation durch eine Kette von 
Kreisscheiben eine solche durch eine einfach geschlossene Kette von 
Kreissegmenten k;. Nun verbindet %, die Ecken &;_ı und & des an 
K; lagernden Viereckpaars. Man übe auf letzteres unter einseitiger 
Bevorzugung von & die zu diesem Punkte gehörende parabolische 
Gruppe zweiter Art aus. Dabei erscheint X; von oo! weiteren Viereck- 
paaren erfüllt; doch bleibt eine Kette von Kreisen A; _ 1, Kies, Ki, --. 
offen. Vor allem erscheint das bisherige Kreissegment ki durch eine Kette 
unendlich vieler Segmente mit dem Grenzpunkt e; ersetzt, wobei die ein- 
zelnen Glieder der Kette abwechselnd auf der cimen und anderen Seite 
den Winkel 2% mit einander einschliessen. 
Für o = 0 erhalten wir in den Kreissegmenten & immer nur 
wieder Stücke des Hauptkreises; der Winkel 2% ist nun gleich m. 
Dahingegen werden für g >O und also 29 < x die Verhältnisse ber 
Fortsetzung des Spiegelungsprocesses in der angedeuteten Weise weit 
complicierter. Jedes einzelne Kreissegment % ist stets aufs neue durch 
eine unendliche Kette weiterer Segmente mit je einem parabolischen 
Grenzpunkt zu ersetzen, wobei zwischen den einzelnen Gliedern stets 
wieder die Winkel 2% auftreten. Indem wir diesen Ersatz der Sege 
mente % überall bis ins unendliche fortführen, kommen wir mit der 
Segmentenkette der Grenzeurve Œ näher und näher. Wir können 
dieses Ergebnis vielleicht dahin aussprechen, dass die Grenzcurve & 
(o >O vorausgesetzt) in jedem noch so kleinen Intervall unendlich viel 
Jeichtungsänderungen um endliche Beträge erfährt. — 
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Bei der eben besprochenen Approximierung waren die parabolischen 
Punkte bevorzugt; sie waren die Scheitelpunkte der Winkel 2%. Ent- 
sprechend führt die zweite Normallage von P, P’ (ef. Figur 144 pg. 413) 
zu einer Annäherung an die Grenzceurve G, bei welcher gewisse hyper- 
bolische Punkte eine ausgezeichnete Rolle spielen. 


Wir knüpfen zunächst an irgend eine endliche Kette offener Kreise X," 
und ziehen in jedem dieser Kreise dasjenige Kreissegment x%;™, welches 
die beiden auf A,®) gelegenen parabolischen Punkte verbindet und 
gegen Ä;) orthogonal verläuft. Als Annäherung an G erscheint so 
eine aus lauter Kreissegmenten bestehende gekrümmte Curve, welche 
zunächst an keiner Stelle eingeknickt ist. 


Nunmehr üben wir auf das an X; gelegene Viereckpaar die 
I or Zi 1 > v °.. R 1 s . a 
zum Kreispaar K;®, KM, gehörende hyperbolische Gruppe zweiter Art 


aus. K;” erscheint von oo! Viereckpaaren erfüllt, welche noch zwei 
Ketten von unendlich vielen offenen Kreisen darbieten; beide Ketten 
hängen in einem gemeinsamen hyperbolischen Grenzpunkte e® zu- 


sammen. Das Segment x” erscheint durch unendlich viele Segmente 
ersetzt, die sich zu zwei stetig gekrümmten Stücken zusammenfügen; 
diese beiden Stücke stossen in ihrem gemeinsamen hyperbolischen Grenz- 
punkte e®) unter dem (für 6 > 0) von x verschiedenen Winkel & bez. o 
(ef. (11) und (12) pg. 414) zusammen, je nachdem i ungerade oder ge- 
rade ist. Man wird dies mit Hilfe der Figur 144 pg. 415 leicht ver- 


folgen; beispielsweise wähle man für X den Kreis K,, wo alsdann 
der Punkt e® nach &=0 zu liegen kommt. 

Jetzt ersetze man jedes der unendlich vielen an Stelle von x!” 
getretenen Kreissegmente wiederum nach derselben Vorschrift durch 
je unendlich viele Segmente. Nun erscheinen an Stelle von x” zwei 
Ketten von je unendlich vielen Kreisbogen, welche in hyperbolischen Punkten 
immer unter den Winkeln ©’ bez. © zusammenstossen; die convexen Seiten 
der Winkel liegen nun alle auf der gleichen Seite der Dogenkette, und 
zwar ist sie entgegengesetzt zur convexen Seite des bei «” gelegenen Winkels 
© bez. w. Man wolle sich diese Angaben an Figur 144 pg. 413 im 
einzelnen deutlich machen. Jetzt sind es hyperbolische Punkte, in 
welchen die angenäherte Grenzeurve Einkniekungen erfährt, während 
in den parabolischen Punkten keine unstetige Richtungsänderung eintritt. 
Bei Fortführung des Processes gewinnt man wieder die Anschauung, 
dass die Grenzeurve in jedem noch so kleinen Intervalle unendlich oft 
die Richtung unstetig ändert. — 

Um endlich noch eine directe, aber natürlich sehr unvollkommene 


Anschauung der Grenzcurve @ zu geben, ist umstehend in Figur 145 


Fricko-Kloin, Aulomorphe Funclionen. I. = 
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ein besonderes Vierecknetz unserer Art gezeichnet und innerhalb der 
noch offen gelassenen Kreise der ungefähre Verlauf der Greuzeurve 





Fig. 145. 


angedeutet. Dass das Ausgangsviereck hier eine Synmetriegerade 
besitzt, ist, wie man leicht bemerken wird, keine Besonderheit. An 
Figur 145 werden wir übrigens im folgenden Paragraphen noch wieder- 
holt anknüpfen. 


$ 5. Die vier Punktarten auf der Grenzcurve G. Verlauf der 
Grenzeurve gegen parabolische Punkte. 


lsinige weitergehende Angaben über die Gestalt der Grenzeurve G 
können wir auf Grund einer mehr begrifilichen Überlegung machen. 
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Zu einer derartigen Überlegung müssen wir hier unsere Zuflucht 
nehmen; denn in der That gelingt es der directen geometrischen „An- 
schauung“ nicht mehr, die bei der Grenzeurve vorliegenden Verhält- 
nisse zu erfassen. 

Wir beginnen zunächst damit, eine symbolische Darstellungsweise 
aller Punkte der Grenzcurve einzuführen. 

Ein nicht-parabolischer Grenzpunkt liegt, wie weit wir auch den 
Spiegelungsprocess fortführen mögen, stets innerhalb eines bestimmten 
unter den frei bleibenden Kreisen. Um vom Ausgangsviereck aus 
immer näher an den fraglichen Grenzpunkt heranzukommen, wird man 
somit eine eindeutig bestimmte, unendliche Reihe von Vierecken: 


I; Vi, ? Vi, V; Va V, Fa , m, %: Fis Vi a 


2 


durchlaufen, wobei die å, i,. ... stets Zahlen aus der Reihe 1, 2,3, 4 
sind, und wobei keine zwei auf einander folgende Zahlen ;,, i%,2ı ein- 
ander gleich sind. Wir werden den fraglichen Grenzpunkt symbolisch 
durch: 


(1) Er EM, o] 


darstellen können, und jede lieihe dieser Art liefert auch einen bestimmten 
Grenzpunkt. 

Auf die parabolischen Grenzpunkte überträgt sich dieser Ansatz mit 
Leichtigkeit. Der Unterschied ist nur der, dass wir bei einem para- 
bolischen Grenzpunkte immer zwei Arten der Annäherung haben. So 
lässt sich z. B. die Ecke e, des Ausgangsdreiecks sowohl durch 
[1,2,1,2,...] als durch [2, 1, 2, 1, ...] darstellen. 

Übrigens heben wir noch hervor, dass zwei verschiedene Grenz- 
punkte auch verschiedene darstellende Zahlenketten (1) haben. Ist nämlich 
€ der Abstand beider Grenzpunkte von einander, so können wir im 
Spiegelungsprocess soweit gehen, dass die Durchmesser sämtlicher 
noch offenen Kreise < è sind. Sicher werden von da an beide Punkte 
in verschiedenen Kreisen liegen und demnach verschiedene Ketten (1) 
liefern. Was die parabolischen Punkte augeht, so wird man diese 
Überlegung leicht ergänzen. 

Wir knüpfen an die Darstellung (1) folgende Einteilung aller 
Grenzpunkte: Ist die Reihe (1) entweder gleich anfangs oder nach einer 
endlichen Anzahl von Anfanysgliedern dauernd periodisch, so heisse der 
zugehörige Grenzpunkt selbst ein pertodischer; im entgegengesclzten Talle 
nennen wir ihm aperiodiseh. Die periodischen Grenzpunkte sind iden- 
tisch mit den Fixpunkten der Substitutionen von I’; dementsprechend 
leiden wir die periodischen Grenzpunkte in die drei weiteren Arten der 


iP 
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parabolischen, hyperbolischen und loxodromischen Grenzpmkte ein. Ins- 
besondere giebt es sechs Classen von periodischen Grenzpunkten mit 
zweigliedrigen Perioden. Hierher gehören einmal die vier Classen der 
parabolischen Punkte mit den Perioden: 


L.. i itl, i 041, ..] oder [..., ct Lo 


sodann die beiden einfachsten Classen hyperbolischer Punkte; letzteren 
gehören die folgenden Perioden zu: 


...1,3,1,3,1,3,..], Leo2, 42, 1 Oo 


Um eine erste interessante Anwendung dieser Festsetzungen zu 
entwickeln, stellen wir neben unser zu I’ gehörendes Viereck P mit 
6>0 ein Hauptkreisviereck P’ der Winkel null, welches wir etwa 
in der ersten Normallage (Figur 143, pg. 412) fixieren. Dabei mögen 
des näheren die vier Ecken bei &=0, 1, 2, œ liegen, so dass 
die Kreise K,, K; von P’ beide den Durchmesser 1 haben. Die zu 
P’ gehörenden vier Spiegelungen V; erzeugen alsdann eine bekannte 
Untergruppe der gewöhnlichen Modulgruppe, und der Grenzkreis G’ 
unserer neuen Gruppe I” ist die reelle Ẹ- Axe. 

Nunmehr ordnen wir die V’, .., Vý den vier erzeugenden 
Spiegelungen V}, .., V, von T zu und begründen damit eine iso- 
morphe Beziehung der Nichtrotationsgruppe IT’ auf die Hauptkreis- 
sruppe I”. Aus der Herstellung der Grenzcurven vermöge der Ketten 
von Kreisscheiben ist dann sofort evident, dass hiermit eine wechsel- 
weise eindeutige und stetige Deziehung der nicht-analytischen Grenzceurve (r 
auf die Gerade @' gegeben ist. Auf einander bezogene Punkte von G 
und @’ haben gleiche darstellende Ketten (1), und es werden z. B. 
die parabolischen Punkte auf G den rationalen Punkten auf G’ ent- 
sprechen u.s. w. Gebrauchen wir die reelle Variabele 2 zur Coordinaten- 
bestimmung auf G’, so stellen sich von hieraus die Coordinaten £, 7 
der Punkte von G als überall eindeutige und stetige”) Funchonen 
E = o (Ò), n = Y(t) der unbeschränkten reellen Variabelen t dar; doch 
sind diese Functionen nirgends analytisch. — 

Es ist nun weiter möglich, über den Verlauf der Grenzcurve (r 
in der Nähe periodischer Grenzpunkte eine Reihe von Angaben zu machen; 
es gründet sich diese Entwicklung auf den Umstand, dass die Grenz- 
curve dureh alle Substitutionen der zum fraglichen periodischen Punkte 
gehörenden eyelischen Untergruppe in sich selbst transformiert wird. 


*) Der einfachen Ausdrucksweise halber nehmen wir hier wieder an, dass 
g = œ nicht auf der Grenzcurve G gelegen ist. 
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Übrigens senden wir hier sogleich die Bemerkung voraus, dass 
wir weiterhin mehrfach Gelegenheit haben werden, auf die Begriffs- 
bestimmungen der Cantor’schen Mannigfaltigkeitslehre Bezug zu nehmen *#). 
Um in dieser Hinsicht an einige Fundamentalbegriffe zu erinnern, so 
verstelit Cantor unter der Ableitung einer vorgelegten unendlichen 
Punktmenge die Gesamtheit der Häufungsstellen der gegebenen Punkte. 
Es steht nichts im Wege, den Process der Ableitung wiederholt zu 
vollziehen und so zu Ableitungen höherer Ordnung vorzugehen. Gelangt 
man zu einer Ableitung endlicher Ordnung, die nur aus endlich vielen 
Punkten besteht, so heisst die ursprüngliche Punktmenge von der 
ersten Gattung; andrenfalls teilen wir die Punktmenge der zweiten 
Gattung zu. Eine Punktmenge heisst perfect oder imperfect, je nach- 
dem sie ıhre erste Ableitung enthält oder nicht. Von einer Punkt- 
menge sagt man, sie bedecke eine Linie überall dicht, falls kein 
endliches Segment der Linie frei von Punkten der Mannigfaltickeit 
ist u. s. w. 

Um diese Begriffe sogleich an den Grenzgebilden unserer Polygon- 
netze auf der &-Kugel etwas näher zu erläutern, so stellt jedes solche 
Grenzgebilde eine perfecte Punktmenge zweiter Gattung dar. Einmal 
nämlich werden die Häufungsstellen der Grenzpunkte niemals in das 
Innere der Polygonuetze hineingezogen werden könuen und also selber 
dem Grenzgebilde angehören. Andrerseits kommen isoliert liegende 
Grenzpunkte nicht vor; vielmehr ist jeder Grenzpunkt selber Häufungs- 
stelle unendlich vieler weiterer Grenzpunkte, so dass die vorliegende 
Punktmenge mit allen ihren Ableitungen sich als identisch erweist. 

Gehen wir im speciellen zu unserem soeben ausführlich betrachteten 
Vierecknetze des ersten Typus zurück, so wird hier die Grenzeurve überall 
dicht von Grenzpunkten besetzt sein. Aber wir können noclı weiter gehen: 
so werden z. D. bereits die parabolischen Grenzpunkte allein die Grenz- 
curve (7 überall dicht bedecken. Gleichwohl stellen begrifflich die ge- 
samten parabolischen Grenzpunkte noch keineswegs die ganze Grenz- 
curve (r dar; vielmehr ist dem System der parabolischen Punkte erst 
die zugehörige erste Ableitung zuzufügen, um das gesamte Grenzgebilde 
zu gewinnen. Die gleichen Bemerkungen gelten übrigens für jede 
Classe äquivalenter Grenzpunkte. — 

Nach diesem Excurs gehen wir auf die Speeialbetrachtung der 
parabolischen Grenzpuukte ein. Wir knüpfen an die erste Normallage 


*) Unter den zahlreichen Veröffentlichungen Cantor's über den fraglichen 
Gegenstand vergl. man namentlich die Abhandlung „Uber unendliche lineare 
Pınktmannigfaltigkeiten“, Mathem. Annalen Bd. 15 pg. 1 (1879). 
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des Viereckpaars P, P’ an und ziehen den bei ¢ = œ gelegenen para- 
bolischen Punkt heran, den wir als solchen e® nennen. Die vier 
pg. 400 eingeführten Gruppen T; sind Hauptkreisgruppen (0, 3) der 
ersten Kategorie; die vier zugehörigen Hauptkreise sind hierneben in 
Figur 146 als Kreise H; ge- 
zeichnet. Die Kreise H, und 
H, laufen als horizontale Ge- 
rade durch e® hindurch. 

Wir behaupten nun zu- 
nächst: Die Grenzeurve G ist 
uuf das durch H, und H, ein- 
geschlossene Flächenband ein- 
gegrenzt, d. h. sie greift weder 
über H, noch unter H, hinaus. 
Man kann nämlich die ge- 
samten parabolischen Grenz- 
punkte offenbar dadurch ge- 
winnen, dass man die vier Ecken 
von P an den vier Kreisen 
K,, --, K, spiegelt und. mit den 
so zu gewinnenden Punkten 
immer wieder aufs neue Spie- 
gelungen am denselben vier 
Kreisen vornimmt. Dabei handelt es sich stets um Spiegelungen in 
das Innere des einzelnen Kreises K;. Ein Punkt auf dem Rande oder 
im Innern des Ebenenbandes zwischen H, und H, wird bei einer 
solchen Spiegelung stets wieder in einen Punkt eben dieses Bereiches 
transformiert. Da nun die vier Ecken von P dem Bande angehören, 
so sind die gesamten parabolischen Punkte und demnach überhaupt 
alle Grenzpunukte auf dem fraglichen Ebenenbande gelegen. 

Wenden wir die gleiche Betrachtung auf die beiden Hauptkreise 
H, und H, an, so zeigt sich weiter: In ihrem Verlauf zwischen den 
Kreisen K, und K, ist die Grenzeurve G durchaus auf die beiden durch 
die Hauptkreise H eingeschlossenen dreieckigen Bereiche B, und D, der 
Figur 146 beschränkt”). Dabei gelten die Randpunkte von B, und D; 
diesen Bereichen als zugehörig. 

Mit dem einzelnen Hauptkreise H; hat @ unendlich viele Punkte 
gemein. In dieser Hinsicht gilt der Satz: Die auf H: gelegenen Grenz- 





Fig. 146. 


*) In Figur 146 sind die dreieckigen Bereiche B, und B, durch stärkeres 
Ausziehen der Seiten hervorgehoben. 
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punkte von I sind auch bereits Grenzpunkte von T; und stellen geradezu 

die yesamten Grenzpunkte von T; dar. Es ist nämlich z. B. T, auf I, 
eigentlich discontinuierlich und besitzt das in P entfallende Segment 6 
(ef. Figur 146) zum Discontinuitätsbereich, Läge nun auf H, wenig- 
stens ein Grenzpunkt von T, der nicht schon der Gruppe T, angehört, 
so liesse sich ein mit ihm äquivalenter Punkt auf 6 nachweisen, was 
unmöglich ist. Als Zusatz folgt: Die auf H; gelegenen periodischen 
Grenzpunkte sind durchweg nicht-loxodromisch. 

Über den Charakter der Grenzmannigfaltigkeit der einzelnen Haupt- 
kreisgruppe I; auf H; lassen sich noch einige weitere Angaben machen. 
Knüpft man hier wieder an das System der parabolischen Punkte an, 
so liefert der Zusatz der ersten Ableitung dieses Punktsystems die 
gesamten Grenzpunkte auf H;. Ist e”) irgend ein parabolischer Punkt 
auf H;, so kann man durch wiederholte Ausübung der zugehörigen 
parabolischen Substitution das Segment 6 in jede gewünschte Nähe 
von el”) transformieren. Aus diesen Erwägungen ergiebt sich, dass 
sich in jedem endlichen Intervall auf H: endlich ausgedehnte Strecken 
nachweisen lassen, welche frei von Grenzpunlten sind. Da aber irgend 
zwei verschiedene Grenzpunkte eine endliche Entfernung haben, so 
sind sie auch durch Strecken getrennt, die von Grenzpunkten gänzlich 
frei sind: Das System der Grenzpunkte auf H; ist, obschon es eine per- 
fecte Punktmenge zweiter Galtung vorstellt, als ein durchaus discretes 
Punktsystem anzusehen, insofern dasselbe keine endliche Strecke von H; 
überall dicht bedeckt. Eine rein anschauliche Vorstellung dieses Punkt- 
systems erscheint nicht mehr möglich. 

Indem wir zur Grenzcurve Œ selbst wieder zurückkehren, be- 
merken wir zunächst, dass dieselbe an den einzelnen Kreis H; in den 
unendlich vielen Punkten des eben beschriebenen discreten Punktsystems 
heranstreift. Übrigens gelten die vorstehenden, für die vier Haupt- 
kreise H; gemachten Angaben ohne weiteres für alle bezüglich I’ mit 
ihnen äquivalenten Kreise. 

Um auf Grund der bisherigen Resultate über den Verlauf der 
Grenzeurve Œ gegen einen parabolischen Puukt ed? noch einige ab- 
schliessende Angaben zu machen, nehmen wir der einfachen Ausdrucks- 
weise halber an, dass e” nicht bei é= œ liege. Wir bezeichnen 
mit M und H’ die beiden durch den Punkt e(P hindurchlaufenden 
Hauptkreise, welche sich in ec‘? berühren. Die Grenzeurve (r zwängt 
sich dann, wie wir sahen, zwischen den beiden Kreisen hindurch. 
Wir drücken dies mit Poincare*) dahin aus, dass die Grenzceurre G 


— — 


*) In den Acta mathematica Bd. 3 pg. 79 (1883). 
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in einem ihrer parabolischen Punkte zwar eine Tangente, aber kemen 
Krümmungskreis besitze”). 

Der Sinn dieser Angabe ist leicht darzulegen. Eine Verbindungs- 
gerade von e‘) und einem auf @ unendlich nahe neben e(? gelegenen 
Punkte ist offenbar gemeinsame Tangente von H und H’ in e”) und 
als solche bestimmt. Ein Kreis durch e@ und zwei unendlich nahe 
bei c(?? gelegene Punkte von @ ist aber jeder zwischen M und H’ 
verlaufende Kreis, welcher H und H’ in e(?) berührt. Man greife 
nämlich irgend einen unter diesen Kreisen auf, fixiere irgend zwei 
von e( endlich entfernte Schnittstellen mit G und übe auf die 
letzteren immer wieder die zu ce‘? gehörende parabolische Substitution 
aus. Beide Schnittpunkte werden auf diese Weise schliesslich in un- 
mittelbare Nähe von e% transformiert, während der Kreis als zugehörige 
Bahneurve in sich übergeht; derselbe hat somit den Charakter eines 
Krümmungskreises. 

Übrigens "veranschauliche man sich die vorstehenden Angaben 
über den Verlauf der Grenzcurve gegen parabolische Punkte am Bei- 
spiel der Figur 145 pg. 418. 


S6. Fortsetzung: Verlauf der Grenzcurve gegen hyperbolische 
und loxodromische Stellen. 


Die hyperbolischen Punkte der Grenzeurve gehören zu Paaren 
zusammen, und wir verstehen unter e% und e® ein einzelnes solches 
Paar. Man hat alsdann zu unterscheiden, ob es Bahncurven der zu- 
gehörigen hyperbolischen Substitution V giebt, welche längs ihres 
ganzen Verlaufs nur in einem der beiden Vierecknetze N, N’ liegen 
oder nicht. Im letzteren Falle giebt cs von e® (und e®) aus nach 
allen Richtungen hin in jeder Nähe von e™® (bez. e®) weitere Punkte 
der Grenzeuve**). Solche Punkte können wir nämlich aus entfernt 
gelegenen Punkten der Grenzeurve durch wiederholte Ausübung der 
fraglichen hyperbolischen Substitution erzeugen. 

Kommen hingegen hyperbolische Bahncurven vor, welche, ab- 
gesehen von ihren Anfangs- und Endpunkten, gänzlich im Innern des 
einen der beiden Netze N, N’ liegen, so wolle man in jedem der 


Er ee a =en 


*) Man könnte diese Aussage auch in die analytische Gestalt kleiden, dass 
die durch die Grenzcurve resp. durch die zugehörigen Gleichungen é = g (t), n = y (t) 
definierte Function n von & im parabolischen Punkte zwar eine erste, aber keine 
„weite Ableitung besitzt. 

**) Die Ableitung der eben bereits erwähnten durch die Grenzcurve definierten 
Function „= f ($) wird für diesen Fall im hyperbolischen Punkte total unbestimmt. 








ee 
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beiden Netze diejenigen beiden Bahncurven markieren, welche die 
Grenzcurve gerade streifen, ohue in das andere Netz hinüber zu treten. 
Wir gewinnen so vier Kreisbogenzweiecke mit den Ecken e™, e”, von 
denen zwei von Grenzpunkten gänzlich frei sind. In der That ist die 
Grenzcurve auf die beiden anderen Zweiecke eingeschränkt, und wir 
wollen die Winkel dieser Zweiecke als die charakteristischen Winkel 
der hyperbolischen Punkte e und e® benennen. Die Bedeutung dieser 
Winkel spricht sich im folgenden Satze aus: Fom hyperbolischen Punkte 
e oder e® aus treffen wir innerhalb des einzelnen der beiden charakte- 
ristischen Winkel nach allen Richtungen hin in jeder Nähe des hyper- 
bolischen Punktes weitere Punkte der Grenzcurve*). Die Grenzcurve er- 
scheint somit vom hyperbolischen Punkte aus gesehen beiderseits unter 
endlichen Winkeln. 

Wir verfolgen diese Verhältnisse für eine derjenigen beiden Classen 
hyperbolischer Punkte näher, welche den zweigliedrigen Perioden 
[h 28, -..] zugehören. Zu diesem Zwecke knüpfen wir an die zweite 





Normallage der Ausgangsvierecke P, P’ an (ef. pg. 113) und verstehen 
unter c, e® die bei € = UV bez. œ gelegenen hyperbolischen Punkte. 
In Figur 147 sind wieder die vier Hauptkreise M; gezogen, welehe 
*) Man vergl. hier namentlich die allgemeinen Ansätze, welche Dini in 
inem Werke „Grundlagen für die Theorie der Functionen einer reellen Ver- 
derlichen“ (deutsch bearbeitet von Lüroth und Schepp) pg. 260 fl. über die 
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innerhalb K, und K, die beiden durch D, und D, bezeichneten und 
durch stärkeres Ausziehen der Seiten hervorgehobenen dreieckigen 
Bereiche eingrenzen; unter ihnen ist D, direct mit dem pg. 422 so 
benannten Bereich identisch. 

Innerhalb K, und K, ist nun die Grenzcurve auf die Bereiche D, 
und P, eingeschränkt. Dabei wollen wir sogleich hervorheben, dass 
die drei Ecken jedes dieser Bereiche Punkte der Grenzeurve @ sind; 
denn zwei unter diesen Ecken sind parabolisch, ın der dritten aber 
erkennt man aus Figur 147 den’ Fixpunkt der hyperbolischen Sub- 
stitution Y,V,- 

Übt man nun auf die Dreiecke B, und BD, die Spiegelungen V, 
und V, immer wieder aus, so entspringen zwei Ketten solcher drei- 
eckiger Bereiche mit gemeinsamen Grenzpunkten bei e™® und eW, d.h. 
bei é= 0 und &= œ. Die Grundlinien dieser Dreiecke, d. h. die 
Verbindungsgeraden der parabolischen Ecken, liegen ersichtlich alle auf 
den Geraden H, und H,. Die gegenüberliegenden hyperbolischen 
Spitzen liegen bei der einen Kette sämtlich auf der geraden Linie L, 
der Figur 147, bei der anderen Kette auf Z,. Es ist demnach er- 
sichtlich, dass der eine charakteristische Winkel von e® durch H, und 
L,, der andere durch H, und L, eingegrenzt wird. Aus den besonderen 
Symmetrieverhältnissen der vorliegenden Figur geht hervor, dass beide 
charakteristische Winkel von e® einander gleich sind; dies ist aber 
als partieulär anzusehen, wie man durch Heranziehung complieierterer 
Beispiele von Polygonnetzen leicht ersehen wird. Aus den Formeln 
von pg. 414 lässt sich übrigens der Fixpunkt von VaV, und damit 
die Grösse der charakteristischen Winkel für e® ohne Mühe bestimmen; 
man findet diese Winkel ausgedrückt dureh: 


(1) arctg e 4 .“ } lasa O5; y— 1 mei: Vo 
yı — sis ` [2 V1- O24 CEUM = 1) 1 V- 1—6,, (2 0,3 024 — 0,3 — ı)] 


wo die sämtlichen hier auftretenden Quadratwurzeln positiv zu nehmen 
sind. Für ø = 0 erhalten wir, wie es sein muss, den Betrag null. 

Man veranschauliche sich die vorstehenden Angaben über den 
Verlauf der Grenzeurve @ gegen hyperbolische Punkte auch noch an 
Figur 145 pg. 418. — 


derivierten Functionen entwickelt. Dini unterscheidet daselbst für die einzelne 
Stelle &,n immer vier Derivierte von f(&), eine „rechte obere Derivierte‘“, eine 
„linke obere Derivierte“ cte.; im Falle des Textes werden dieselben durch die 
Schenkel der beiden charakteristischen Winkel geliefert. Die charakteristischen 
Winkel geben ein Maass für die Grösse der rechts- bez. linksseitigen derivatori- 
schen Schwankung“ von f(&) an der betrachteten Stelle. 
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Noch complicierter ist die Gestalt der Grenzeurve in der nächsten 
Nähe eines loxodromischen Grenzpunktes. Sei V die Erzeugende einer 
loxodromischen Untergruppe, deren beide Fixpunkte e® und e® sind. 
Da diese beiden Punkte in endlicher Entfernung von einander liegen, 
so können wir einen Symmetriekreis Æ unseres Vierecksnetzes an- 
geben, welcher e® von «® trennt. Möge die Ausübung von V auf K 
den Kreis K’ liefern: dann werden X und K’ einen überall endlich 
breiten Kreisring R eingrenzen, der einen Discontinuitätsbereich von V 
liefert. In der That wird ja auch A’ die beiden Punkte e, e® von ein- 
ander trennen; und wir haben somit nur noch zu zeigen, dass K und 
K einander weder schneiden noch berühren. Ersteres ist ausgeschlossen, 
weil I’ keine elliptische Substitutionen enthält. Ein Berührungspunkt 
von X und K’ würde parabolisch sein. Nun trägt K, sowie auch 
K’, zwei parabolische Punkte verschiedener Classen; diejenigen von K 
seien cP), ec, worauf wir die parabolischen Punkte von K’ durch 
V(e?)) und F (e) zu bezeichnen haben. Berühren sich nun X und X’, 
so ist doch die Identität von ec? mit V (eP) oder von e) mit V(c) 
unmöglich, da jedesmal die beiden Punkte inäquivalent sind. Somit 
müsste entweder eP) mit V (e) oder eP mit V (e9) coimeidieren. Doch 
auch dies ist unmöglich, da sich in beiden Fällen V als parabolisch 
erweisen würde. Unsere obige Behauptung über den Kreisring R ist 
damit bewiesen. 

Durch die beiden loxodromischen Punkte e,® und e,® wird nun 
die Grenzeurve in zwei Stücke geteilt, deren einzelnes jeden der Kreise 
K und K’ nur einmal schneidet, nämlich in den eben wiederholt ge- 
nannten parabolischen Punkten. Wir gewinnen somit zwei bestimmte 
Abschnitte s, und s, der Grenzcurve G, welche innerhalb des Bereiches R 
liegen. Der Anfangspunkt jedes Abschnittes s; ist mit dem Endpunkt 
des gleichen Abschnittes bezüglich V äquivalent und liegt also mit ihm 
auf einer und derselben doppelspiraligen Bahneurve von F. 

Zur gesamten Grenzeurve @ gelangen wir zurück, indem wir auf 
die beiden Abschnitte s, und s, alle Substitutionen der vorliegenden 
eyelischen Gruppe ausüben. Vergegenwärtigt man sich nun den Verlauf 
der Bahneurven von V, so kommt man zu folgender Auffassung: Die 
Cerenzeurve G windet sich um jeden einzelnen ihrer loxodromischen Punkte 
unendlieh oft herum und kehrt alsdann nach LPassieren des fraglichen 
Punktes zwischen den bisherigen Windungen, ohne sich selbst zu iber- 
kreuzen, zurück. — 

In der nächsten Umgebung aperiodischer Punkte gelingt es durch 
die bisherigen Methoden nicht mehr, irgend welche nähere Vorstellungen 

E über den Verlauf der Grenzeurve zu gewinnen. Auch erscheint es aus- 
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seschlossen, die bisher entwickelten Ergebnisse zu einer exacten geo- 
metrischen Vorstellung über den Verlauf der fertigen Grenzeurve zu 
vereinen. Jn der That wolle man erwessen, dass die periodischen 
Grenzpunkte jeder einzelnen Classe die Curve G überall dicht bedecken. 
Die soeben geschilderten Vorkommnisse in der nächsten Umgebung para- 
bolischer, hyperbolischer oder loxodromischer Punkte werden sich demnach 
in jedem endlichen Intervall der Grenzewve unendlich oft wiederholen. 

Man wird es mit Recht als besonders interessant ansehen, dass 
wir durch den elementaren Spiegelungsprocess bei unendlicher Fort- 
setzung desselben von der einfachen Gestalt eines Kreisbogenvierecks 
aus zu einer Curve geführt wurden, deren unmittelbare geometrische 
Auffassung die Kraft unserer haumanschauung übersteigt, und die 
sich der Theorie der in der überkommenen Geometrie durch ana- 
Iytische Gleichungen ë = o (t), n = y(t) oder f(E, n) = O oder endlich 
q = f(Ẹ) darstellbaren Curven durchaus, d. h. in ihrem ganzen Ver- 
laufe entzieht. — 


S 7. Beschreibung der Vierecknetze des zweiten bis seehsten Typus. 


Nach der ausführlichen Untersuchung der Grenzeurve bei den Kreis- 
bogenvierecken des ersten Typus wollen wir uns bei den übrigen Typen 
kürzer fassen und uns mehr nur auf eine beschreibende Behandlung 
der entspringenden Netze beschränken. Wir erreichen dadurch jeden- 
falls dieses, dass uns die unendliche Mannigfaltigkeit und zugleich die 
eigenartige Compliciertheit der bei den Polygonnetzen auftretenden 
Verhältnisse, welche über unsere gewöhnlichen geometrischen Con- 
structionen weit hinausliegen, fühlbar wird. 

Wir beginnen mit der Besprechung eines Vierecks vom zweiten 
Typus, das man aber auch, wenn man will, als Grenzfall eines Vier- 
ecks des ersten Typus ansehen kann. Man lasse nämlich etwa in 
Figur 145 pag. 418 das mit P conjugierte Viereck P dadurch in zwei 
Dreiecke degenerieren, dass man zwei Gegenseiten von P’ bis zur Be- 
rührung einander annähert. Dieser Übergang ist in Figur 148 that- 
sächlich vollzogen. Das bisher mit P conjugierte Viereck ist nun in 
die beiden der Figur durch P’ und P” bezeichneten Dreiecke der 
Winkel null zerfallen, welche im Verein mit P den Discontinuitäts- 
bereich von I’ liefern. 

Bei diesem Übergange ist die eine der beiden Classen hyperboli- 
scher Punkte mit zweigliedrisen Perioden zu einer Classe parabolischer 
Punkte geworden, so dass wir jetzt insgesamt fünf Classen derartiger 
Punkte haben. Die in Figur 145 als Spitzen der Grenzeurve deutlich 
hervortretenden hyperbolischen Punkte, welche zu der in Rede stehen- 
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den Classe gehören, kommen zu Paaren zu Coineidenz in den nenen 
parabolischen Punkten; und vor allem zerfällt bei diesem Übergang das 
eme der beiden bisherigen Vierecknetze in unendlich viele je von einem 
Grenzkreise umrandete Dreiecknetze, welche innerhalb der Gesamtgruppe 
zwei Classen bilden. Die Grenzkreise sind in der Figur 148 stärker 
markiert, und man bemerke, dass sich jeweils im Innern eines Grenz- 
kreises ein schon von der Modulgruppe her bekanntes Dreiecknetz findet. 





] Der einzelne dieser Grenzkreise trägt drei Classen parabolischer 
Punkte, wobei die Punkte der einzelnen Classe den Kreis bereits überall 
licht bedecken. Fine unter diesen Classen ist dadurch ausgezeichnet, dass 

m ihren sämtlichen Punkten der fragliche Kreis von lauter Grenzkreisen 
der anderen Classe berührt wird. Überschreiten wir jedoch den Grenz- 

kreis in einem parabolischen Punkte der beiden anderen Classen, so 

gelangen wir in das zu P gehörende Viereeknetz hinein. Man wird 
dies alles in Figur 148 bestätigt finden. 

Das Vierecknetz, welches sieh bei der in Figur 148 gewählten 

Anordnung durch das Unendliche hindurehzieht, drängt sieh an jeden 

parabolischen Berührungspunkt zweier Grenzkreise mit Spitzen heran. 
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Denken wir für einen Augenblick diese parabolischen Punkte dem Netze ~ 
zugehörig, so würde dasselbe unendlich hohen Zusammenhang gewinnen. 
Übrigens bemerken wir noch, dass die Punkte der sämtlichen Grenz- 
kreise noch kein perfectes Punktsystem bilden: erst der Zusatz der 
lläufungsstellen aller Grenzkreise liefert das vollständige Grenzgebilde des 
Viereelnetzes. So liegen z. B. die sämtlichen loxodromischen Punkte, 
sowie die hyperbolischen Punkte zahlreicher Classen nieht auf Grenz- 
kreisen; hierher gehören, wie man leicht erkennt, z. B. schon die 
noch übrig gebliebenen hyperbolischen Punkte mit zweigliedrigen 


Perioden*). — 





Fig. 149. Fig. 150. 


Ehe wir zu weiteren Vierecken vom zweiten Typus übergehen, 
sei es gestattet, hier aufs neue auf einen interessanten Grenzfall der 
Figur 148 hinzuweisen. In der That lassen wir nun auch noch das 
bisher intact gebliebene Viereck P in zwei Dreiecke der Winkel null | 
zerfallen, so dass nunmehr die in Figur 149 angedeuteten vier mit 
ihren Spitzen zusammenhängenden Dreiecke P, P’,.. den Discon- l 
tinuitätsbereich bilden. Im projectiven Raume hat diese Gruppe als > 


*) Es ist sehr interessant, die Grenzpnnkte des in Figur 148 vorliegenden 
Netzes nach der pg. 420 besprochenen Methode auf die Punkte einer Geraden zu 
beziehen. Es liegt dabei eine stetige Beziehung vor, und zwar entspricht einem 
Punkte der Geraden stets ein Grenzpunkt, und auch umgekehrt ist die Beziehung 
eine eindeutige bis auf die parabolischen Punkte der fünften Classe; denn jedem” 
solchen Punkte entsprechen ersichtlich zwei Punkte der Geraden. Die Gerade 
erscheint stetig abgebildet auf einer Curve, welche überall dieht von Spitzen 
besetzt ist. Der einzelne Grenzkreis der Figur 148 liefert auf der Geraden ein 
System disereter Punkte obne Inhalt. Auf die Bedeutung dieser letzteren Aus- 
drueksweise kommen wir unten zurück. 
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Discontinuitätsbereich ein Tetraeder, dessen sechs Kanten Tangenten der 
absoluten Kugel sind”). Durch Ziehen je der drei Höhen in P, P,.. 
gestalten wir diese vier Dreiecke in der durch Figur 150 angegebenen 
Art aus. Vollziehen wir nun von hier aus den Spiegelungsprocess, so 
entspringt bei geeigneter Lagerung in der -Ebene die merkwürdige 
regulär-symmetrische Einteilung der Figur 151 (folg. Seite), in der die 
gewöhnliche Modulteilung unendlich oft in immer anderer Lage wieder- 
kehrt. Nun ist auch das in Figur 148 noch bestehen gebliebene Viereck- 
netz in unendlich viele Dreiecknetze zerfallen, und wir haben ins- 
gesamt vier Classen solcher Netze. Es liegt hier eine unter IV, c, 2, « 
der Tabelle pg. 165 zu rubricierende Gruppe mit unendlich vielen Grenz- 
kreisen vor. Natürlich werden auch hier die Punkte der gesamten Grenz- 
kreise noch keine perfecte Mannigfaltigkeit bilden. 

Die in Figur 148 hervorgetretenen Verhältnisse finden wir nun 
bei den Vierecken des zweiten Typus beständig wieder: stets haben wir 
neben einem Vierechnetze zwei Classen von je unendlich vielen Dreieck- 
netzen. Ein wesentlicher Unterschied gegen Figur 148 liegt nur 
dann vor, wenn keine Berührung der Dreiecknetze (in parabolischen 
Punkten) stattfindet. Je zwei Grenzkreise verlaufen nun durchaus 
isoliert von einander, obschon natürlich jeder Grenzkreis ausserhalb 
allenthalben dicht von anderen Grenzkreisen umlagert ıst**). Das 
Vierecknetz hat nun thatsächlich unendlich hohen Zusammenhang, und 
zwar in der Weise, dass eine secundäre Relation für die Erzeugenden 
eintritt. Halten wir an den Bestimmungen von § 1, pg. 401 fest, so 
lautet diese Relation (V, V) = 1; denn wir haben damals den Winkel 


zwischen den Kreisen X,, X}, wenn anders sie sich schneiden, durch 
Dr ; N : 5 ? : 
7 bezeichnet, wobei /,, eine ganze Zahl > 2 bedeutet. Die beiden 
13 

innerhalb zweier Dreiecknetze gelegenen elliptischen Fixpunkte von 
V, V; würden im Sinne von pe. 176 (oben) als „ideale“ Ecken der 
Vierecksteilung zu bezeichnen sein. — 

Auch die beim dritten und fünften Typus eintretenden Verhältnisse 
sind von den eben gewonnenen Ergebnissen aus leicht verständlich. 
Die Sachlage ist, dass die Dreiecknetze der einen bez. beider Classen sich 
auf Punkte zusammengezogen haben, welche letztere alsdann Centren para- 


bolischer Rotationsuntergruppen sind und in diesem Sinne uls elliptisch- 


—— 





*) An diesen Ansatz knüpft Dyck seine Bemerkungen über die Gruppe des 
Textes; siche dessen Note „Über die durch Gruppen linearer Transformationen 
gegebenen regulären Gebietscinteilungen des Raumes“, Berichte der Kgl. Süchs. 
eich. der Wiss. von 1833 pe. 61 f. 

*#) Siche die bezüglichen allgemeinen Krörterungen pg. 135. 










432 II. Ausführliche Theorie der Polygongruppen. 


parabolische Grenzpunkte bezeichnet werden können. Übrigens brauchen 
wir kaum zu betonen, dass es sich beim Übergang zu den neuen 


F A 

e a 
JAHR 
gJ HA 


Typen keineswegs um einen Continuitätsprocess handelt; die In 
varianten G; sind ja (bis auf 6,,) als Cosinus gewisser aliquoterif 
Teile von x nicht continuierlich variabel. 
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Zur näheren Erläuterung diene ein dem fünften Typus angehören- 


. A 1. IE TE 7r 7 
des Viereck der Winkel a gy mY, 


welches zu der in Figur 152 
= dargestellten regulären Einteilung führt. Man kann diese Gruppe nach 

den allgemeinen Betrachtungen von pg. 190 ff. als durch Composition 

zweier parabolischen Rotationsgruppen des Schemas (2, 3, 6) entstanden 
i denken. Hier, wie stets beim fünften Typus, ist das Viereck P allein 
Discontinuitätsbereich der Gruppe, und dem entsprechend erscheint die 
ganze -Ebene bis auf die Grenzpunkte von einem einzigen Vierecknetze 


bedeckt. 















Die Entstehung des Netzes der Figur 152 hat man sich auf Grund 

des eben angedeuteten Compositionsverfahrens in folgender Art vorzu- 
"stellen. Greift man ein Viereck der Figur 152 als P auf, so ist der 
eine Schnittpunkt von X, und X, bei &= œ gelegen und liefert einen 
ersten elliptisch-parabolischen Grenzpunkt. Man übe die zugehörige 
parabolische Rotationsgruppe auf P aus und gewinnt das in Figur 152 
wirklich ausgeführte Netz, das man natürlich über den äusseren Rand 


ler Figur fortgesetzt zu denken hat. Hier erkennt man die in Figur TO 


. 5 ? f ; ; T mm A i 
pg. 232 dargestellte Einteilung in Dreiecke der Winkel —, „, g wieder, 
iur dass unendlich viele sich gegen &= cv häufende reguläre Kreis- 
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. . e E m . . 
bogensechsecke mit lauter Winkeln -,- offen gelassen sind. Der zweite 


Schnittpunkt von K, und A, ist der Mittelpunkt eines unter diesen 
offenen Sechsecken und stellt gleichfalls einen elliptisch-parabolischen 
Grenzpunkt vor. Üben wir die ihm zugehörige parabolische Rotations- 
untergruppe auf P aus, so erscheint nunmehr das Innere des ebeu 
gemeinten Sechsecks von einem Vierecknetz bedeckt, welches aber 
wiederum unendlich viele gegen das Rotationscentrum sich häufende 
Sechsecke offen lässt. In dem hiermit eingeleiteten Reproductions- 
process der Vierecke wird man sofort ein Beispiel der pg. 192 u. f. all- 
gemein gegebenen Betrachtung erkennen. Bei jedem neuen Schritte wächst 
die Anzahl der offenen Sechsecke um unendlich; die Inhalte der Sechs- 
ecke sinken dabei schliesslich unter jede augebbare Zahl herab. Irgend 
zwei vorgelegte Grenzpunkte, die als verschieden endliche Entfernung 
von einander haben, entfallen demnach bei hinreichend fortgesetzteni 
Process in verschiedene offene Sechsecke und lassen sich also von 
einander trennen durch einen Kreisring endlicher Breite, dem überall 
kein Grenzpunkt angehört. Wir können dies Ergebnis dahin aus- 
drücken, dass beim fünften Typus die Grenzpunkte ein System dwrchaus 
ddiseret liegender Punkte darstellen. Dies steht nicht im Widerspruch mit 
der Thatsache, dass jeder Grenzpunkt eine Häufungsstelle unendlich 
vieler weiteren Grenzpunkte darstellt*). Übrigens kehrt die gleiche ` 
Structur des Grenzgebildes stets wieder, falls die ganze -Kugel nur 

ein einziges Polygonnetz trägt. — 

Wiederum anders gestalten sich die Verhältnisse, falls eine der 
beiden componierenden Dreiecksgruppen eine elliptische Rotationsgruppe 
ist, wie dies beim vierten, sechsten und siebenten Typus der Fall ist. 
Wir senden voraus (was man sofort überblicken wird), dass beim | 
vierten Typus neben dem Vierecknetze eine Classe unendlich vieler 
Dreiecknetze auftritt, während beim sechsten und siebenten Typus die 
-Ebene nur das Vierecknetz allein trägt; übrigens haben wir beim 
sechsten Typus eine Classe elliptisch-parabolischer Grenzpunkte, während 
beim siebenten Typus allein die hyperbolischen uud loxodromischen 
Grenzpunkte übrig geblieben sind. 

Der interessanteste Fall ist hier der eines die ganze &-Kugel 
bedeckenden Vierecksnetzes ome elliptisch-parabolische Grenzpunkte, 
d. h. der Fall des siebenten Typus. Zur Erläuterung diene ein Viereck” 













T m m . 
- aufweist; aus 


s - ° . MT 
dieses Typus, welches wieder die Winkel = O- 


*) Siehe die pg. 64 gegebene Erörterung über die Begriffe „eontinuierlich‘“ 
und „disceontinuierlich“, 


m 
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ihm entspringt die in Figur 153 dargebotene regulär-symmetrische 
Ebenenteilung. Man kann diese Gruppe durch Composition zweier 
Tetraedergruppen hergestellt denken und dementsprechend die Ent- 
stehung der Figur 153 auffassen; wir gelangen hier zu ähnlichen, aber 
weit einfacheren Vorstellungen, wie oben im Anschluss au Figur 152. 
Das Sachverhältnis ist einfach das folgende: 








Fig. 153. 


Uben wir anf das Ausgangsviereck P zunächst nur die Substitu- 
. . rn . . T. 
tionen der einen Tetraedergruppe aus, so entspringt eiu Netz von 
“4 Vierecken mit vier offen bleibenden Lücken, welche Kreisbogen- 


; ; ; dr 5 A 
dreiecke mit lauter Winkeln 4 vorstellen. Bei Ausübung der anderen 
Tetraedergruppe auf P wird das eine der offenen Dreiecke von weiteren 
F s e .. 

18 Vierecken durchsetzt, welche nunmehr noch drei Lücken lassen. 


5” 
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Füllen wir die sämtlichen zunächst aufgetretenen vier offenen Dreiecke 
nach dieser Vorschrift mit je 18 Vierecken aus, so bleiben nun ins- 
gesamt 12 Dreiecke offen. Die weitere Fortsetzung des Processes ist 
ohne weiteres ersichtlich; auch erscheint es kaum noch nötig, auf 
die charakteristischen Unterschiede dieses Vierecknetzes gegen das in 
Figur 152 besonders hinzuweisen. — 


S 8. Weitere Beispiele von Nichtrotationsgruppen erster und 
zweiter Art. 


Von einer systematischen Verallgemeinerung der vorstehenden die 
Kreisbogenvierecke .betreffenden Untersuchung wird hier von vornherein 
abgesehen. Es genüge, wenn wir aus dem äusserst mannigfaltigen 
sich hier darbietenden Stoffe einige wenige leicht zugängliche Beispiele 
aufgreifen, und zwar zumal solche, welche entweder historisch inter- 
essant sind oder bei späteren Untersuchungen besondere Bedeutung 
gewinnen. 

Erstlich legen wir einen Discontinuitätsbereich zweiter Art P vor, 
welcher von n getrennt verlaufenden Vollkreisen begrenzt ist und sonach 
einen n-fach zusammenhängenden Bereich vorstellt. Die n Kreise 
mögen Kı, Ko, - - ., Kn heissen: die zu ihnen als Symmetriekreisen 
gehörenden n Spiegelungen V,, Vo, . . ., Va seien die Erzeugenden 
der zugehörigen Gruppe T. 

Die Herstellung des zugehörigen Bereichnetzes nach dem Princip 
der Symmetrie ist hier eine besonders durchsichtige. Wir entwerfen, 
wie in Figur 154 für n = 4 ausgeführt ist, an den n offenen Kreisen 
je ein Spiegelbild von P. Wir haben dann (n + 1) zusammenhängende 
Discontinuitätsbereiche, und es bleiben noch n(n — 1) Kreise offen. An 
letzteren spiegeln wir aufs neue und setzen den Process fernerhin un- 
begrenzt in gleicher Weise fort. 


s 
í 
L 


Wie man sieht, gehört zur Gruppe ein einziges die ganze &- Kugel 
(bis auf die Grenzpunkte) bedeckendes Dereichnetz,; des näheren gehört 
unsere Gruppe in die Abteilung IV, a, 2 der Tabelle pg. 165. Das zu- 
gehörige Grenzgebilde besteht aus einem System disereter Punkte von 
einer Struetur, wie wir sie bereits eben bei den Vierecken des fünften 
und siebenten Typus kennen lernten. Übrigens hindert nichts, z. B. 
die zu 154 gehörende Gruppe mit n = 4 wieder isomorph auf die 
bereits pg. 420 zu analogem Zwecke verwendete Untergruppe der 
Modulgruppe zu beziehen, welche ein Kreisbogenviereck mit lauter 
Winkeln null und den Ecken &= 0, 1,2, œ zum Discontinuitätsbereich 
hat. Verfolgen wir die Zuordnung der beiden in Rede stehenden Gruppen 
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gerade wie pg. 420 wieder für die Grenzpunkte, so entspringt offenbar 
eine eindeutige Beziehung des zu Figur 154 gehörenden Systems der 
Grenzpunkte auf eine Gerade. Auch die Umkehrung der Beziehung 
ist eindeutig, abgesehen von den parabolischen und also rationalen 
Punkten der Geraden; jedem solehen Punkte entsprechen immer zwei 
hyperbolische Punkte in der Ebene der Figur 154*). 





Fig. 154, 


Es ist besonders leieht, die Gesamtmannigfaltigkeit der fraglichen 
Gruppen bei gegebenem n festzustellen, wobei natürlich in einander 


*) Haben im speciellen die Kreise A, einen gemeinsamen Orthogonalkreis, 
so liegen sämtliche Grenzpunkte auf letzterem und bilden auf demselben ein Punkt- 
system „ohne Inhalt“. In der That liegen ja die Grenzpunkte auf dem Haupt- 
kreise in den beim Spiegelungsprocess immer noch offen bleibenden Lücken, und 
die Summe dieser offenen Strecken hat, wie wir hier ohne Beweis angeben, bei 
unbegrenzter Fortsetzung des Spiegelungsprocesses die Grenze null. Es entspringt 
biermit das merkwürdige Ergebnis, dass die gesamten Punkte einer Geraden 
wechselweise eindeutig, resp. die rationalen Punkte 1—2-deutig, bezogen er- 
scheinen auf die Punkte eines Systems ohne Inhalt, welches auf dem Hauptkreise 
liegt. Dabei ist überdies noch die Reihenfolge der Punkte auf dem Kreise die- 
selbe, wie die der entsprechenden Pnnkte auf der Geraden. 
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transformierbare Gruppen als nicht verschieden gelten. Wir lagen P 
in der &-Ebene etwa so, dass X, und A, concentrisch mit dem Mittel- 
punkt ¢ = 0 werden, und dass K, den Radius 1 bekommt. Der Radius 
von K, ist dann eine erste wesentliche Constante. Wir drehen nun, 
falls n>2 ist, um &=0 so, dass der Mittelpunkt von K, etwa auf 
die positive reelle &-Axe falle. X, ist dann durch zwei weitere Con- 
stante bestimmt, alle übrigen Kreise durch je drei; diese Constanten 
sind durchweg. reell. Es ergiebt sich so: Für n = 2 haben wir ein 
einfach, für n > 2 ein (3n — 6)-fach unendliches Continuum von Gruppen 
der fraglichen Art. 

Das soeben besprochene Bereichnetz ist nun in der geschichtlichen 
Entwicklung der automorphen Functionen besonders wichtig gewesen. 
In dieser Hinsicht sind vor allem die Notizen aus Riemann’s Nach- 
lass zu nennen, welche in den gesammelten Werken (pg. 413 der ersten 
1876 erschienenen Aufl.) unter dem Titel „Gleichgewicht der Elektrieität 
auf Cylindern mit kreisförmigem Querschnitt und parallelen Axen*) auf- 
genommen sind. Hier wird nicht nur in klar entwickelter Weise das 
Princip der Symmetrie zur Herstellung des ganzen Netzes vom Aus- 
gangsbereich aus in Anwendung gebracht, sondern vor allen Dingen sind 
auch die daran anknüpfenden functionentheoretischen Entwicklungen 
von grundlegender Bedeutung; wir kommen darauf später zurück. 
Demselben Gegenstande ist die ebenfalls 1876 erschienene Breslauer 
Dissertation Schottky’s gewidmet, welche in späterer Umarbeitung 
unter dem Titel „Über conforme Abbildung mehrfach zusammenhängender 
ebener Flächen“ in Crelle’s Journal Bd. 83 (1877) abgedruckt wurde**). 
Auf weitere bezügliche Arbeiten von Schottky und Weber brauchen 
wir hier noch nicht einzugehen. Wir kommen auf dieselben bei unseren ` 
functionentheoretischen Untersuchungen zurück; auch findet sich daselbst 
der geeignete Ort für eine tiefer gehende Untersuchung der Figur 154. — 

Als Grenzfälle der eben betrachteten Gruppen können wir die- 
jenigen ansehen, bei denen die Kreise Ä,, ..., Kn in irgend welcher | 
Anordnung einander bis zur Berührung nahe gekommen sind. Der 
elementarste Fall ist hier der, dass die Kreise K,, ..., An eine einfach | 
geschlossene Kette bilden, in welcher der einzelne Kreis stets nur mit 
dem nächst voraufgehenden und dem nächst folgenden in Contact ist. 
Nun zerfällt der bisherige n-fach zusammenhängende Bereich P in 


*) Diese bereits pg. 104 erwähnte Abhandlung ist übrigens nach Formeln 
und Andeutungen, die sich in Riemann’s Nachlass vorfanden, vom Herausgeber 
seiner Werke (H. Weber) ausgearbeitet worden. 

**) Vergl. hierzu die Angaben Sehottky's in den Mathem. Ann. Bd. 20 pg. 293 
(1882); siehe übrigens die Fussnote pg. 104. 
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zwei einfach zusammenhängende Kreisbogen-n-ecke P, P’, welche den 
Discontinuitätsbereich der Gruppe liefern. Für n = 4 gewinnen wir 
die Vierecke vom ersten Typus und den Winkeln null wieder. Auch 
im allgemeinen Falle n haben wir zwei Polygonnetze N, N’ und eine 
Grenzcurve G, welche entweder ein Kreis oder eine nicht-analytische 
Curve ist. Die Gestalten der Grenzeurven @ im letzteren Falle sind 
höchst mannigfaltig. Wir können sogar eine beliebige geschlossene 
Curve ohne mehrfache Punkte hinzeichnen und dieselbe dann mit 
einer Kette von Kreisscheiben in der Weise überdecken, dass ein Poly- 
gonpaar P, P’ unserer Art entspringt. Die ihm zugehörige Grenzcurve 





Fig. 155. 


@ wird dann näherungsweise dem Verlauf der vorgezeichneten Curve 
folgen. Man wird sich dies an Figur 155 leicht deutlich machen. 
Auch wenn die n Kreise mehrfach geschlossene Ketten bilden, lassen 
sich die entspringenden Polygonnetze noch leicht übersehen. Die 
Schwierigkeit ist nur, dass bei wachsendem » alsbald die Anzahl der 
verschiedenartigen Möglichkeiten eine sehr grosse wird. An Stelle 
allgemeiner Betrachtungen bringen wir noch ein Beispiel: In Figur 156 
ist n = 5 gewählt, nnd die fünf Kreise A berühren einander in der 
Art, dass der Gruppendiseontinuitätsbereich aus einen Fünfeck P, einem 
Viereck P’ und einem Dreieck P” besteht. Die reguläre Tinteilung der 
E- Kugel weist hier neben dem einen Fünfechknetz cine Classe unendlich 
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vieler Vierceknetze mit nicht-analytischen Grenzeurven und eine Classe von 
Dreieelnetzen mit Grenzkreisen auf. Die Gruppe gehört in die Ab- 
teilung IV, c, 1, « pag. 165. — 

Man kann die zuletzt betrachteten Polygonnetze auch vom Princip 
der Composition der Gruppen aus leicht verständlich machen; und zwar 
liegt dabei immer der einfache Fall vor, dass sich die Ränder der 








Fig. 156. 


beiden componierenden Polygone nicht treffen oder doch nicht schneiden. 
So handelt es sich in Figur 154 um Composition von n Spiegelungen, 
deren Symmetriekreise getrennt von einander verlaufen. 

Wie schon pg. 190 ff. ausgeführt wurde, liefert das Princip der 
Composition überhaupt ein sehr fruchtbares Mittel, compliciertere 
Gruppen ans einfacheren herzustellen. So ist in Figur 157 ein Kreis- 
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bogendreieck mit einem einzelnen Symmetriekreise componiert; hier 
handelt es sich also um Composition einer Dreiecksgruppe mit einer 
Spiegelung oder also mit einer endlichen Gruppe der Ordnung zwei. 
Entsprechend führt Figur 158 auf die Composition einer Vierecks- 
gruppe mit einer Dreiecksgruppe. Beide Male liegt der einfache Fall 
vor, dass der Rand jedes der beiden componierenden Polygone gänzlich 
innerhalb des anderen Polygons gelegen ist. Für diesen Fall ist die 
Entstehung des Polygonnetzes der componierten Gruppe bereits oben 
(pg. 192) mit Ausführlichkeit betrachtet. So werden wir im Falle 
der Figur 157 das Dreiecknetz erstlich fertig bilden und sodann aus 
jedem Dreieck einen Kreis herausnehmen. An jedem Kreise spiegeln 
wir sodann das ganze Dreiecknetz; dabei tritt im Innern jedes Kreises 

© ein neues Dreiecknetz auf, nur dass wieder aus jedem Dreieck ein Kreis 
herausgenommen ist u. s. w. — 













Fig. 197. Fig. 158. 


Wir verfolgen endlich auch noch den Process der Composition 
bei Gruppen erster Art, um zwei wichtige Gruppen kennen zu lernen. 


Erstlich nämlich wollen wir die Composition von n eyelischen loxo- 
dromischen Gruppen*) vollziehen, wobei wieder betrefis der Lage der 
n componierenden Bereiche die bisherigen einfachen Voraussetzungen 
gelten sollen. Die Ausgangsbereiche P der hier gemeinten Gruppen sind 
jeweils von 2n isoliert verlaufenden Vollkreisen begrenzt, die paarweise auf 
emander durch die n loxodromischen Erzeugenden Vi, Va, :... Va be- 
zogen sind. In Figur 159 haben wir einen zum Falle n — > gehörenden 
Ausgangsbereich. Die Erzeugung des zur Gruppe gehörenden Bereich- 
netzes vollzieht sich hier sehr übersichtlich; bei Ausübung der einzelnen 
Substitution V, lagert sich innerhalb des einen zugehörigen Kreises 


m 


*) Etwaige byperbolische Gruppen denken wir hierbei als Specialfülle den 
loxodromischen Gruppen subsumiert. 
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jedesmal ein neuer, mit dem gegebenen Bereiche äquivalenter Bereich 
an u. S. W. 

Die besondere Einfachheit der vorliegenden Gruppen besteht darin, 
dass wir die Gesamtmannigfaltigkeit derselben wieder leicht überblicken 
können. Dass wir hier mit einem Continuum zu thun haben, ist ohne 
weiteres ersichtlich. Um die Mannigfaltigkeit des letzteren zu bestimmen, 
bemerken wir, dass die einzelne loxodromische Erzeugende drei wesent- 
liche complexe Constante enthält. Alle » Erzeugenden liefern somit 
3n complexe Constante. Doch müssen wir noch drei Einheiten in 
Abzug bringen, da wir ja in einander transformierbare Gruppen nicht 
als verschieden ansehen werden und eine beliebige Transformation, die 








Fig. 159. 


loch selbst durch eine lineare Substitution gegeben ist, drei Constante 
enthält. Eine Ergänzung erfordert diese Überlegung nur für n = 1, 
insofern hier die Gruppe eine continuierliche Schar von Transforma- 
tionen in sich zulässt. Bei dem elementaren Charakter der vorliegen- 
den Verhältnisse wird es erlaubt sein, sogleich das folgende Resultat 
anzugeben: Die in Rede stehenden Gruppen bilden für n = 1 ein einfach, 
für n> 1 ein (3n — 3)-fach unendliches Continuum; doch gilt bei dieser 
Angabe im Gegensatz zu den sonst von uns gemachten Abzählungen als 
einfach unendlich der Wertbereich einer „complexen“ Variabelen. Die 
(3n — 3) Constanten wird man zweckmässig als Invarianten der Lrzeu- 
genden fixieren. Diese Invarianten sind dann, wenn es gilt, das ganze 
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Continuum der Gruppen zu beschreiben, als complexe Grössen beliebig 
variabel; doch gelten gewisse Ungleichungen, auf welche wir hier 
indessen nicht eingehen. s 

Die im Anschluss an Figur 154 pg. 437 betrachteten Gruppen 
zweiter Art enthalten Untergruppen erster Art, welche hierher gehören. 
Das Besondere ist, dass wir bei diesen Untergruppen mit symmetrischen 
Bereichen P und lauter Ayperbolischen Erzeugenden zu thun haben. 

Auch die Gruppen der eben besprochenen Gattung haben in der 
geschichtlichen Entwicklung der Theorie der automorphen Funetionen 
eine wichtige Rolle gespielt. Man vergleiche in dieser Hinsicht vor 
allem die Note Klein’s „Über eindeutige Functionen mit linearen Trans- 
formationen in sich‘ *), sowie Schottky’s Abhandlung „Über eine Func- 
tion, welche bei einer bestimmten linearen Transformation ihres Argumentes 
unverändert bleibt“ **). Auf die functionentheoretische Bedeutung unserer 
Gruppen können wir hier natürlich nicht eingehen. — 

Letzten Endes wollen wir den Ansatz der Gruppencomposition auf 
eine beliebige Anzahl irgendwie gewählter Hauptkreisgruppen anwenden. 
Die Anzahl der componierenden Gruppen heisse v, die Charaktere 
derselben seien (p4, 14), (Pa, ne); +, (Pr, n). Nur aus Rücksichten 
der Einfachheit nehmen wir an, dass die n ersten Erzeugenden V,, 
Va, :.., Fna der einzelnen Gruppe ausnahmslos nicht-Ayperbolisch seien. 
Die einzelne Gruppe gehört dann einem (2n + 6p — 6)-fach unend- 
lichen Continuum an, welches eine Gruppenfamilie darstellt; die Winkel 
in den n Polygonecken e,, e, .. ., €n sind dabei als gegeben zu be- 
trachten (cf. pg. 389). Die v kanonischen Discontinuitätsbereiche der 
componierenden Gruppen stellen auf der -Kugel einfach zusammen- 
hängende Kreisbogenpolygone dar. 

Zum Zwecke der Composition werden wir wieder von der ein- 
fachen Annahme ausgehen, dass der Rand jedes einzelnen der v Poly- 
gone innerhalb jedes der (v — 1) übrigen Polygone gelegen ist; und 
zwar sollen sich dabei an keiner Stelle irgend zwei unter den v Rän- 
dern unendlich nahe kommen. Das Polygon der componierten Gruppe 
stellt dann als gemeinsamer Bestandteil der v Polygone der einzelnen 
Gruppen zunächst einen v-fach zusammenhängenden Bereich dar. Die 
Herstellung des zur componierten Gruppe gehörenden Netzes geschieht 








*) Mathbenat. Annalen Bd. 19 pg. 565 (1882); siehe auch die pg. 104 u.f. 
gegebenen Nachweise. Speciell in dem pg. 105 genannten Briefe Klein's an 
Poincaré hat ersterer auf die zn Fig. 155 gehörenden Gruppen aufmerksam ge- 
macht, während im Anschluss daran letzterer die Gruppen der Figur 159 zur 
Sprache brachte. 

**) Örelle's Journal Bd. 101 pg. 227 (18837) 
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durchaus nach den allgemeinen Regeln von pg. 192; wir merken an, 
dass wir zu Netzen von unendlich hohem Zusammenhang geführt werden, 
und dass das einzelne Netz unendlich viele Grenzkreise darbietel. Gruppen 
solcher Art gehören in die Abteilung IV, c, 2, ß pg. 165. 


Die Zahlen n und p für das Polygon P der componierten Gruppe 
sind gegeben durch: 


(1) n => Ni, p D 


Die erste dieser beiden Formeln ist unmittelbar evident; denn die 
gesamten elliptischen oder parabolischen Ecken von P werden von 
den Ecken der componierenden Polygone Pi, Ps, -- -, P, geliefert. 
Andererseits wolle man auf der zu P eher geschlossenen Fläche 
die v zunächst vorliegenden kanonischen Querschnittsysteme dadurch 
stetig in ein einziges umwandeln, dass man die Ausgangspunkte der 
Schnitte c und d unter stetiger Deformation der letzteren in eine Stelle 
vereint. Die correspondierende Verwandlung des Bereiches P führt 
diesen in einen einfach zusammenhängenden über. Damit ist auch die 
zweite Formel (1) bewiesen. 


Der Vorzug der eben besprochenen Gruppenbildung besteht nun 
wieder darin, dass wir im Einzelfalle, d. h. bei gegebenen v Signaturen: 


(2) (pin; 2,10, aN 


die Gesamtmannigfaltigkeit aller durch den bezeichneten Compositions- 
process zu gewinnenden Gruppen leicht überblicken können: Die ein- 
zelne der componierenden Gruppen hat (2n; + 6p: — 6) reelle Moduln, 
welche innerhalb gewisser Grenzen willkürlich sind. Eines unter den 
v Polygonen, etwa P,, lagern wir partieulär. Jedes der (v — 1) übrigen 
Polygone ist alsdann noch so lange beliebig verschiebbar, als keine 
Collision der Ränder eintritt. Eine beliebige &-Substitution aber hat 
sechs reelle Parameter. Indem wir als unmittelbar evident ansehen, 
dass die gesamten bei gegebenen Signaturen (2) durch Composition ent- 
springenden Gruppen ein Conlinuum bilden, gewinnen wir als Dimen- 
sionenanzahl: dieses Continuum: 

i 
(3 Dem + 6p: — 6) + 60 — 1) = 2n FOP 

ı=l 
Diese Anzahl drückt sich im Charakter (p, n) somit wieder in der- 
selben Art aus, wie bei einer einzelnen Hauptkreisgruppe, deren n erste 
Erzeugende Fi, V5,..., Vn durchgängig nicht-hyperboliseh sind. Übrigens 
machen wir noch darauf aufmerksam, dass bei der zuletzt vollzogenen 
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Abzählung als eindimensional wieder der Wertbereich einer reellen Va- 
riabelen bezeichnet ist. — 

Die eben behandelte allgemeine Coimmposition der hyperbolischen 
Rotationsgruppen ist zuerst von Klein im Verlauf der Abhandlung 
„Neue Beiträge zur Itiemann’schen Functionentheorie‘ *) dargelegt. Der 
Standpunkt ist daselbst noch etwas allgemeiner, insofern zur Com- 
position auch noch beliebige cyclische nicht-loxodromische Gruppen, 
sowie elliptische und parabolische lRotationsgruppen herangezogen 
werden; doch gehen wir hierauf nicht ein. 


Indem wir hiermit die Theorie der Niehtrotationsgruppen zum 
Abschluss bringen, müssen wir diese Theorie ersichtlich ın einer 
noch sehr unentwickelten Gestalt zurücklassen. Wollte man hier die- 
selbe Durchbildung anstreben, wie sie in den beiden voraufgehenden 
Kapiteln die Theorie der Rotationsgruppen gefunden hat, so würden 
noch ganz andere Hilfsmittel heranzuholen sein. Wir müssten dann 
eine systematische Theorie der Normalpolyeder im projeetiven Raume 
durchführen, eine Lehre von den mehrfach zusammenhängenden Räumen 
ausbilden, welche bei Zusammenbiegung der auf einander bezogenen 
Polyederflächen entspringen und dergl. mehr. Bei dieser Sachlage 
kommen die vorstehenden Entwicklungen über Nichtrotationsgruppen 
mehr nur darauf hinaus, dass wir einzelne, besonders zugängliche Bei- 
spiele zur Illustrierung der allgemeinen Ansätze des ersten Abschnitts 
beibrachten. Auch die Betrachtung dieser Beispiele hätten wir vielfach 
noch sehr viel weiter ausführen können; doch behalten wir uns der- 
artige Untersuchungen, welche zumeist funetionentheoretischen Zwecken 
dienen, bis später vor. 


+) Mathemat. Annalen Bd. 21 pg. 200 ff. (1882). 





Dritter Abschnitt. 


Über arithmetische Definitionsweisen eigentlich 
discontinuierlicher Gruppen aus 5-Substitutionen. 


Erstes Kapitel. 


Die Rotationsuntergruppen innerhalb der Picard’schen Gruppe 
und die zugehörigen binären quadratischen Formen. 


% 

Zur vollständigen Erkenntnis irgend einer unserer Gruppen T’ 
gehört es, dass man die einzelnen Substitutionen derselben durch An- 
gabe ihrer Coefficienten direct zu charakterisieren vermag. Für die 
gewöhnliche Modulgruppe ist dies durch die Angabe geleistet, dass es 
sich bei derselben um alle ganzzahligen Substitutionen der Deter- 
minante 1 handelt. Aus dem Bildungsgesetz der Substitutionscoefli- 
cienten müsste man zugleich den Grund ersehen können, warum je 
zwei Substitutionen der Gruppe I’ bei Combination wieder eine Sub- 
stitution aus I’ ergeben. Die Gesetze, nach denen die Substitutionen 
von I’ gebildet sind, müssen eben solche sein, dass sie, für zwei Substibu- 
tionen V und V’ vorausgesetzt, von selbst stets auch für die Substitution 
V” = V. V’ gültig sind. Bei der Modulgruppe ist dies aus dem 
Multiplieatiousgesetz der Determinanten unmittelbar klar. 

Mit der Erforschung unserer Gruppen I’ in dem hiermit gekenn- 
zeichneten Sinne ist man zur Zeit noch stark im Rückstande Man 
kann ja freilich, falls eine einzelne Gruppe I’ durch ihre erzeugenden 
Substitutionen gegeben ist, durch Combination der letzteren beliebig 
viele weitere Substitutionen der Gruppe berechnen. Aber man kennt 
kein allgemeines Princip, um von hier aus auf inductivem Wege in 
den Besitz des allgemeinen Bildungsgesetzes der Substitutionen von I’ 
zu gelangen. 

Überdies würde es nach den Ergebnissen des vorigen Abschnitts 
wenigstens im Gebiete der Hauptkreisgruppen angezeigt sein, nicht 
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die einzelne Gruppe, sondern immer zugleich die sämmtlichen Gruppen 
der einzelnen Familie auf ihr analytisches Bildungsgesetz zu untersuchen. 
Es würde damit eine Gruppe I’ vorliegen, deren Substitutionscoef- 
fieienten «, ß, y, Ò rationale Functionen der zugehörigen Moduln sind. 
Es läge aber die Aufgabe vor, die Gesetze näher zu erforschen, nach 
welchen diese unendlich vielen Quadrupel rationaler Functionen im 
Einzelfalle gebildet sind. Indessen sind in dieser Richtung noch 
keinerlei nähere Untersuchungen angestellt. 

Die Entwicklungen, welche wir in der Folge zu bringen haben, 
beziehen sich denn auch überall nicht auf Gruppeneontinua, sondern 
stets nur auf einzelne Gruppen. Dem entspricht es, dass wir an 
Stelle analytischer vielmehr rein „arithmetische“ Bildungsgesetze für 
die Substitutionscoefficienten aufstellen werden. In der That ist es 
denn auch die „Arithmetik“, und zwar die Theorie gewisser ganzzahliger 
quadratischer Formen gewesen, welche den Impuls zur Entdeckung des 
arithmetischen bildumgsgesetzes wenigstens einiger Gruppen abgab. 

Freilich gehören diese Gruppen, wie sich zeigen wird, entweder 
zu den Hauptkreisgruppen, die auf dem Hauptkreise wneigentlich disconti- 
nwierlich sind, oder aber zu den eigentlichen Polyedergruppen. Haupt- 
kreisgruppen, die auch auf dem Hauptkreise eigentlich discontinuierlich 
sind, sowie Polygongruppen ohne Hauptkreis erwiesen sich einstweilen 
als unzugänglich. Aber auch innerhalb des so beschränkten Gebietes 
darf man, wie wir schon andeuteten, immer nur einzelne Beispiele 
arithmetisch erklärter Gruppen erwarten. 

Welches die für unsere Zwecke verwertbaren quadratischen Formen 
sind, wird bei den Entwicklungen der beiden folgenden Kapitel im 
einzelnen dargelegt werden. Wir beginnen mit denjenigen Formen, 
deren Theorie sich auf die oben (pg. 764.) betrachtete Picard’sche 
Gruppe gründen lässt; es sind dies die auch bereits oben (pg. 91 tt.) 
genannten Dirichlet’schen und Zermite'schen Formen. Dieselben haben 
freilich für unsere eigentlichen gruppentheoretisch-arithmetischeu Ent- 
wicklungen nicht eine gleich grosse Bedeutung, wie die im nächsten 
Kapitel zur Sprache kommenden ternären Formen. Indessen nimmt 
die Behandlung der Dirichlet'schen und Hermite’'schen Formen auf 
Grundlage der Picardschen Gruppe auch schon für sich selbst einiges 
Interesse in Anspruch. Wir gelangen hier zu lintwickliungen, welche 
Schritt für Schritt der m „M.“ I pg. 2451. entwickelten Theorie der 
sanzzahligen binären quadratischen Formen parallel laufen. Diesen 
letzteren Gegenstand betreffend müssen wir hier zunächst einiges re- 
eapitulieren und ergänzen. 
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$ 1. Die Gauss’schen Formen und die Modulgruppe. 


Die ganzzahligen binären quadratischen Formen schreiben wir 
(unter Festhaltung an der in „M.“ I benutzten Bezeichnungsweise): 
(1) ax? + 2bxy + ey’ 
und gebrauchen als Abkürzung für die einzelne solche Form das 
Symbol (a, b, c). Die Coefficienten a, b, c sind rationale ganze Zahlen, 
und D = b? — ac ist die Determinante der Form (a, b, ec). Es sei 
erlaubt, die Formen (1) kurz als „Gauss’sche Formen“ zu bezeichnen; 
denn wenn auch namentlich durch Lagrange über dieselben sehr 
wertvolle Grundsätze aufgedeckt wurden, so ist doch erst in der sectio 
quinta von Gauss’ „Disquisitiones arithmeticae“ eine vollständige Theorie 
der fraglichen Formen enthalten. 

Die Grundlagen dieser Theorie gestatten nun eine besonders kurze 
und durchsichtige Darstellung, wenn man sich der geometrischen Hilfs- 
mittel bedient, welche die Modulgruppe und die ihr zugehörige Ein- 
teilung der ‚&-Halbebene in Kreisbogendreiecke an die Hand giebt. 
Diese geometrische Behandlung der Gauss’schen Formen ist in „M.“ I 
pg. 243 ff. gegeben; und es finden sich einige, nicht unwichtige Er- 
sänzungen, die ambigen Formen sowie die sich selbst inversen in- 
definiten Formen betreffend, in „M.“ II pg. 161 f. 

Um an die Hauptgesichtspunkte dieses Gegenstandes kurz zu er- 
innern, so bekam vor allem die einzelne Form (1) eine geometrische 
Deutung. l 
Bei den definiten Formen, d. i. bei denjenigen mit D <0, darf 
man sich auf die sogen. „positiven“ Formen beschränken, bei denen 
a und c positive Zahlen sind. Eine positive Form wird aber durch 
denjenigen der positiven &-Halbebene augehörenden Punkt & geometrisch 
gedeutet, welchen man durch Auflösung der quadratischen Gleichung: 


(2) ad 2b +c—0 


gewinnt. Man zeigt sofort, dass durch Angabe des repräsentierenden 
Punktes und des Zahlwertes D die positive Form (a, b, c) eindeutig 
bestimmt ist. 

Bei einer indefiniten Form, d.i. bei einer solchen mit D > O, 
lässt man noch die Beschränkung eintreten, dass D von einem Qua- 
drate verschieden ist. Zur geometrischen Deutung der indefiniten Form 
markiert man auf der reellen -Axe die beiden Punkte, welche den 
nun reell und verschieden ausfallenden Wurzeln der Gleichung (2) 
entsprechen. Man repräsentiert die Form alsdann durch denjenigen 
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zur reellen -Axe orthogonalen Halbkreis der positiven Halbebene, 
welcher die beiden eben markierten Stellen zu Fusspunkten hat. Da 
Kreis war dabei noch mit einer gewissen Pfeilrichtung zu versehen, 
damit die beiden einander inversen Formen (a, b, c) und (a: a, — b, — D 
von einander getrennt werden konnten. Der so ausgestaltete Kreis 
liefert im Verein mit dem Zahlwerte D die Form eindeutig. 

Es war nun die Theorie der Aquivalenz und der Reduction der 
Gauss’schen Formen, welche auf Grund der Dreiecksteilung der &-Halb- 
ebene vermöge der geometrischen Deutung der Formen eine übersicht- 
liche Gealt. annahm. Für äquivalente Formen sind die beiden re- 
präsentierenden Punkte bez. Halbkreise bezüglich der Modulgruppe 
„erster“ Art äquivalent; eine Form heisst reduciert, falls ihr reprä- 
sentierender Punkt dem Ausgangsraum (d. i. dem in „M.“ I beständig 
bevorzugten Discoitinnitätsbereich) der genannten Gruppe angehört, 
resp. ihr repräsentierender Halbkreis diesen Bereich durchschneidet. 
Daraus ergaben sich als Reductionsbedingungen für die definiten 
positive Formen: 


(3) —u<2b <a, a<c 


mit dem Zusatz, dass für a=c des genaueren: 
(4) b>0 


gelten soll; für die reducierten indefiniten Formen tritt hierneben die 
Bedingung, dass: 


(5) ala +b+ <0 


entweder für eines oder für beide Zeichen gelten soll. Doch ist zu 
bemerken, dass diese letztere Ungleichung von der Gauss’schen Re- 
ductionsbedingung für indefinite Formen abweicht; wir kommen hier- 
auf gegen Ende des Kapitels zurück. 

Aus den Reductionsbedingungen folgte übrigens durch eine arith- 
metische Betrachtung die Endlichkeit der Reduciertenanzahl und damit 
die Endlichkeit der Classenanzahl bei gegebener Determinante D. 

Für die Ziele unserer gegenwärtigen Darstellung ist die Theorie 
der indefiniten Formen wichtiger als die der definiten. Auf dem 
reprüsentierenden Halbkreise einer indefiniten Form schneiden die 
Doppeldreiecke der Modulteilung eine unendlich-vielgliedrige Kette von 
Segmenten ab. Wir erhalten dann jedesmal eine mit der vorgelegten 
Form äquivalente reducierte Form, wenn wir irgend eines dieser Seg- 
mente in den Ausgangsraum verii und die entsprechende Trans- 
formation auf die Form ausüben. Wegen der Endlichkeit der Redu- 
O : erhielten wir aber auf diesem Wege nur endlich viele 


Frieke-Klein, Antomorphe Functlonen. 1. 2) 
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Segmente im Ausgangsraum (cf. „M.“ I pg. 257 ff.); und hieraus ergab 
sich die Thatsache, dass eine indefinite Gauss’sche Form stets durch 
unendlich viele Substitutionen in sich transformiert werden kann. Es 
bilden diese Substitutionen eine cyclische hyperbolische Gruppe, welche 
den repräsentierenden Halbkreis der Form zur Bahncurve hat. 

Diese Gruppe konnte in zwei particulären Fällen innerhalb der 
Modulgruppe erweitert werden, nämlich einmal auf eine hyperbolische 
Diedergruppe erster Art (cf. pg. 346), falls (a, b, c) mit ihrer inversen 
Form (— a, — b, — ec) äquivalent ist, zweitens auf eine cyclische 
Gruppe zweiter Art, falls (a, b, c) ambig ist (cf. „M.“ II pg. 161). 

Die Kette der Segmente des Ausgangsraumes, in welche wir den 
repräsentierenden Halbkreis einer indefiniten Form auseinanderlegten, 
lieferte die zugehörige „Periode der reducierten Formen“. Diese letzteren 
Formen erscheinen dabei in eine geschlossene Kette angeorduet; und 
in dieser Kette vollzog sich der Übergang von einer Form zu einer 
benachbarten, der sogenannte „Process der continwerlichen Reduction“, 


jeweils durch Ausübung einer der beiden Substitutionen © 3 oder 


( ie ar d. i. eine jener beiden Substitutionen, welche bei unseren 


Discontinuitätsbereich die Erzeugenden der Modulgruppe liefern. 

Hiermit sind die Hauptgesichtspunkte angegeben, nach welcher 
die geometrische Behandlung der Gauss’schen Formen in „M.“ I durch- 
geführt wurde. Auf die „projective Gestalt“ dieser Theorie, welche 
man erhält, wenn man die &-Halbebene durch das Ellipseninnere der 
hyperbolischen Ebene ersetzt, kommen wir unten nochmals zurück. 
Die hierbei sich ergebende Auffassung schliesst sich der überlieferten 
Theorie der Gauss’schen Formen in mancher Hinsicht noch unmittel- 
barer an. 


$S 2. Einführung der Dirichlet’schen und Hermite’schen 
quadratischen Formen. 


dieselbe Gestalt wie eine Gauss’sche Form: 
(1) ax? + 2bxzy+ ey; 


aber es sollen hier die Coefficienten «a, b, c ganze complexe Zahlen von 
der Gestalt (m + ni) mit rationalen ganzen Zahlen m, n sein, und 
entsprechend mögen x und y unbestimmte ganze complexe Zahlen 


| 
Eine nach Dirichlet benannte binäre quadratische Form bat 
| 
€ 


dieser Art sein. 
Es sind dies diejenigen Formen, deren Theorie Dirichlet iu 
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seiner grossen Abhandlung „Recherches sur les formes quadratiques à 
coöfficients et à indetermindes complexes“ *) entworfen hat. Dabei nahm 
er, wie schon oben (pg. 92) hervorgehoben wurde, die „Disquisitiones 
arıthmeticae“ zum Vorbild und baute die Theorie der Formen (1) rein 
arithmetisch auf. 

Die Coeffieienten a, b, c der Dirichletschen Form gehören dem 
Gebiete derjenigen ganzen complexen Zahlen au, welche von Gauss 
für die Zwecke der Theorie der biquadratischen Reste eingeführt sind **). 
Es bleiben in diesem Gebiete die Rechnungsregeln der gewöhnlichen 
oder rationalen Zahlentheorie ohne Einschränkung erhalten, worüber 
man den ersten Teil der eben genannten Abhandlung Dirichlet’s 
oder auch das elfte Supplement in „Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen 
über Zahlentheorie“ #**) vergleichen wolle. Nach der Sprechweise Dede- 
kind’s bilden alle ganzen complexen Zahlen (m + ni) im Verein mit 
allen Quotienten solcher Zahlen einen „Zahlkörper“ oder kurz „Körper“ 
zweiten Grades; wir wollen diese Zahlkörper weiterhin symbolisch 
durch Q&® oder Q bezeichnen. 

Als Abkürzung für die Dirichlet’sche Form (1) benutzen wir 
die Bezeichnung (a, b, c); die Determinante der Form (a, b, c) ist 
D = b — ac. 

Man transformiere nunmehr die Dirichlet'sche Form vermöge der 
Substitution: 


(2) a, yerr to, 
wo «, ß, y, Ò irgend vier ganze Zahlen aus Q mit eimer nicht-ver- 


schwindenden Determinante sind. Als Resultat entspringt wieder eine 
Dirichlet’sche Form (a’, b’, č), deren Coefficienten: 


ad = «a +2ayb + pe, 
(3) b — afpa + (aò + By)b + yòc, 
č = Pa 4+ 260b + òc 
sind, und deren Determinante D’ sich berechnet als: 
(4) D = («ad — By)D. 


Die so zu gewinnende transformierte Form (a, b’, č) heisst „unter 
der Form (a, b, c) enthalten“. 
Soll von den beiden Formen (a, b, c) und (a, b c) jede unter 


*) Crelle's Journal Bd. 24 pg. 291 (1842) oder „Gesammelte Werke“ Bd. 1, 
pg. 536 ft. 
*+) „Theoria residuorum biquadratorum, commentatio seeunda“, Abhandl. der 
Göttinger Gesell, d. Wiss. Bd. 7 (1832) oder „Werke“, Bd. 2 pg. 93. 


+) Vierte Aull. (Braunschweig, 1894) pg. 484 fi. 
u, 
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der anderen enthalten sein, so muss jede der beiden Zahlen D und D 
in der anderen aufgehen. Es ist also («ð — ßy) eine solche ganze 
Zahl aus 2, deren reciproker Wert gleichfalls eine ganze Zahl dieses 
Zahlkörpers ist. Demgemäss muss («d — ßy) entweder gleich + 1 
oder + i sein”). Man nennt die beiden Formen (a, b,c) und (a,b,c) 
nun eigentlich oder wneigentlich äquivalent, wenn die Determinante 
(að — By) gleich +1 bez. — 1 ist”*). Aus der Gleichung (4) er- 
giebt sich dann, dass äquivalente Formen stets gleiche Determinante 
haben; dagegen tritt bei Transformation durch eine Substitution der 
Determinante + i Zeichenwechsel von D ein. Übrigens wollen wir 
verabreden, dass unter Äquivalenz schlechthin weiterhin stets die 
„eigentliche“ Äquivalenz gemeint sein soll. 

Die Substitutionen, welche die Äquivalenz der Dirichlet’schen 
Formen vermitteln, führen nun, falls wir die nieht-homogene Schreib- 
weise anwenden, unmittelbar zu der oben (pg. 76 ff.) ausführlich unter- 
suchten Picard’schen Gruppe hin. Zu eben dieser Gruppe aber ge- 
langen wie auch bei den Hermite’schen Formen, auf welehe wir jetzt 
zunächst zurückkommen. 

Unter unwesentlicher Abweiehung von der ursprüngliehen Her- 
miteschen Bezeiehnung***) hatten wir schon oben (p. 92) die sogen. 
Hermite'schen Formen in der Gestalt angesetzt: 


(5) axt + bay + bay + cyY. 


Hier sollen bei der einzelnen Form a und c reelle ganze Zahlen, b 
und b aber conjugiert complexe ganze Zahlen aus sein; entsprechend 
sollen x und z, sowie y und % conjugiert complexe, jedoch nieht näher 
bestimmte ganze Zahlen aus & darstellen. Eine Hermite’sche Form 
ist somit sich selbst eonjugiert. 

Die ganze Zahl b schreiben wir explicite b = b, + tb, und be- 
nutzen das Schema (a, by, ba, c) der vier rationalen ganzen Zahlen 
a, bi, b,, ce als Abkürzung für die Form (5). 

Die Determinante der Form (5) ist: 


(6) D = bb — ac = b? + b? — ac. 


Wie man sieht, ist die Determinante einer Hermite’schen Form stets 
reell, im Gegensatz zu derjenigen einer Dirichlet’schen Form, welehe 
irgend eine complexe ganze Zahl des Zahlkörperss & ist. Diese 


*) Cf. Dirichlet-Dedekind „Vorlesungen über Zahlentheorie", pg. 437. 
##) Siehe Dirichlet's Werke Bd. 1 pg. 567. 
*#*) Vergl. wegen dieser Bezeichnung die pg. 92 genannte Originalabhandlung 
llermite’s in Crelle’s Journal Bd. 47, pg. 343 fF. 
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Sachlage giebt Anlass, (analog wie bei den Gauss’schen Formen) 
zwischen definiten und indefiniten Hermite’'schen Formen zu unterscheiden, 
je nachdem die Determinante D negativ oder positiv ist. Die Be- 
deutung dieser Fallunterscheidung erörtern wir weiter unten. 

Man transformiere nun die Form (a, b,, bs, c) vermöge der Si- 
multansubstitution: 

(1) z= ax + By, y=pť + ðy', 

=z + py, Veit hy, 
wo «, ß, y, Ò ganze Zahlen nicht-verschwindender Determinante aus 
& seien und «œ zu «a, ß zu ß,... conjugiert ist. Das Ergebnis ist 
wieder eine Hermite’sche Form («, bi, b,, C) mit den Coefficienten: 
a = aaa + bay + bya +cy7, 
b = aaß + bað + byb + cyò, 

b = aßa + bBy + bór + c07, 

ce = aßß + LB +böß-+ cód 
und der nachfolgenden Determinante: 
(9) D = («ð — by) (ad — BPD. 
Die so gewonnene transformierte Form (a, b,, by, c) heisst „unter 
der Form (a, bi, ba, c) enthalten“. Hier haben D und D’ stets das- 
selbe Vorzeichen, so dass eine definite (indefinite) Form stets wieder 
nur unter einer definiten (indefiniten) enthalten sein kann. 

Soll von den beiden Formen (a, bi, ba, c) und (a, bi, baè c) 
jede unter der anderen enthalten sein, so ist hierzu hinreichend und 
notwendig, dass «ô — ßy entweder gleich + 1 oder +: ist. Dabei 
liegt insofern ein Unterschied gegenüber den Dirichletschen Formen 
vor, als sowohl für ad — By = + 1 wie ad — By = + i zufolge (9) 
die Determinante D = D ist. Doch spricht man auch hier von cigent- 
licher bez. uneigentlicher Aquivalenz nur dann, wenn «ô — By = 1 ber. 
= — 1 ist. Ist «ð — By = + i, so mögen die Formen „äquivalent 
im erweiterten Sinne“ heissen). 

Wie man sieht, sind wir auch hier wieder zur Picard’schen Gruppe 
zurückgeführt. Von der letzteren Gruppe werden wir demnach bei 
° Behandlung der Grundproblene der Theorien der Dirichlet'schen und 


~ Hermiteschen Formen einen entsprechenden Gebrauch machen, wie 
| von der Modulgruppe bei den Gauss’'schen Formen. Die zu behan- 


(8) 


*) Hermite nnterscheidet a. a. O. pg. 350 drei Ordnungen der uneigent- 
lichen Äquivalenz, den Fällen «ð — fy = = 1, + i, — i entsprechend. 
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delnden Probleme aber sind die folgenden: Sind zwei Formen gleicher 
Determinante gegeben, so soll entschieden werden, ob sie äquivalent sind 
oder nicht; und es sollen im ersteren Falle alle Substitutionen angegeben 
werden, welche die eine Form in die andere transformieren. Es wird 
möglich sein, bei der Behandlung dieser Aufgaben einen Entwicklungs- 
sang einzuschlagen, welcher an der Untersuchung der Gauss’schen 
Formen auf Grund der Modulgruppe sein Modell findet*). 


S 3. Geometrische Interpretation der Dirichlet’schen und 
Hermite’schen Formen. 


Die Möglichkeit, die Picard’sche Gruppe und die ihr zugehörige 
Polyederteilung für die Theorie der wiederholt genannten Formen zu 
verwerten, beruht auf einer geometrischen Deutung dieser Formen, 
welche sich der Deutung der Gauss’schen Formen in der &-Halbebene 
(ef. p. 448) direct anschliesst. Wir bilden den Quotienten x:y der 
beiden unbestimmten Grössen x, y, bezeichnen denselben durch & und 
ziehen die &-Ebene bez. den positiven &-Halbraum (pg. 53) heran. 

Liegt nun erstlich eine Hermite’sche Form (a, b,, ba, c) vor, so 
findet man durch Nullsetzen derselben unter Benutzung von & die 
Gleichung: 


att Hoe +H bE +e=0 


oder (wenn wir wie früher ¢ = é + in setzen): 
(1) al? + 77) + 25,8 — 2b F el 


Ist insbesondere (a, bi, ba, €) eine definite Hermite'sche Form, d. i. 
eine solche mit D < 0, so stellt die Gleichung (1) einen „imaginären 
Kreis“ der &-Ebene dar. Da die Form (a, b,, b,, c) aus der linken 
Seite von (1) durch Multiplication mit der niemals negativen Zahl yy 
hervorgeht, so folgt, dass eine definite Form (a, b,, bẹ, c) für irgend 
welche Zahlen x, y aus Q entweder nur positive oder nur negative 
reelle Zahlen darzustellen vermag. Man scheidet dieserhalb die frag- 
lichen Formen in „positive“ und „negative“ Formen und bemerkt 
übrigens sofort, dass für eine positive (negative) Form die Coefficienten 
a und c >O (bez. < 0) sind. Natürlich können positive Formen stets 
nur wieder mit positiven, negative aber mit negativen äquivalent sein, 
was man aus (8) pg. 453 leicht bestätigt. 

Wir können uns offenbar auf die Betrachtung der positiven Formen 


*) Siehe übrigens wegen der historischen Entwicklung der Theorie der 
Dirichlet’schen und Hermite’schen Formen die pg. 92 u. f. gegebenen Nachweise. 
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beschränken, für welche nun eine reelle geometrische Deutung im 
£-Halbraume zu gewinnen ist. Zu diesem Zwecke bilden wir im 
&-Raume das Büschel aller „Kugeln durch den imaginären Kreis (1)“. 
Ist b, ein reeller Parameter, so stellt sıch dieses Büschel dar durch: 


b, \2 pe Du 
) G++) e= R, 
wo €, n, die bereits oben (pg. 54) gebrauchten Coordinaten des 
-Raumes sind. Das Büschel (2) enthält nun zwei reelle Grenzpunkte, 
d. h. Kugeln mit unendlich kleinem Radius; es sind die Punkte der 
Coordinaten: 


o b b 
(3) e, ir: y= 


4 


(A), 
Ti a 
Derjenige von diesen beiden Punkten, welcher dem positiven Halbraume 
angehört, möge zur geometrischen Deutung der indefiniten Form (a, b,, bz, c) 


benutzt werden. 
Um demnächst gleich die Dirichleťschen Formen zu erledigen, so 


entspricht der Form (a, b, c) die Gleichung: 


(4) ag +20 + ce = 0, 
deren Wurzeln die folgenden sind: 

_—b+YD _—b—yD 
(5) To e a, 


Die Quadratwurzel aus der Diseriminante soll hier so erklärt sein, 


dass VD entweder einen positiven reellen Bestandteil haben soll oder 
dass, falls jener verschwindet, der imaginäre Bestandteil das positive 
Vorzeichen trage. Daraufhin heisse é die erste, & die zweite Wurzel 
der Gleichung (4). Wir interpretieren alsdann die Dirichlet’sche Form 
durch denjenigen, dem &-Halbraume angehörenden Halbkreis, welcher in 
den Punkten €, und &, auf der -Ebene senkrecht steht und mit einem 
von é nach &, weisenden Pfeile versehen ist. 

Im Falle einer indefiniten Hermite'schen Form stellt die Gleiehung 
(1) einen reellen Kreis der -Ebene dar. Der Benennung „indefinit“ 
entspreehend hat die Form für die Werte & auf der einen Seite dieses 
Kreises positive, auf der anderen Seite negative Zahlwerte; und wir 
unterscheiden in diesem Sinne an der Peripherie des Kreises ein „po- 
sitives“ und ein „negatives“ Ufer. Man durchlaufe die Peripherie in 
soleher Richtung, dass das positive Ufer zur Linken gelegen ist, und 
statte den Kreis ınit einem diesen Umlaufssinn anzeigenden Pfeile aus. 
Endlich errichten wir im &-Lalbraume eine llalbkugel, welehe im 
fraglichen Kreise auf der -Ebene orthogonal aufsteht. Diese Halb- 
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kugel, deren der &- Ebene angehörender Rand (1) in der angedeuteten 
Art mit einem Pfeile versehen ist, sei das geometrische bild der indefi- 
miten Form (a, bi, ba, €). — 

In allen drei Füllen gilt nun der Satz, dass die einzelne Form 
durch Angabe der Determinante D und des repräsentierenden geometrischen 
Gebildes eindeutig definiert ist. Das repräsentierende Gebilde liefert 
nämlich erstlich die Quotienten der Coefficienten a, b, c. Der Zusatz 
von D gestattet die Bestimmung der Coefficienten bis auf einen ge- 
meinsamen Zeichenwechsel, d. h. wir gewinnen in jedem Falle zwei 
einander „inverse“ Formen (a, b, c), (— a, — b, — e) resp. (a, b,,b,, ©), 
(— a, — b, — ba}, — 6). Endlich ist bei einer definiten Hermite’schen 
Form das Vorzeichen so zu wählen, dass die Form positiv ist; in 
den beiden anderen Fällen aber entscheidet die Pfeilrichtung des 
repräsentierenden Gebildes über das Vorzeichen. 

Weiter gilt das folgende wichtige Theorem: Geht man von irgend 
einer vorgelegten Form durch Ausübung einer unimodularen Substitution 
zu einer äquwivalenten Form über, so wird durch die correspondierende 
unimodulare &- Substitution das repräsentierende Gebilde (Punkt, Halb- 
Ireis, Halbkugel) der ersten Form in dasjenige der zweiten transformiert. 
Dieser Satz ist ein unmittelbares Ergebnis der bei der geometrischen 
Deutung der Formen befolgten Methode, welche der einzelnen Form 
ihr geometrisches Gegenbild in einer gegenüber den &-Substitutionen 
invarianten Weise zuwies. Man wolle sich nur noch überzeugen, dass 
bei einem Halbkreise bez. einer Halbkugel die Transformation durch 
eine unimodulare &-Substitution die zutreffende Pfeilrichtung des trans- 
formierten Gebildes liefert. Dies ergiebt sich aus dem Umstande, dass 
wir bei Fixierung der Pfeirichtungen nach einer Methode verfuhren, 
welche gegenüber den unimodularen &-Substitutionen erster Art (Be- 
wegungen des &-Halbraumes resp. der &-Ebene) invariant ist. Man 
bestätigt aber z. B. bei den Dirichlet’schen Formen unter Benutzung 
von (3) pg. 451 auch leicht durch directe Rechnung, dass die „erste“ 
Wurzel & von (a, b, c) durch Ausübung einer unimodularen &-Sub- 


ee . — b D T: : 
stitution unserer Art in e d.i. in die erste Wurzel der trans- 


formierten Form übergeht. 


$ 4. Bohandlung des Äquivalenzproblems bei den definiten 
Hermite’schen Formen. 


Die bei der (eigentlichen) Aquivalenz der Hermite’schen und 
Dirichlet’schen Formen eintretende „unimodulare Picard’sche Gruppe“ 
ist pg. 86 u. f. als Gruppe T, näher untersucht. Es ergab sich als 








N 
y 
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„Ausgangsraum“ dieser Gruppe ein Doppelpentaeder des &-1lalbraumes, 
welches durch die Bedingungen definiert war: 


) 4 <:<,, O<n<,, PHHP, 


mit dem Zusatz, dass in deu beiden letzten Formeln die Gleichheits- 
zeichen nur dann gelten dürfen, wenn &<O ist. 

Auf dieses Doppelpentaeder gründen wir nun die Behandlung des 
Äquivalenzproblems unserer Formen. 

Liege erstlich eine positive Hermite’sche Form vor, so ist folgende 
Erklärung an die Spitze zu stellen: Die positive Hermite’sche Form 
(a, b, b,, c) soll „redueiert“ heissen, wenn ihr repräsentierender Punkt 
im Ausgangsraum der unimodularen Picard’schen Gruppe liegt. Indem 
man die Coordinaten (3) pg. 455 des repräsentierenden Punktes in (1) 
einträgt, folgt: Die positive Form (a, b,, ba, e) ist stets und nur dann 
eine reducierte Form, wenn die Bedingungen: 


(2) — a<s— 2b, <a, 0<S2b, <a, a<c 


mit dem Zusatz gelten, dass in der zweiten und dritten Formel Gleich- 
heitszeichen nur dann gelten dürfen, falls bi >O est. 

Aus dem Begriff des Discontinuitätsbereiches ergiebt sich: Jede posi- 
tive Hermite sche Form ist mit einer und nur einer redueierten Form äiqui- 
valent. Um also über die Äquivalenz zweier vorgelegten Formen zu ent- 
scheiden, gehe man beiderseits (etwa unter Gebrauch der Pentaeder- 
teilung) zu den reducierten Formen. Letztere müssen identisch sein, 
wenn jene Formen äquivalent sein sollen. 

Die Frage nach den gesamten Substitutionen, welche im Einzel- 
falle die Aquivalenz vermitteln, führt man in bekannter Weise auf 
die Aufgabe zurück, alle Substitutionen zu ermitteln, welche eine vor- 
gelegte Form in sich selbst transformieren. Wir beantworten diese 
Frage etwa für die reducierten Formen in folgender Art: Eine rc- 
ducierte Form (a, bi, ba, c) wird abgesehen von der identischen Sub- 
stitution durch keine unserer &- Substitutionen in sich transformiert, falls 
ihr repräsentierender Punkt nicht gerade auf einer Kante des Elementar- 
pentaeders gelegen ist. Flingeygen hat man zwei bez. drei, eine eyclische 
Gruppe bildende Transformationen der Form in sich, falls der repräsen- 
Punkt einer Kante, jedoch keiner Eeke des Ilementarpentaeders angehört; 
und endlich liegen vier, sechs oder zwölf, eine Vierer- bez. Dieder- oder 
Tetraedergruppe bildende Tyransformationen in sich vor, falls der repräsen- 
tierende Punkt eine Ecke des Elementarpentaeders ist. Alle diese An- 
gaben folgen unmittelbar aus der Beschaffenheit der zur Picard'schen 
Gruppe gehörenden Pentaederteilung des &-Halbraumes. 
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Um hiernach z. B. für die durch: 


1 1 1 
b= — 3: 1=5; er 


gegebene Kante des Elementarpentaeders alle zugehörigen reducierten 
Formen zu charakterisieren, haben wir zu setzen: 


Va 


1 

2 a y2 

Die sämtlichen diesem Ansatze entsprechenden positiven Formen können 
wir in der Gestalt: 


mat m + dry + mA — day + (2m + nyy 


zusammenfassen, wo m und n irgend zwei rationale ganze positive 
Zahlen sind. — Natürlich gehören zu jeder Kante des Elementarpenta- 
eders unendlich viele Formelassen; dem gegenüber liefert die einzelne 
Pentaederecke stets nur eine Classe, sofern wir uns auf „primitive“ 
Formen beschränken, d. h. auf solche, bei denen a, b,, b,, c keinen 
gemeinsamen Factor ausser 1 haben. Der untere Eckpunkt der eben 
diseutierten Kante liefert z. B. die zur reducierten Form: 


225 + (1 + a9 + (1 — Ìzy + 297 


gehörende Classe der Determinante D = — 2. 


‚S' 
jb 
aR 


a 2E 


Bei gegebenem Werte der Determinante D ist die Endlichkeit der 
Reduciertenanzahl und damit die Endlichkeit der Classenanzahl positiver 
Hermitescher Formen eine einfache Folge der vollständigen Reductions- 
bedingungen (2). Man leitet nämlich aus diesen Bedingungen leicht 
die Ungleichung: 


a< V 


ab, so dass a und damit auch b, und b, bei gegebenem D auf eine 
endliche Anzahl von Werten beschränkt sind. Mit a, b, D ist aber c 
eindeutig bestimmt. Der Aufzählung aller reducierten Formen im 
Einzelfalle D steht hiernach keine Sehwierigkeit entgegen. So findet 
man z. B. für D = — 5 drei Classen mit den reducierten Formen: 


(1,0,0,5), (2,0,1,3), Q, 1,0,3). 


Der repräsentierende Punkt der letzten Form geht aus dem der vor- 
letzten durch die Substitution & = :& hervor; beide Formen sind also 
nach der pg. 453 verabredeten Sprechweise im erweiterten Sinne 
äquivalent. 
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$ 5. Reductionstheorie der Dirichlet’schen Formen. 


Ist die Determinante D einer Dirichlet'schen Form (a, b, c) inner- 
halb des Zahlenkörpers Q ein reines Quadrat, so sind die zu (a, b,c) 
gehörenden Wurzeln é, & (cf. pg. 455) gleichfalls Zahlen aus 2 und 
liefern demnach zwei Punkte der $-Ebene, welche Spitzen von je a 
Pentaedern der Halbraumteilung sind. Der repräsentierende Halbkreis 
der Form (a, b, c) durchzieht unter diesen Umständen nur endlich 
viele Pentaeder. Die Behandlung dieser Formen auf Grund der Pi- 
card’schen Gruppe, welche keine Schwierigkeit darbietet, hat für uns 
kein Interesse, da sich hier Beziehungen zu den Untergruppen der 
Picard’schen Gruppe nicht einstellen. Wir schliessen demnach die 
Formen quadratischer Determinanten weiterhin aus”). 

Die Aquivalenztheorie gründet sich wieder auf den Begriff der 
reducierten Formen: Die Dirichle’sche Form (a, b, c) soll „reduciert“ 
heissen, falls ihr repräsentierender Halbkreis ein Segment von nicht-ver- 
schwindender Dogenlänge mit dem durch (1) pg. 457 charakterisierten 
Ausgangsraum der Picard’schen Gruppe gemein hat. 

Da D = Q0 als Quadrat ausgeschlossen ist, so dringt der reprä- 
sentierende Halbkreis jeder Form (a, b, c) in den &-Halbraum ein. 
Es folgt hieraus sofort, dass jede Divichlet'sche Form (a, b, c) mit 
einer reducierten Form äquivalent ist. Doch müssen wir, um zur voll- 
ständigen Lösung des Äquivalenzproblenıs zu gelangen, die Theorie 
der reducierten Formen erst noch weiter entwickeln. 

Es ist nun sehr merkwürdig, dass der Ansatz der Reductions- 
bedingungen in aritlimetischer Gestalt auf ziemlich unübersichtliche 
Formeln führt, die wir demnach hier nicht vollständig aufstellen 
werden. 

Dirichlet behandelt die Reductionstheorie in $ 16 seiner wieder- 
holt genannten Arbeit und giebt folgende Reductionsbedingungen an: 


(1) bi V2<lej<sjel, 


unter |a!, .. die absoluten Beträge von a, .. verstanden. Diese 
den Reductionsbedingungen der detiniten Gauss’schen Formen (cf. (3) 
pg. 449) nachgebildeten Ungleichungen bringen aber nieht die soeben 


*) Die Gauss’schen Formen subsumieren sich offenbar den Dirichlet'schen. 
Durch die Festsetzungen des Textes werden dann nicht nur (wie in $ 1) die in- 
definiten Gauss’schen Formen mit quadratischem 7) ansgeschlossen, sondern auch 
(was gegenüber $ 1 nen ist) diejenigen definiteu Gnuss’schen Formen, für welche 
— D eine positive Quadratzahl ist. 
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in geometrischer Gestalt angegebene Reductionsbedingung zum Aus- 
druck. Man überlege z. B., dass der Mittelpunkt des repräsentierenden 


Halbkreises der Form (a, b, c) zufolge (5) pg. 455 bei $= —_— ge- 
legen ist. Dieser A würde nach (1) vom Nullpunkte höchstens 


die Entfernung A haben, was von den in unserem Sinne reducierten 
Formen keineswegs gilt. 

Übrigens bleibt die auf die Bedingungen (1) gegründete Theorie 
Dirichlets an dieser Stelle erheblich gegenüber der Behandlung der 
Gauss’schen Formen in den „Disquisitiones arıthmeticae“ zurück. Die 
Lehre von den „Perioden reducierter indefiniter Formen“, welche Gauss 
l. c. Art. 186 entwickelt, lässt sich, wie aus der von uns bevorzugten 
Iteductionsbedingung hervorgehen wird, sofort entsprechend für die 
Dirichlet’schen Formen ausbilden. Es scheint, dass Dirichlet diese 
Möglichkeit nicht bemerkt hat. 


Auch in der pg. 93 genannten Abhandlung Bianchi’s, an welche 
sich die vorliegende Darstellung inm wesentlichen anschliesst, ist von 
der Aufstellung der „vollständigen“ Reductionsbedingungen in arith- 
metischer Gestalt abgesehen. 


Um die Endlichkeit der Reduciertenanzahl bei ç Pan, D ein- 
zusehen, braucht man übrigens nicht die vollständigen arıthmetischen 
Reductionsbedingungen zu kennen. Es genügen hierzu bereits die 
beiden für eine reducierte Form (a, b, ec) zwar notwendigen, aber noch 
nicht hinreichenden Bedingungen: 





(2) |a] <V2TDT, BI<T=+YyiDl. 

Die Richtigkeit derselben geht aus dem Umstande hervor, dass der 
repräsentierende Halbkreis von (a, b, c) den Mittelpunkt é = — = 
und den Radius un hat. Die der &-Ebene nächst gelegene Ecke 
des T (1) pg. 457 hat die Coordinate è = die 
erste Bedingung (2) bringt demnach zum Ausdruck, dass der Radius 
oi bei einer reducierten Form grösser als dieses # sein muss. Der 


Grundriss des Doppelpentaeders (1) pg. 457 in der &-Ebene liegt 


innerhalb eines Kreises mit dem Radius 7 um é= 0. Der Mittel- 


punkt des repräsentierenden Halbkreises einer reducierten Form darf 


f 
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demnach die Entfernung = -- JL- nicht erreichen, da dieser Halb- 


kreis sonst mit dem Doppelpentaeder keinen Punkt gemein haben 
könnte. Aus dieser Forderung wird man sofort die zweite Ungleichung 
(2) ablesen. Man bemerke übrigens, dass wegen des Ausschlusses rein 
quadratischer D die Zahl «a stets einen von O verschiedenen Wert hat. 


Da der Zahlkörper 2 nur eine beschränkte Anzahl ganzer Zahlen 
liefert, deren absolute Beträge cine feste endliche Grenze nicht über- 
schreiten, so ist zufolge (2) bei gegebenem D zunächst a, sodann 
weiter b und damit auch c auf eine endliche Anzahl von Werten 
eingeschränkt: Dei gegebener Determinante D giebt es nur eine endliche 
Anzahl reducierter Formen und damit nur eine endliche Zahl von 
Formclassen. 


Die nächste Entwicklung schliesst sich nun genau der in „M.“ I 
pg. 250 ff. entworfenen Stephen Smith’schen Theorie der indefiniten 
Gauss’schen Formen an. Da die Endpunkte &, &, des repräsentieren- 
den Halbkreises einer Dirichlet'schen Form (a, b, c) von nicht-qua- 
dratischer Determinante keine parabolische Punkte sind, so durchläuft 
dieser Halbkreis sowohl gegen &, wie &, hin unendlich viele Doppel- 
pentaeder und erscheint dergestalt in eine Kette unendlich vieler Seg- 
mente zerschnitten. Die Transformation irgend eines dieser Segmente 
in den Ausgangsraum liefert eine Substitution, welche (a, b, c) in eine 
reducierte Form überführt. 


Verlegen wir nun alle Segmente in den Ausgangsraum, so können 
wir an ihrer ursprünglichen Reihenfolge auch hier festhalten. Ver- 
folgen wir nämlich das einzelne Segment als Halbkreis einer reducierten 
Form vom Ausgangsraume aus in ein benachbartes Doppelpentaeder, 
so wird das im letzteren gelegene Segment dieses Kreises durch eine 
bestimmte der fünf von pg. 87 her bekannten Substitutionen: 


De d-e, ET 


I 


in den Ausgangsraum zurückgeworfen und liefert hier das nächst- 
folgende Glied in der Kette der den Ausgangsraum durchsetzenden 
Segmente. Für die Formen bedeutet dies, dass die zur Verwendung 
kommende Substitution (3) die zum ersten Segment schöreude redu- 
cierte Form in eine „benachbarte“ gleichfalls reducierte Form trans- 
formiert. Durch den so gewonnenen Algorithmus erhält man offenbar 
lie gesamten mit der vorgelegten Form äquivalenten reducierten Formen 
d findet für die letzteren zugleich eine fest bestimmte Reihenfolge. 
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Wir bezeichnen diesen Algorithmus als den „Process der continwierlichen 
Reduetion“. 


Die vorstehende Betrachtung erfordert übrigens eine Ergänzung, 
falls der repräsentierende Halbkreis durch Kanten oder Ecken der 
Doppelpentaeder unserer Binteilung des &-Halbraumes hindurchläuft. 
In diesem Falle werden unter den Segmenten des Ausgangsraumes 
solche vorkommen, welche in Kanten bez. Ecken dieses Bereiches 
endigen, und deren zugehörige Halbkreise demnächst in Doppelpenta- 
eder übertreten, die mit dem Ausgangsraume nur in Kanten bez. Eck- 
punkten zusammenhängen. Um die Kette der reducierten Formen über 
eine solche Stelle fortzusetzen, hat man alsdan» offenbar "keine der 
Substitutionen (3) anzuwenden; vielmehr ist jetzt eine unter gewissen 
zwölf weiteren Substitutionen auszuüben, welche man von den acht 
Kanten und den vier nicht-parabolischen Ecken des Ausgangsraumes 
aus leicht definieren wird. 


Das erhaltene Resultat verbinden wir nun mit der schon fest- 
gestellten Endlichkeit der Anzahl aller reducierten Formen gegebener 
Determinante D. Es ergiebt sich genau wie bei den indefiniten 
Gauss’schen Formen in „M.“ I pg. 260, dass sich in der Kette der 
reducierten Formen nach einer endlichen Anzahl von Gliedern die 
gleichen Formen in der gleichen Reihenfolge wiederholen: Zu jeder 
Classe Hermite'scher Formen von nicht-quadratischer Determinante D 
gehört eine „endlich-gliedrige“ sogenannte „Periode redueierter Formen“; 
und man kann von einer einzelnen Form der Periode aus vermöge des 
Processes der eontinwerlichen Reduetion die gesamte Periode erzeugen. 


Es wird jetzt kaum noch nötig sein, zu sagen, wie wir daraufhin 
über die Äquivalenz zweier vorgelegten Formen (a, b, c) und (a,b, €‘) 
entscheiden werden. Man muss die zu beiden Formen gehörenden 
Perioden der reducierten Formen herstellen. Diese Formenperioden 
müssen identisch sein, falls Äquivalenz von (a, b, c) und (a, b’, c) 
vorliegen soll. 


Als Beispiel betrachten wir erstlich die Determinante D=1-+3, 


welche eine Primzahl des Zahlkörpers & darstellt. Hier ist |a| <V2y2, 
so dass für a nur die acht Werte +1, +i, +1 +ò, (il — ìi) 
zulässig sind, wenn anders wir mit einer reducierten Form zu thun 
haben wollen. Ist nun a = + 1 oder +, so liefert die zweite Re- 
duetionsbedingung (2) pg. 460, dass b die neun Werte 0, + 1, +; 
+G +ò, +(1— i) haben kann. Für a = + (1 + ż¿) sind auclı 
noch die Werte b = 4+ 2 und + 2i zulässig; doch muss wegen 
b? — ac = 1 4- i jetzt b durch (1 + ż) teilbar sein, so dass die Werte 
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b= + 1, +i auszuschliessen sind. Insgesamt gewinnt man so ein 
System von 72 einander paarweise inversen Formen. 

Von diesen 72 Formen erweisen sich aber nur acht als reduciert, 
welche letztere eine einzige sich selbst inverse Formenperiode aufbauen. 
Die acht Formen der Periode sind in der riehtigen Anordnung die 
folgenden: 


(1,0, —1 — i), (1; —i), —i, — 1, 1), (1,0, —1+4+òù, 
— t, 0, E i) (2, Ih, Fi b), = IE Py E 1) = T Pl: 1 T 2). 


Die hier der Reihe nach auszuübenden Substitutionen sind Z1, U, 
WS, y, U, T. 

Wie man sieht, besteht die Formenperiode hier aus zwei sym- 
metrischen Hälften, nur dass je zwei einander symmetrische Glieder 
der Periode nicht identische, sondern inverse Formen liefern. Man 
erkennt sofort, dass dies stets und nur dann eintritt, wenn der re- 
präsentierende Halbkreis eine und damit unendlich viele Kanten der 
Pentaederteilung, welche zu elliptischen Substitutionen der Periode 2 
gehören, senkrecht trifft; wir kommen hierauf im nächsten Para- 
graphen zurück. 

Durch Benutzung dieses Umstandes kann man übrigens bei niederen 
Werten D die Aufstellung der Formenperioden vielfach stark kürzen. 
Wählen wir z. BD=2-+i, so liefert die erste Bedingung (2) pg. 460 


die Ungleichung a,<V2y5, so dass nur die Werte +1, +1, 
+0 +), AÙ, +2, +2i für a zugänglich sind. Nun liegt der 
b 


Mittelpunkt des einzelnen repräsentierenden Halbkreises bei € = — _ 


? 
und da die soeben angegebenen Werte von a sämtlich Teiler von 2 
sind, so handelt es sich um lauter Punkte, in denen geradlinige Kanten 
der Pentaederteilung auf der &-Ebene senkrecht aufstehen (et. Fig. 19 
pg.81). Der einzelne Halbkreis schneidet demnach die zugehörige Kante 
senkrecht. 

Man kann nun weiter den fraglichen repräsentierenden Halbkreis 
durch Ausübung einer Substitution !=+&$+ m + ni so verlegen, 
dass die von ihm senkrecht geschnittene geradlinige Kante der Penta- 
ederteilung eine der sechs dem Ausgangsraum angehörenden Kanten 
dieser Art wird. Da der Coefficient a hierbei höchstens einen Zeichen- 
wechsel erfährt, so bleibt die Form leicht ersichtlich redueiert. Man 
ist soleherweise auf eine der zwölf folgenden Formen gekommen: 


| +(1,0, — 2 — i), E50, — 1 Em), HELT TE 
Bl — t, zit, — 1 4+ 2i), sel. L, E am Gg i, — 2? +5). 
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wie man durch Discussion der fraglichen sechs Kanten des Ausgangs- 
raumes leicht feststellt. 
Die Form (1 +, 1, — 1) geht durch die Substitution (5 ) 
—ı 
2 
im die Form — (1 +i, i, — 2 +i) über, und man erkennt ent- 
sprechend die Äquivalenz der vierten und fünften Form des eben an 
gegebenen Systems. Da hier aber jede Form mit ıhrer inversen äqui- 
valent ist, so braucht man nur noch auf die vier Formen: 


(1,0, —2—9, 60, —1+2), (+i 1, — 1) l—i,1,—)) 
einzehı den „Algorithmus der continuierlichen Reduction“ auszuüben. 

Die Durchführung der Rechnung liefert zwei „im erweiterten Sinne 
äquivalente“ (cf. pg. 453) je sechsgliedrige Formenperioden. Es wird 
venügen, eine unter diesen Perioden namhaft zu machen: 


1,07 2 Zu el, 1. Te (— 1 os 1), 
(ai, —1) -L-1L1+0 C 


Die hier zur Verwendung kommenden Substitutionen- sind 


u, 

an dritter Stelle haben wir also ein Beispiel derjenigen zwölf dem 
System (3) nicht angehörenden Substitutionen, welche bei der conti- 
nurerlichen Reduction nach pg. 462 (oben) vorkommenden Falls noch zu 
verwenden sind. 


S 6. Die Transformationen der Diriehlet’schen Formen in sich. 


Auch das zweite Problem der Äquivalenztlieorie, welches darauf 
hinausläuft, alle Substitutionen anzugeben, die eine vorgelegte Dirich- 
let’sehe Form (a, b, c) in sich transformieren, ist auf Grund des Pro- j l 
cesses der „continuierlichen Reduction“ unmittelbar lösbar. 

Eine Substitution der unimodularen Picard’schen Gruppe, welche ~ 
(a, b, c) in sich überführt, wird den repräsentierenden Halbkreis unter ® 
Beibehaltung der Pfeilrichtung in sich transformieren. Indem wir den 
partieulären Fall, dass der Halbkreis eine elliptische Axe ist, hinaus- 
schieben, kann es sich nur um loxodromische oder hyperbolische Sub- 
stitutionen handeln, welche die Fusspunkte £, &, des Halbkreises zu i 
Fixpunkten haben. 

Nun aber besteht der Halbkreis aus einer Segmentenkette, welche 
wir aus unendlich vielen äquivalenten endlich-gliedrigen Perioden auf- 
bauten. Unter Vorbehalt besonderer Betrachtung der elliptischen Axen 
haben wir somit folgendes Ergebnis: Wine Dirichlet'sche Form (a, b, c) 











III, 1. Rotationsgruppen innerhalb der Picard’schen Gruppe. 465 


nicht- quadratischer Determinante D lässt sieh stets und nur durch die 
Substitutionen einer eyelischen loxodromischen oder hyperbolischen Unter- 
gruppe in sich transformieren, welche den Halbkreis der Form zur Dahn- 
curve hat. 

Dieser Satz ist aber auch sofort umkehrbar: Zu jeder ceyelischen 
loxodromischen oder hyperbolischen Untergruppe gehört eine Dirichlet sche 
Form nicht-quadratischer Determinante. Mit der Behandlung der Dirich- 
let’schen Formen ist also die Theorie der fraglichen cyclischen Unter- 
gruppen zugleich miterledist. 

Der Process der continuierlichen Reduction liefert nunmehr auch 
das Mittel, die erzeugende Substitution der zur Form (a, b, e) ge- 
hörenden cyclischen Untergruppe zu berechnen. Man hat zu diesem 
Ende offenbar nur diejenigen Substitutionen zu combinieren, welche bei 
der Aufstellung der einzelnen Glieder der Formenperiode zur Anwendung 
kommen. So wird z. B. die im vorigen Paragraphen betrachtete redu- 
cierte Form (1, O, — 1 — i) der Determinante (1 + ¿Ò durch die 
Substitution: 


(1) T-uvsvuas=-(' 3e 5.) 
= N 2, 1 — 2w" 
als Erzeugende der bezüglichen eyelischen Gruppe in sich transfor- 
miert; und in demselben Sinne gehört zur Form (1,0, — 2 — è) die 
Substitution: 
mh, Ca i =( > E: 
E ors- GLT 3_; 


Man bemerke nur, dass oben die letzte Substitution S, welche jedes- 
mal den Übergang zum ersten Gliede der folgenden Periode bewerk- 
stelligt, nicht angegeben wurde. 

Übrigens lassen sich die Substitutionen, welche eine Dirichlet'sche 
Form (a, b, c) in sich überführen, auch auf arithmetischem Wege im 
wesentlichen gerade so herstellen, wie dies für die Gauss’schen Formen 
in „M.“ I pg. 252ff. geschah. Die Substitutionen sind dann in der 
Gestalt anzusetzen: 


t — bu cu 
6 ? G 
au t + bu 
G - G 


Dabei bedeutet o den „Teiler“ der Form (a, b, c), d. h. den grössten 
gemeinsamen Teiler von a, 2b, c, welcher z. B. bei „primitiven“ Formen 
entweder 1 oder 1 + : oder endlich 2 ist. Für £ und u aber sind 
alle Lösungen der verallgemeinerten „Pell'scheu Gleichung“: 


Fricke-Klein, Automorphe Functionen I 30 
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(3) E — Di = 0° 


in ganzen complexen Zahlen des Körpers 2 einzutragen. Aus der 
vorstehenden Theorie folgt unmittelbar, dass die Pell’sche Gleichung 
(3) bei nicht-quadratischem D stets lösbar ist durch oo! Paare ganzer 
complexer Zahlen t, u, und dass sich alle diese Lösungen aus der „kleinsten“ 
unter ihnen nach dem von den Gauss’'schen Formen her bekannten Algo- 
rithmus berechnen lassen. So findet man z. B. aus (1) und (2) 

für D=1-+:i t=1-2i, w= 24 

für D=2-+i t=2— i , u= l1 — í 
jeweils also „kleinste“ Lösungen. Wir werden von der so bewiesenen 
Lösbarkeit der Pell’schen Gleichung (3) im nächsten Kapitel eine 
wichtige Anwendung zu machen haben*). — 

Es sind nunmehr diejenigen Formen zu untersuchen, bei denen 
der repräsentierende Halbkreis eime elliptische Kante der Pentaeder- 
teilung ist. Unter den acht dem Doppelpentaeder (1) pg. 457 zuzu- 
rechnenden Kanten stehen aber sechs in parabolischen Punkten auf 
der &-Ebene und kommen somit für uns nicht in Betracht. Die beiden 
rückständigen Kanten haben dagegen die Fusspunkte: 


—1H+iy3 +YV3 +i 

Se it und A g — Er 
Hier werden wir also, falls wir uns auf primitive Formen beschränken, 
auf die beiden zu D = — 3 bez. D = 4+ 3 gehörenden Formen 


(2, 1, 2) und (2, — i, — 2) geführt. Diese Formen (und natiirlich die 
mit ihnen äquivalenten) sind die einzigen Dirichlet schen Formen nicht- 
quadratischer Determinante, welche ausser durch die Substitutionen je der 
oben schon als zugehörig gewonnenen cyclischen Gruppen noch durch 
elliptische Substitutionen in sich transformiert werden. Dabei handelt es 
sich im Einzelfalle um eine eyclische elliptische G}, der Ordnung drei. 
Mit der eycelischen Gruppe Ge, welche man im vorliegenden Falle 
leicht als Ayperbolisch erkennt, vereinigt sich diese G, zu einer Nicht- 
rotabionsgruppe mit zwei Grenzpunkten, wenn wir die pg. 234 gebrauchte 
Bezeichnung beibehalten; letztere Gruppe liefert dann sämtliche Sub- 
stitutionen der vorliegenden Form in sich. — 

Endlich sind noch einige besondere Formgattungen von Interesse 
zu nennen. 

Erstlich betrachten wir den Fall, dass der repräsentierende Halb- 
kreis von (a, b, c) cine zur Periode zwei gehörende elliptische Kante der 


— — 


*) Vergl. übrigens die Entwicklungen bei Dirichlet, 1. c. 8 13 und 14. 
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Pentaederteilung senkrecht schneidet. Das einzelne Pentaeder hat sechs 
derartige Kanten; es sind dies diejenigen Kanten, welche in para- 
bolischen Punkten endigen. Durch Ausübung der zugehörigen ellip- 
tischen Substitution wird der repräsentierende Halbkreis unter Um- 
legung seiner Pfeilrichtung in sich übergeführt. Man erkennt darauf- 
hin sofort, dass es sich hier um alle diejenigen Formelassen handelt, 
welche sich selbst invers sind. Der reprüsentierende Halbkreis trägt 
hier unendlich viele äquidistante elliptische Fixpunkte, unter denen je 
zwei auf einander folgende eine „Periodenhälfte“ einschliessen. Die 
gesamten Substitutionen der Picard’schen Gruppe, welche vorliegende 
Form (a,b, e) in sich oder in (— a, — b, — ec) transformieren, bilden 
eine Gruppe, die man als „Ayperbolische“ oder „loxodromische Dieder- 
gruppe“ zu benennen hat (cf. pg. 346). Bei allen nicht-quadratischen 
Determinanten D kommen Formelassen dieser Art vor; z. B. gehören 
hierher stets die von (1, 0, — D) gelieferten „Hauptelassen“ Man 
vergl. übrigens die Beispiele .des vorigen Paragraphen. 


Zweitens müssen wir noch des Falles gedenken, dass der reprä- 
sentierende Halbkreis von (a, b, c) entweder in einer Symmetrichalbkugel 
der Penlaederteilung gelegen ist oder aber eine und damit gleich unendlich 
viele solche Halbkugeln orthogonal trifft. Hier werden wir zum Begriff 
der ambigen Form geführt und gewinnen somit zwei verschiedene Gat- 
tungen von ambigen Formen (a, b, e). Die zur einzelnen ambigen Form 
gehörige cyclische Gruppe ist Ayperbolisch und ist innerhalb der Picard- 
schen Gruppe zweiter Art selber durch Spiegelungen erweiterungsfähig. 
Für die erste Gattung ambiger Dirichlet’scher Formen liefern die in- 
definiten Gauss’schen Formen Beispiele, für die zweite Gattung aber 
die definiten. 


* 
S 7. Reductionstheorie der indefiniten Hermite’schen Formen. 


Eine indefinite Hermite’sche Form (a, bi, bs, €) deuteten wir oben 
(pg. 455 u. f.) durch die mit einem geeigneten Pfeile versehene auf der 
&-Ebene orthogonal aufstehende Halbkugel: 


(1) det) HE 2 te 0. 


Bei der Begrilfsbestimmung der „redueierten“ Formen verfahren 
wir hier analog wie oben: Die indefinite Ilermite'sche Form (a, bi, ba, ©) 
heisst „reducieri“, falls ihre repräsenticrende Halbkugel ein endlich aus- 
gedehntes Flächenstiück mit dem Ausgangsraum der unimodılaren Picard- 
schen Gruppe gemein hat. Die repräsentierende Halbkugel ist somit 


entweder eine derjenigen Seitenfllächen des Doppelpentaeders (1) pg. 457, 
su” 
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welche letzterem zuzurechnen ist, oder sie durchschneidet dieses Doppel- 
pentaeder in einem Oberflächenstück von nicht-verschwindenden Inhalt. 

Da es sich wegen D>0O in (1) um eine Kugel mit nicht-versch win- 
dendem Radius handelt, so folgert man unmittelbar: Jede indefinite 
Form (a, b,, bz, €) ist in eine mit ihr äquivalente reducierte Form 
transformierbar. 

Bei der weiteren Ausführung der Reductionstheorie ist es vielfach 
zweckmässig, diejenigen redueierten Formen für sich zu behandeln, 
deren repräsentierende Halbkugeln Seitenflächen des Ausgangsrauns 
sind. Es giebt nur zwei inäquivalente Halbkugeln (Halbebenen) dieser 
Art; und wir können als solche die Halbebene 7 — O und die Halb- 
kugel des Radius 1 um &=0 wählen. Die beiden zugehörigen „pri- 
mitiven“ Formen sind (0, 0, 1, 0) und (1, 0, 0, — 1); und selbstver- 
ständlich gehören hierher auch alle „imprimitiven“ Formen, welche aus 
jenen beiden durch Zusatz von Factoren hervorgehen. Die Determinante 
der primitiven Formen ist beide Male D.= 1. 

Abgesehen von den eben gemeinten Fällen liegt nun bei der re- 
präsentierenden Halbkugel einer reducierten Form (a, bi, ba, e) stets 
eine eigentliche Durchdringung des Ausgangsraumes vor. Um aber 
daraufhin die Reductionsbedingungen arithmetisch zu formulieren, hat 
man zu unterscheiden, ob der erste Coefficient a verschwindet oder nicht. 

Ist a = 0, so stellt (1) eine Ebene dar. Damit diese den Aus- 
sangsraum durchdringt, müssen sich unter den vier nieht-parabolischen 
Ecken dieses Bereiches zwei angeben lassen, welche zu verschiedenen 
Seiten der Ebene (1) und nicht auf derselben gelegen sind. Ziehen 
wir die Coordinaten jener Ecken heran, so folgt: Eine indefinite Form 
(a, bi, b,, ec) mit a = Q ist stets und nur dann reduciert, wenn unter 
den vier ganzen Zahlen: 


2 b +6 at; ne, — b — bh +e 


wenigstens eine <O und zugleich wenigstens eine > O ist. 

Ist aber a Z0, so hat man in (1) eine eigentliche Halbkugel. 
Soll dieselbe den Ausgangsraum durchdringen, so muss vor den vier 
eben schon benutzten Eeken des Ausgangsraumes wenigstens eine im 
Innern der Halbkugel liegen. Mithin ergiebt sich: Eine indefinite 
Hermitesche Form (a, b,, b,, e) mit aZ O ist stets und nur dann re- 
duciert, wenn von den vier ganzen Zahlen: 


(3) a E ab t ac, a tabi aber 


wenigstens eine <Q ist. 
Die arithmetische Formulierung der Reductionsbedingungen spielt 
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hier wieder dieselbe Rolle, wie bei den vorhin betrachteten Formen. 
Wir können vermöge dieser Bedingungen den Satz zeigen, dass bei 
gegebener Determinante D die Anzahl reducierter indefiniter Formen und 
demnach auch die Classenanzahl eine beschränkte ist. 

Ist nämlich a = 0, so haben wir wegen D = b? + b,? bei ge- 
gebenem D eine beschränkte Anzahl von Zahlenpaaren b,, bə. Beim 
einzelnen Paare b,, b, ist alsdaun c in endliche Grenzen eingeschlossen, 
da unter den Ausdrücken (2) jedenfalls einer >O und einer <0 
sein muss. 

Ist hingegen a Z O und eine der beiden ersten Zahlen (3) negativ, 
so ersetze man ac durch (b? + b} — D) und hat wenigstens für eines 
der beiden fraglichen Zeichen: 


a + ab +b? +L? <D. 
Diese Ungleichung setzt man leicht in die Gestalt um: 
(2a + bY + 3b, + 4b < 4D 


und erkennt hieraus, dass bei gegebenem D die ganzen Zahlen a, b,, b, 
nur auf endlich viele Weisen gewählt werden können. Mit D,a, b,, bə 
ist aber c eindeutig bestimmt. Ist schliesslich eine der beiden letzten 
Zahlen (3) negativ, so gilt eine der Ungleichungen: 


Gab tu’ + Eh” +2? a AD. 


Die Discussion derselben führt wieder zum gewünschten Ergebnis, so 
dass der Satz von der Endlichkeit der Reduciertenanzahl bei gegebenem 
D für jeden Fall bewiesen ist. — 

Auf Grund der vorstehenden Ergebnisse können wir nun auch 
für die indefiniten Hermite’schen Formen einen „Algorithmus der con- 
tinwerlichen Reduction“ entwickeln. 

Bleiben auch hier der bequemeren Sprechweise halber die zu den 
Seitenflächen des Ausgangsraumes gehörenden Formen zunächst aus- 
geschlossen, so wird die repräsentierende Halbkugel einer einzelnen 
indefiniten Form (a, b,, b, c) unendlich viele Doppelpentaeder der 
Halbraumteilung durchsetzen. Die Oberfläche der Halbkugel erscheint 
dabei ihrerseits von einem Netze unendlich vieler Kreisbogenpolygone 
mit drei, vier oder fünf Seiten bedeckt, wobei sich diese Kreisbogen- 
polygone gegen jeden Punkt des in der -Ebene gelegenen Randes 
der Halbkugel in unendlicher Zahl zusammendrängen. 

Jedes dieser Kreisbogenpolysgone liefert vermöge seiner Rückver- 
legung in den Ausgangsranım eine Substitution, welche die vorgelegte 
Form in eine mit ihr äquivalente reducierte Form transformiert; und 
wir gelangen auf diese Weise zugleich zu allen reducierten Formen 
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der N Classe. Aber wir erkennen hier vor allem einen 
„nelzartigen Zusammenhang“ aller dieser redueierten Formen; denn cin 
soleher ist durch die Art der Auflagerung der Kreisbogenpolygone 
auf der repräsentierenden Halbkugel der Form (a, bı, bz, c) unmittel- 
bar gegeben. 

Der Process der continwierlichen Reduction wird nun darin be- 
stehen, dass wir den so erkannten Zusammenhang der redueierten 
Formen resp. ihrer im Ausgangsraume gelegenen Kugelsegmente wirk- 
lich herstellen. Man wird offenbar das einzelne solehe Kugelober- 
flächenstück in die drei bez. vier oder fünf benachbarten Doppelpenta- 
cder fortsetzen und die hier anzutreffenden Kugelsegmente in den 
Ausgangsraun zurückverlegen. Auf diese Weise gewinnt man mit 
jener ersten redueierten Form als „benachbart“ gewisse drei bez. vier 
oder fünf weitere redueierte Formen und kann durch Fortführung dieser 
Operation zu jeder redueierten Form der Classe gelangen. 

Die bei diesem Process zu verwendenden Substitutionen sind im 
allgemeinen wieder nur die fünf unter (3) pg. 461 namhaft gemachten 
Erzeugenden S, 7’t!, U, V der unimodularen Picard’schen Gruppe. Nur 
falls die Halbkugel einer einzelnen reducierten Form durch eine der 
acht Kanten des Ausgangsraumes hindurehläuft, wird zur Berechnung 
der betreffenden benachbarten Form eine der nachfolgenden acht Sub- 
stitutionen auszuüben sein: 
stH=(} T yri = (? "H su-(} A 

0, — i’ 0, —W’ T bie 


1, 0) (8 
m+ ne e : 
W (71 1/7 a N ap 


Es sind dies acht unter den zwölf bereits bei den Dirichlet’schen For- 
men (pg. 462) an entsprechender Stelle erwähnte Substitutionen. 

Die so gewonnenen Anschauungen combinieren wir nun mit dem 
Satze von der Endliehkeit der Ieduciertenanzahl bei gegebenem D. 
Es entspringt unmittelbar der wichtige Satz: Der Process der continwier- 
lichen Reduction führt von einer ersten reducierten Form stets nur zu 
„endlich vielen“ weiteren reducierten Formen der gleichen Classe. Is er- 
giebt sich so für jede Classe indefiniter Hermite scher Formen ein bestimmtes, 
vollständig geschlossenes „Netz redueierter Formen‘, welches offenbar das 
Analogon der „Periode reducierter Dirichlet'scher Formen“ vorstellt. 

Man erkennt nun ohne Mühe, dass die erhaltenen Ergebnisse auch 
bei denjenigen Formen in Kraft bleiben, die zu den Seitenflächen des 
Ausgangsraumes gehören. Es entspringt auch hier ohne weiteres eine 
Einteilung der einzelnen Halbkugel in Kreisbogendreiecke bez. -vier- 


(4) 
| 
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ecke, welche die gleiche Bedeutung für die eontinuierliche Reduction 
der jetzt gemeinten Formen besitzen, wie wir sie soeben allgemein kennen 
lernten. Man hat dabei nur jedesmal von den genauen Vorschriften 
Gebrauch zu machen, welche über die Zugehörigkeit der Seitenflächen 
zum einzelnen Doppelpentaeder entscheiden. — 

Die Frage nach der Äquivalenz zweier indefiniten Hermite’schen 
Formen gleicher Determinante erledigt sich nun in bekannter Weise. 
Man muss von den beiden gegebenen Formen etwa unter Vermittlung 
der Halbraumteilung zu je einer reducierten Form übergehen und von 
hier aus durch den Process der continuierlichen Reduction die ganzen 
Netze reducierter Formen herstellen. Die gegebenen Formen sind stets 
und nur dann Äquivalent, wenn diese Netze identisch sind. 


$ 8. Die reproducierenden Gruppen der indefiniten Hermite’schen 
Formen. 


Es gilt nun zweitens, alle diejenigen Substitutionen anzugeben, 
welche eine vorgelegte indefinite Hermite’'sche Form (a, bi, bə, ce) in 
sich transformieren. Hierbei handelt es sich um die Gruppe aller 
derjenigen Substitutionen der unimodularen Pieard’schen Gruppe, welche 
die repräsentierende Halbkugel der Form (a, bi, ba, c) samt ihrer 
Pfeilrichtung in sich überführen. Diese Untergruppe, welche in der 
Folge häufig genannt werden wird, bezeichnen wir abkürzend als die 
„reprodueierende Gruppe“ der Hermite'schen Form (a, bi, ba, ec). Wir 
erkennen in ihr eine eigentlich discontinuierliche Hauptkreisgruppe, welche 
sich auf die repräsentierende Halbkugel der Form (a, bi, ba, c) bezicht, 
und welche den Grundkreis dieser Halbkugel zum Hauptkreise hat. Hier- 
mit haben wir einen ersten unter den in der Einleitung (pg. 447) 
gedachten Ansätzen zur „arithmetischen“ Definition von Hauptkreis- 
gruppen gewonnen. 

Die genauere Theorie der reproducierenden Gruppen der indef- 
niten Formen (a, b,, bẹ, c) wird durch die Entwicklungen des vorigen 
Paragraphen begründet. 

Auf der repräsentierenden Halbkugel wurde durch die Pentaeder- 
teilung des Halbraums ein Netz von Polygonen ausgesehnitten, welche 
uns oben die reducierten l"ormen der Classe heferten. Aber die An- 
zahl dieser letzteren Formen ist endlich, sagen wir etwa gleich v. Es 
folgt sofort: Der Discontinuitätsbercich Py der reproducierenden Gruppe 
lässt sich als Complex von v Kreisbogenpolygonen der eben gemeinten Art 
darstellen. Wir wollen die letzteren als die „Teilpolyyone“ des Be- 
reiches /, benennen. Die Randeurven der Teilpolygone und damit 
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des Bereiches P, sind Kreisbogen, welche gegen den Hauptkreis senk- 
recht gerichtet sind. Natürlich stellt P,, wie alle Discontinuitäts- 
bereiche von Hauptkreisgruppen, einen einfach zusammenhängenden 
Bereich dar*). 

Aus der Endlichkeit der Anzahl v der Teilpolygone folgt, dass P; 
nur endlich viele Seiten hat. Da ferner die Teilpolygone sich gegaı 
jeden Punkt des Hauptkreises in unendlicher Zahl zusammendrängen, 
so wird dasselbe von den Discontinuitätsbereichen Po, Pi, Pa, --- 
selten. Es folgt somit der Satz: Die reproducierende Gruppe einer in- 
definiten Hermite'schen Form ist eine Hauptkreisgruppe von „endlichem‘“ 
Charakter (p, n), welche auf dem Hauptkreise selber „uneigentlich“ discon- 
tinuierlich ist. 

Aquivalente Formen (a, bi, bs, c) und (a, by, bè c) liefern re- 
producierende Gruppen der gleichen „Classe“, welche als in einander 
transformierbar für den Standpunkt der Invariantentheorie (pg. 335 ff.) 
als nicht verschieden gelten. Wir werden demnach z. B. nur reducierte 
Formen auf ihre reproducierenden Gruppen zu untersuchen brauchen. 
Die Gruppen der übrigen Formen sind von hier aus einfach durch 
Transformation zu gewinnen. 

Letztere Bemerkung ist für die Aufstellung eines Systems von er- 
zeugenden Substitutionen der einzelnen reproducierenden Gruppe wichtig. 
Auch hier ist der Aufbau des Polygons P, aus seinen v Teilpolygonen 
fundamental. Der Process der continwerlichen Reduction liefert die 
Substitutionen, welche den Fortgang vom einzelnen Teilpolygon zu 
den benachbarten vermitteln. Indem wir diese Substitutionen nach Vor- 
schrift der Reihenfolge der Teilpolygone combinieren, gelangen wir zu den 
Erzeugenden der reproducierenden Gruppe. — 

Die Äquivalenztheorie der Hermite’schen Formen positiver Deter- 
minante ist hiermit in den Hauptpunkten zu Ende geführt. Indes 
möge hier noch eine Reihe weiterer Ausführungen von Interesse an- 
gefügt werden. 

Erstlich bemerken wir, dass wir das Polygonnetz der reprodu- 
cierenden Gruppe statt auf der repräsentierenden Halbkugel der Form 
aueh in der &- Isbene, und zwar ausserhalb oder innerhalb des Grund- 
kreises jener Halbkugel lagern können. Es handelt sich dabei um 
eime Projection der Halbkugel auf die &-Ebene durch Halbkreise, welche 
sowohl auf der Halbkugel wie der &-Ebene senkrecht verlaufen. Der 


o — 


*) Vergl. bierzu die in 1,2 und 1,3 entworfene allgemeine Theorie der 


Discontinuitätsbereiche hyperbolischer Rotationsgruppen, sowie auch die Aus- 
führungen pg. 277 u f. 
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einzelne Punkt der Halbkugel liefert sonach zwei Punkte der ¢- Ebene, 
welche bezüglich des Grundkreises der Halbkugel, d. i. Hauptkreises der 
Gruppe einander symmetrisch sind. 

Es ist nicht gänzlich gleichgültig, ob wir das Polygonnetz in der 
ursprünglichen oder der neuen Gestalt benutzen. Ein Unterschied tritt 
z. B. bei den „sich selbst inversen“ Formcelassen hervor. Soll eine in- 
definite Form (a, b,, b, c) mit ihrer inversen Form (—a, —b,, —b,, —c) 
äquivalent sein, so giebt es in der unimodularen Picard’schen Gruppe 
(erster Art) eine und damit gleich unendlich viele Substitutionen, 
welche den Hauptkreis unter Umlegung der Pfeilrichtung i in sich aiser 
führen. Die einzelne dieser toren wird in ie -Ebene das 
Innere des Hauptkreises mit dem Äusseren austauschen; indessen trans- 
formiert sie die repräsentierende Halbkugel in sich selbst, und zwar 
unter Umlegung der Winkel. 


Das einfachste hierher gehörige Beispiel liegt vor, falls die re- 
präsentierende Halbkugel durch eine zur Periode zwe eig &hörende ellip- 
tische Axe ut. Hier sind dann die Hussprtikto der Axe 
die Fixpunkte der fraglichen elliptischen Substitution. Für die Halb- 
kugel gewinnt diese Substitution ersichtlich den Charakter einer Opera- 
tion zweiter Art, indem sie eine Spiegelung an der ebeu genannten 
Axe vorstellt. 


Es folgt aus d@ser Betrachtung der Satz: Bei einer mit ihrer 
inversen Form üquwivalenten indefiniten Hermite'schen Form bilden alle 
in der unimodularen Picard’schen Gruppe erster Art enthaltenen Sul- 
stitutionen, welche die Form entweder in sich oder in ihre inverse trans- 
formieren, eine Gruppe, in welcher die reproducierende Gruppe der Form 
eine ausgezeichnete Untergruppe des Index zwei ist. Die umfassendere 
Gruppe ist nach der Sprechweise von pg. 132 als eine Gruppe des „zweiten 
Typus“ zu bezeichnen; doch hat sie auf der repräsentierenden Halbkugel 
den Charakter einer Gruppe „zweiter Art“. Dass diese beiden Gruppen- 


arten nicht wesentlich von einander verschieden sind, wurde bereits 
pg. 141 bemerkt. — 


Neben die sich selbst inversen Classen treten auch hier die am- 
bigen Formelassen bez. Formen. In dieser Hinsicht ist folgende De- 
finition an die Spitze zu stellen: Verläuft die repräsentierende Halbkugel 
einer indefiniten Form (a, b,, b,, c) orthogonal ç gegen eine (nnd damit 
gegen unendlich viele) Symmetrichalbkugel der Pentacderteilung des Halb- 
ranumes, so heisst die betreffende Form „ambig“. Der besondere Charakter 
der bezüglichen reproducierenden Gruppe ist unmittelbar evident: Die 
reproducierende Gruppe einer ambigen indefiniten Form (a, bi, ba, ©) ye- 
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stattet die Erweiterung durch Spiegelungen auf eine Gruppe zweiter Art”), 
Dieser Charakter der Gruppe liegt dann sowohl auf der repräsentierenden 
Halbkugel wie in der &-Ebene vor. — | 

Eine gleichfalls wichtige Gruppenerweiterung gründet sich auf die $ 
Hinzunahme von Substitutionen der Determinante d, welche übrigens 
die Bauart der bisher verwendeten &-Substitutionen bewahren. Die 
damit entspringende „erweiterte“ Picard’sche Gruppe erster Art, in 
welcher die „unimodulare“ eine ausgezeichnete Untergruppe des Index 
zwei ist, wurde gleichfalls oben (pg. 77 f.) auführlich untersucht und 
hatte ein durch die Bedingungen (6) pg. 85 festgelegtes „Doppeltetra- 
eder“ zum Diseontinuitätsbereich. 

Die hier hinzukommenden Substitutionen liefern nach der Ver- 
abredung von pg. 453 „im erweiterten Sinne“ äquivalente Hermite’sche 
Formen; die Determinanten zweier solcher Formen erwiesen sich als 
leich. Man hat nun hier offenbar folgende Alternative: Eine einzelne 
Yormelasse der Determinante D wird sich bei Ausübung einer der 
neuen Transformationen entweder mit einer zweiten Classe der gleichen 
Determinante permutieren oder sie wird hierbei in sich selbst trans- 
formiert. Im ersten Falle sind die zu jenen beiden Classen gehörenden 
reprodueierenden Gruppen innerhalb der erweiterten Picard'schen Gruppe 
gleichberechtigt, im zweiten Falle ist die reproducierende Gruppe »selber 
der Erweiterung durch Zusatz von Substitulionen der Determinante i 
fähig. Wir wollen dann zwischen einer „erweiterten“ und einer uni- 
modularen“ reprodueierenden Gruppe (erster Art) unterscheiden; natür- 
lich ist diese in jener als ausgezeichnete Untergruppe des Index zwei 
enthalten. — 


Eine besondere Bedeutung hat die Frage nach dem Auftreten 
parabolischer Substitutionen innerhalb der einzelnen unserer reprodu- 
cierenden Gruppen. Man nennt zwei Gruppen „commensurabel“, wenn 
sie entweder direct oder nach geeigneter Transformation der einen 
Gruppe eine Untergruppe gemein haben, welche innerhalb beider 
Gruppen endlichen Index hat**). Wir werden später zeigen können, 
dass die reprodueierende Gruppe einer indefiniten Hermite'schen Form 
stets und nur dann mit der gewöhnlichen Modulgruppe commensurabel 
ist, wenn sie parabolische Substitutionen enthält. 




























*) Die beiden bei D = 1 eintretenden Classen, deren repräsentierende Halb- 
kugeln die Synımetriehalbkugeln der Pentaederteilung selbst sind, wird man gleich- 
falls ambig nennen. Doch sind diese Classen als zu particulär nicht mit in die 
Definition des Textes aufgenommen. 

**) Siehe die Fussnote pg. 190. 
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or 


Nun werden parabolische Substitutionen vorkommen oder nicht, 
je nachdem der auf der reprüsentierenden Halbkugel gelagerte Dis- 
continuitätsbereich der reprodueierenden Gruppe mit einer oder mehreren 
Spitzen bis zur &-Ebene herabreicht oder gänzlich vom Rande der 
Halbkugel fernbleibt. Aber der erste oder zweite dieser Fälle tritt 
ein, je nachdem der Grundkreis der Halbkugel durch parabolische, 
d. i. rationale Punkte der &- Ebene iiile oder nicht. 


Man setze daraufhin £ = Z, n= 2 und hat alsdann zufolge (1) 


pg. 454 als Gleichung des Grundkreises: 

(1) aa + ay? + e? — 2byz + 2b zz = 0. 

Es werden parabolische Substitutionen stets und nur dann vorkommen, 
wenn diese Gleichung sich durch ein Tripel rationaler ganzer Zahlen 
£, y, 2 auflösen lässt. Für a= 0 ist die Existenz einer solchen Lö- 
sung sogleich evident. Ist aŽ0, so führe man die letzte Gleichung 
durch il fiontion mit a über in die Gestalt: 


(ax + biz + (ay — baf — D2 = 0. 
Ist nun d? das grösste in D aufgehende Quadrat einer ganzen ratio- 
nalen Zahl, so schreibe man D = d? . D, und setze übrigens: 


ax + bz = X, ay— b: =Y, dz= Z. 


Es sind dann mit z, y, z auch X Y Z ganze rationale Zahlen. und 
? Y, ? ? fe) 2 
letztere genügen der Gleichung: 


(2) Be 2o. 


Umgekehrt liefert eine ganzzahlige Lösung dieser Gleichung stets ein 
Tripel rationaler, damit aber auch ein solches ganzer rationaler Zahlen 
t, Y, z, welche die Gleichung (1) befriedigen. 
Die Frage nach der Lösbarkeit der Gleichung (2) in ganzen, nicht 
durchgängig verschwindenden Zahlen wird nun durch einen bekannten 
Satz der Zahlentheorie*) beantwortet. Die leicht als notwendig er- 
kennbare Bedingung, dass nämlich — 1 quadratischer Rest von D 
ist, ist auch hinreichend für die Existenz einer ganzzahligen Lösung. 
Es wird aber — 1 stets und nur dann quadratischer Rest von D, sein, 
wenn iu D, keine Primzahl der Gestalt (4% + 3) enthalten ist. Hs 
gilt also der Satz: Ob in einer einzelnen reproducierenden Gruppe para- 
bolische Substitutionen vorkommen oder nicht. hän gt allein vom Zahlıwert 
der zugehörigen Determinante D ab; die Gruppe wird stets, aber auch 





— e 


f *) Cf. Dirichlet-Dedekind, „Vorlesungen über Zahlentheorie“ (1° Aufl.). 
u eig, 1394, pg. 432. 


| 
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nur dann von parabolischen Substitutionen frei sein, wenn in D wenigstens 
eine Primzahl von der Gestalt (Ah + 3) in ungerader (höchster) Potenz 
enthalten ist. 

Übrigens bemerken wir, dass die indefiniten Hermite'schen Formen 
für die Theorie der Hauptkreisuntergruppen innerhalb der Picard’schen 
Gruppe in demselben Umfange erschöpfend sind, wie die Dirichlet schen 
Formen für die cyelischen Untergruppen. Es gehört nicht nur zu jeder 
indefiniten Form (a, bi, ba, c) eine Hauptkreisuntergruppe; sondern 
wir werden am Ende des Kapitels zeigen können, dass auch umge- 
kehrt zu jeder solchen Untergruppe eine indefinite Hermite’sche Form 
gehört. — 

Zum Schlusse kommen wir noch einmal auf die geschichtliche 
Entwicklung der hier entwickelten Theorie zurück. 

Es ist hier zunächst neben den pg. 92 u. f. angegebenen Literatur- 
nachweisen noch eine Abhandlung Picard’s über indefinite Hermite’sche 
Formen zu nennen”). Diese Arbeit ist als eine directe Fortsetzung 
von Hermite’s ursprünglichen Untersuchungen (in Bd. 47 von Crelle’s 
Journal) anzusehen, welche letztere die indefiniten Formen (a, b, , bz, €) 
unerledigt liessen. Die Reduction der indefiniten Formen wird von 
Picard a. a. O. vermöge eines von Hermite herrührenden Princips auf 
diejenige der definiten Formen zurückgeführt. Dieses Princip, welches im 
nächsten Kapitel bei den ternären Formen noch ausführlich zur Geltung 
kommt, lässt sich unter Gebrauch unserer geometrischen Sprechweise 
folgendermassen bezeichnen: Eine positive Hermitesche Form soll als 
einer gegebenen indefiniten Form „associtert“ bezeichnet werden, wenn der 
repräsentierende Punkt jener Form auf der Halbkugel dieser letzteren ge- 
legen ıst**). Eine indefinite Form heisst alsdann redueiert, wenn sich 
eine ihr assoeiterte definite Form angeben lässt, welche reduciert ist. Wie 
sich auf Grundlage dieses Ansatzes der Process der continuierlichen 
Reduction einführen lässt, werden wir gleichfalls im nächsten Kapitel 
zu erläutern haben. Dieser Process spielt denn auch bei Hermite und 
Picard l. c. eine sehr wesentliche Rolle; doch sei daran erinnert, dass 
der Ursprung des fraglichen Processes in Gauss „Disquisitones arith- 
meticae“ zu suchen ist***). 

Es ist nun sofort evident, dass die hier befolgte und auf St. Smith 


*) „Mémoire sur les formes quadratiques binaires indefinies“, Annales de 
l'école normale, série 3, Bd. 1 pg. 9 ff. (1884); siehe auch die voraufgehenden 
Notizen ın den Comptes rendus, Bd. 96 pg. 1779 und Bd. 97 pg. 745 (1883). 

**) Es treten wegen der Determinante der associierten Form noch weitere 
Vorschriften hinzu, die indessen im Texte nicht weiter in Betracht kommen. 

***) Siehe z. B. Art. 184 der „Disquis. arithm.“, 
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zurückgehende Methode der Definition reducierter indefiniter Formen 
sachlieh zu denselben Ergebnissen führt, wie der Hermite'sche Ansatz 
(gleiehe Reductionsbedingungen der definiten Formen vorausgesetzt). 
Gleichwohl muss das Smith’sehe Prineip, die Definition der redueierten 
indefiniten Formen unabhängig von den definiten auf eine entwiekelte 
Theorie der Gruppen und Discontinuitätsbereiche zu gründen, gegen- 
über Hermite als ein sehr wichtiger Schritt angesehen werden, welche 
einen weit durehsichtigeren Aufbau der Äquivalenztheorie indefiniter 
Formen lieferte. Übrigens gebührt Biauchi das Verdienst, die Smith’sche 
Methode auf die Dirichlet’schen und Hermite’schen Formen ausgedehnt 
zu haben”). 


$ 9. Die reproducierenden Gruppen der zur Determinante D=5 
gehörenden Hermite’schen Formen. 


Die einfachsten Beispiele zur Erläuterung der Entwicklungen der 
beiden letzten Paragraphen würden uns diejenigen Formeclassen liefern, 
deren repräsentierende Halbkugeln die Symmetriehalbkugeln der Penta- 
ederteilung sind. Aber es zeigt sich, dass wir hier nur erst zu sehr 
einfachen Verhältnissen gelangen: man wird nämlieh nur zu zwei ver- 
schiedenen reproducierenden Gruppen geführt, von denen die eine die 
gewöhnliche Modulgruppe, die andere die Gruppe des Kreisbogendreiecks 


der Winkel Z To O ist. Wir werden später Gelegenheit finden, diese 


2 J 
letztere Gruppe direet zu untersuchen und verweilen demnach hier bei 
den fraglichen Beispielen nicht länger. — 

Der Behandlung lehrreicherer Beispiele senden wir erst noch 
einige auf die hier durehzuführenden numerischen Rechnungen bezüg- 
liche Bemerkungen voraus. 

Zuvörderst kann man sich bei gegebenem D nach den Vorschriften 
von pg. 468 eine Tabelle der reducierten Formen aufstellen. 

Für die einzelne hierbei eintretende Halbkugel: 


(1) ee EN, — 28,7 Fam 

ist alsdann der Schnitt mit dem Ausgangsraume der unimodularen 
Picard’schen Gruppe erster Art festzustellen. Die fünf Seitenflächen 
des Ausgangsraums correspondieren den fünf Erzeugenden S, 7, 71, 
U, V und sollen in dieser Folge durch Nummern 1 bis 5 unterschieden 
werden. Die Gleiehungen dieser Flächen sind der Reihe nach: 


j 1 t 1 t) a 9 
(2) n= 0, E E "p, S+Y+t-=l, 1=%,: 


drre 


| 


+) Vergl. die zweite der pg. 93 citierten Abhandlungen. 
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Die Randeurven des im Ausgangsraum gelegenen Segmentes der 
Kugel (1) sollen entsprechend durch Nummern 1 bis 5 bezeichnet werden, 
je nachdem sie von der ersten, u. s. w. Seite (2) geliefert werden. 


Die Halbkugel (1) kann aber insbesondere durch eine der acht 
Kanten des Ausgangsraums hindurchlaufen. Indem wir dann die 
Nummern der beiden beteiligten Seitenflächen in eine Klammer neben 
einander stellen, brauchen wir die Symbole (1, 2), (1, 3), ... zur Be- 
zeichnung der Kanten und damit zugleich der bezüglichen Seiten des 
auf der Halbkugel (1) gelegenen Schnittpolygons. 

Bei den fraglichen Kanten treten an Stelle der Erzeugenden S, T, ... 
die unter (4) pg. 470 angegebenen Substitutionen. Übrigens sind diese 
acht Kanten nicht gleichberechtigt. Drei unter ihnen, nämlich (2, 4), 
(3, 4) und (4, 5), gehören zu elliptischen Substitutionen der Periode 
drei; hier haben wir gewöhnliche Seiten der Teilpolygone. Die fünf 
anderen Kanten (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 5), (8, 5) gehören zur Periode 
zwei und liefern demnach Symmetriekreise des auf der Halbkugel (1) 
zu construierenden Polygonnetzes (ef. pg. 473). Über eine solche Seite 
hinaus braucht man das Netz der Teilpolygone nicht fortzusetzen; 
denn jenseits werden sich ja die zu den bisherigen inversen Formen 
in der symmetrischen Anordnung wieder finden. 


Eben diesen selben Charakter als Symmetriekreise gewinnen vor- 
kommenden Falls diejenigen drei Kanten der „Elementarpentaeder“, 
welche die Seiten 1, 4 und 5 des Ausgangsraumes symmetrisch hälften. 
Solchen Symmetrielinien unseres Polygonnetzes erteilen wir die Symbole 
(1), (4), 6). 

Um diese Vorschriften der Anschauung leicht übersichtlich zu 
machen, ist in Figur 160 die senkrechte Projection des Ausgangs- 
raumes auf die -Ebene gezeichnet, wobei als Grundriss ein Rechteck 


mit den Eckpunkten f = a T -- erscheint. Die Seiten- 


flächen 1, 2, 3, 5 projicieren sich hierbei in Gerade (welche die ent- 
sprechenden Nummern tragen), die Fläche 4 hingegen liefert das Innere 
des Rechtecks. Von den Kanten werden 
sich (1), (5), (1, 2), (1, 3), (2, 5), 8, 3) 
in Punkte projieieren, während die fünf 
übrigen Gerade liefern. 

Will man nunmehr das Schnittpo- 
(42) lygon der Halbkugel (1) mit dem Aus- 

sangsraume feststellen, so discutiere man 
zunächst die Frage, ob dieses Polygon eine Seite 4 hat. Die Pro- 
jection einer solchen Seite auf die &-Ebene hat die Gleichung: ] 





(3,5) 1.5) (2,3) 


Fig. 160. 
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(3) DE 2 ta +)=0, 


wie man durch Combination der betreffenden Gleichungen (1) und (2) 
sofort sieht. Eine Seite 4 wird demnach stets und nur dann vor- 
kommen, wenn die in (3) dargestellte Gerade das Rechteck der Figur 160 
schneidet. Ist dies nicht der Fall, so ist das gesuchte Schnittpolygon 
ein Viereck mit vier Seiten 1, 2, 5, 3. In jedem Falle aber wird 
man sich unter Hinzunahme der Lage des Mittelpunktes und des 
Radius der Kugel (1) über den Verlauf des Schnittpolygons leicht 
weiter unterrichten. 

Es soll hier auch allgemein angegeben werden, zu welchen „be- 
nachbarten“ Formen man gelangt, wenn man ein Teilpolygon über 
eine Seite 1, 2, ... verlässt. Ist die erste Form (a, b, b,, c), die 
benachbarte aber (œ, b,', by, c), so hat man in den fünf traglichen 
Fällen nach (3) pg. 461 und (8) pg. 453 folgende Transformationsformeln: 


Loe —-_,, y-—b, d=e, 
Fair, bb =a h, ln, c =a + 2b +c, 
3. a =a, bi =—a +b, by = b, č =a — 2b + c, 
4. d =c, b'f = — b, b =D č = a, 
5 a =a, b’ = — b, b =a — b, č =a — ?b, +c. 


Hieran reihen sich die drei weiteren auf die Kanten (2, 4), (3, 4) und 
(4, 5) bezogenen Transformationsformeln: 


(2, 4). a =a + 2b +e, bi =b +e, b=b, EE, 
8,4 a =a — 2b +e, bi =b — ce, b = hb, C F 
(4, 5) a =a — 2b +e, b = — hb, bs = — b +e, c=e 


Wir gehen nun zum eigentlichen Gegenstande des vorliegenden 
Paragraphen über, nämlich vermöge der eben gegebenen Vorschriften 
die reproducierenden Gruppen der zur Determinante D = 5 gehörenden 
Formclassen näher zu untersuchen. 

Als Hauptform der Determinante D=5 wird man die Form 
(1, 0, 0, — 5) bezeichnen. Die ihr zugehörige „Uauptelasse“ besitzt, 
wie die Durchführung der vorstehend allgemein geschilderten Unter- 
suchungsmethode zeigt, 48S paarweise einander inverse redueierte Formen. 
Eine der beiden symmetrischen Hälften des Netzes ist in Figur 161 
Schematisch wiedergegeben. In die 24 Teilpolygone ist jedesmal die 
bezügliche reducierte Form eingetragen und die Seiten sind überall 
durch ihre Nummern charakterisiert. Eine Seite 2 ist dabei für das 
benachbarte Teilpolygon stets eine Seite 3 und umgekehrt. Die übrigen 
drei Seiten aber behalten jeweils für das benachbarte Teilpolygon ihre 
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Nummer, dem Umstande entsprechend, dass die zugehörigen Sub- 
stitutionen S, U, V von der Periode zwei sind. Daher ist bei diesen 
Seiten jedesmal nur eine Nummer eingetragen. Die offen bleibenden 


À A 
ra 
a 3 
Y (0, -1,2,1) DT 
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32 (102-1) 32 (1-12,0) 
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r (1,2,1,0) S\z (111-3) 32 (101-9) 32 (1-11-3) 3 
5 I 
(1-3,0,-1) 2\3 (4-10,-%) 283 (1,00,-5) (4) 





Fig. 161. 













Randeurven des Netzes werden der Mehrzahl nach von Pentaeder- 
kanten geliefert; sie legen sich zu fünf Symmetrielinien zusammen, 
welche in der Figur durch die Nummern I bis V unterschieden sind. 
Von der noch übrig bleibenden Randeurve ist die eine Hälfte auf die 
andere durch eine Erzeugende der reprodueierenden Gruppe bezogen, 
was durch den in der Figur beigefügten Pfeil angedeutet ist. Die 
vier mit kleinen Kreisen umschlossenen Eckpunkte sind parabolisch; 
das Auftreten solcher Ecken war nach dem Kriterium von pg. 475 
vorauszusehen. l 

Das solcherweise vom Process der continuierlichen Reduction ge- 
lieferte Halbpolygon ist ein Discontinuitätsbereich zweiter Art mit fünf 
Seiten der zweiten Art, nämlich Symmetriekreisen, und zwei Seiten erster 
Art, die unter einem gestreckten Winkel zusammenstossen. Auf welcher 
zur Vormelasse gehörenden Halbkugel wir dies Netz gelagert denken, ist 
an sich gleichgültig; doch werden wir hier am zweckmässigsten die red 
präsentierende Halbkugel der Hauptform (1, 0, 0, — 5) selbst —— 
Figur 161 lehrt alsdann, dass die beiden nicht-parabolischen Ecken des 
Halbpolygons bi &= 4+ 2, = 1, die vier parabolischen aber bei 
g = + 2 4+ i und Ẹ = 4- 1 + 2i gelegen sind. Die Projection durch 
orthogonale Halbkreise liefert in der &-Ebene die beiden in Figur 162 
dargestellten Polygone, welche den Discontinuitätsbereich derjenigen 
in der unimodularen Picard’schen Gruppe erster Art enthaltenen Haupt- 
kreisgruppe des zweiten Typus zusammensetzen, deren Substitutione 
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(1, 0, 0, — 5) entweder in sich oder in (— 1, 0, O, 5) transformieren. 
Die Erzeugenden dieser Gruppe, welche in Figur 162 durch Pfeile 
näher charakterisiert wurden, sind die folgenden: 


fe, 4 EN ae! "i 3 ma 
s-(_,): a) di 2 5 


5; ben Zu 
(2,23), n= i; — 3 3 (I, I 


Es handelt sich hier, wie man sieht, um lauter elliptische Substitutionen 
der Periode zwei, von denen die letzten fünf das Innere des Haupt- 
kreises mit dem Ausseren austauschen. 


(4) 





Fig. 162. 


Um den Discontinuitätsbereich der reproducierenden Gruppe von 

(1, 0,0, — 5) selbst zu gewinnen, können wir uns auf das Innere 
des Hauptkreises beschränken und lagern neben das bisherige Halb- 
polygon etwa längs der iu Figur 161 mit III bezeichneten Seite ein 
mit ihm symmetrisches Halbpolygon, wie dies Figur 163 (pg. 482) an- 
deutet. Das System der in der Figur näher bezeichneten Erzeugenden ist: 
95, wo 
By 

aD 4+5; 10—10: 4—5i, —10— 10i 
(5) Da HE 4—5i —2 42i, 445i 7’ 
1+5i, aa) = E —10— 5i ) 
2+ i, 1—5: a= E —?24i, l+5i 

Vor allen Dingen merken wir den Satz an: Die reproducierenden 
= Gruppen der Hauptelasse der Determinante D = 5 sind Hauptkreis- 
_ gruppen aus der Familie von der Signatur: 


Fricke-Klein, Automorphe Functionen. 1. 31 


Do , 
s=(5 Ob W= nsn = ( 
, =V =( 


= V, v; =( 


4 


| 
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Die Umformung des Bereichs der Figur 163 in ein „kanonisches“ Po- 
lygon wird man leicht ausführen. — 

Das arithmetische Bildungsgesetz der gewonnenen Hauptkreisgruppe 
ist bisher nur erst mittelbar angegeben, und zwar dadurch, dass es 





Fig. 163. 


sich um alle Substitutionen der unimodularen Picard’schen Gruppe 
handelt, welche, in die Gestalt (7) pg. 453 gesetzt, die Form (xz — 5yy) 
in sich transformieren. 

Man kann nun aber die hiermit genannten definierenden Eigen- | 
schaften unserer Substitutionen auch direct in Ansatz bringen und 
findet so, dass wir mit allen Substitutionen zu thun haben, deren Coef- ~ 
ficienten ganze den drei Bedingungen: | 


(6) «ð — By = 1, «ï — 5y =1, «ß=5yòð 











genügende Zahlen aus & sind. Falls keine der Zahlen «, ß, y, Ò ver- ` 
schwindet, folgern wir aus der letzten Gleichung (6), dass ô = e - q, 
B = -5y ist, unter € eine ganze oder gebrochene Zahl aus & ver- 
standen. Die erste Gleichung (6) liefert dann e(a« — 5yy) = 1, so 
dass zufolge der zweiten = 1 ist. Im Falle des Verschwindens von 
ß ist (wegen der letzten und ersten Gleichung (6)) auch y = 0, so 
dass wir auf d=%& zurückkommen; ô und æ können (wegen der zweiten 
Gleichung (6)) dann nicht auch noch verschwinden. 

Es ist hierdurch der folgende Satz bewiesen: Die reproducierende 
Gruppe der Hauptform (1, 0, 0, — 5) besteht aus allen unimodularen 7 
Substitutionen : 

TEE. a 
(7) = y+ a 
mit ganzen complexen dem Körper Q angehörenden Coefficienten «œ, y. 
Hiermit ist der volle Einblick in das arithmetische Bildungsgesetz 


i 
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unserer Gruppe gewonnen; denn dass die fraglichen Substitutionen in 
ihrer Gesamtheit eine Gruppe bilden, ist aus dem blossen Anblick des 
Schemas: 

(e “) E «a u ea +H 57y, Dla + A 

e y, a) Nay Fay, aa tipy 
evident. Übrigens tritt das aufgestellte Gesetz an den Erzeugenden 
(5) direct hervor. — 

Wir köunten nun noch von den möglichen Erweiterungen der 

fraglichen Hauptkreisgruppe handeln. Da (22 — 5yy) durch die Sub- 


stitution s .) in sich trausformiert wird, so gestattet unsere Gruppe 
2 


die Erweiterung durch Zusatz von ¢ = tE, und man stellt etwa auf 
der repräsentierenden Halbkugel ein Polygon der erweiterten Gruppe 
leicht durch Hälftung des oben besprochenen, dem Netze der Figur 161 
entsprechenden Polygones dar. 

Man kann aber gleich noch einen Schritt weiter gehen und auch 
die Spiegelung an der imaginären £- Axe zufügen, welche in der 
Picard’schen Gruppe zweiter Art in der That enthalten ist. Es zer- 
fällt alsdann das eben zuletzt gemeinte Polygon in vier abwechselnd 


TE 


. e. . . Ic 
symmetrische und congrueute Kreisbogenvierecke der Winkel - 


Tt . . . ° . . 
0, , wie dies durch Figur 164 in der Projection auf das Innere des 


Hauptkreises dargestellt ist. Dieser 
Gruppe (0, 4; 2, 2, 4, œœ) werden 
wir im nächsten Kapitel in einem 
anderen Zusammenhange nochmals 
begegnen; wir werden daselbst zeigen 
können, dass sie nicht auch noch in 
einer umfassenderen, gleichfalls eigent- 
lich discontinwierlichen Hauptkreisgruppe als Untergruppe enthalten sein 
kann. — 

Mit der Hauptclasse sind nun noch nicht alle redueierten Formen 
der Determinante D=5 erschöpft. Es bleiben in der That noch 
zwei weitere Formelassen übrig, welche sich jedoch als äquivalent im 
erweiterten Sinne erweisen. Es genüge, dass wir für eine der beiden 
Classen das Netz der reducierten Formen angeben; die Hälfte desselben 
ist in Figur 165 gezeichnet. Wir haben es hier in der That wieder 
mit einer sich selbst inversen Classe zu thun. Aber dem Umstand ent- 
sprechend, dass die vorliegende Classe mit der dritten zu D = 5 ge- 


hörenden Classe im erweiterten Sinne äquivalent ist, wird die zugehörige 
31* 





rig. 164. 
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reproducierende Gruppe sieh nicht durch Zusatz von Substitutionen der 

Determinante i erweitern lassen (cf. pg. 474). 

taei Die in der Figur hin- 

-o  zugefügten Werte von & und 
& beziehen sich auf den Fall, 
dass wir das Netz auf der 
repräsentierenden Halbkugel 
der Form (2, — 1,0, — 2) 
lagern. Es treten dabei, wie 
in der Figur hervorgehoben 
ist, zwei parabolische Ecken 


Gi 


Fo 





K = u 


o 1 TE vs ein. 
Sur, Die unmittelbare arith- 
Fig. 165. metische Definition unserer 
Gruppe in der zu (2, — 1, 
0, — 2) gehörenden Gestalt kann man im Anschluss an (8) pg. 453 
etwa so formulieren, dass es sich um alle Substitutionen der unimo- 
dularen Picard’schen Gruppe handelt, welche die beiden Relationen be- 
friedigen: 
2ea—uy— ya — 2yy = 2, 
2aß — «ð — y — 2y ð = — 1. 
Es scheint aber nicht, dass man das hierdurch gegebene Gesetz durch 
Weiterentwicklung wesentlich durchsichtiger gestalten kann. 


$ 10. Die reproducierenden Gruppen der zur Determinante D = T 
gehörenden Hermite’schen Formen. 


Die entwickelten allgemeinen Ansätze sollen auch noch für den 
Fall der Determinante D = 17 zur Durchführung gebracht werden, da 
sich die bisherigen Beispiele in mehrfacher Hinsicht noch zu elementar 
gestalteten, während für D = 7 z. B. bei Bestimmung der Erzeugenden 
der reproducierenden Gruppe die allgemeinen Regeln von pg. 472 zur 
Geltung kommen werden. 

Da für D= T parabolische Substitutionen nicht auftreten können, 
so treten leicht ersichtlich allein die Reduetionsbedingungen (3) pg. 468 
in Kraft. Mau zählt durch Discussion derselben im ganzen 66 paar- 
weis inverse reducierte Formen ab. 

Knüpfen wir nun an die Hauptform (1, 0, O, — 7) und wenden 
auf sie den Algorithmus der continuierlichen Reduction an, so ent- 1 
spriugt ein Netz, welches bereits aus allen 66 Teilpolygonen zusam- ` 
mengesetzt ist. Somit folgt: Es giebt nur eine einzige Classe indefiniter 
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Hermite'scher Formen der Determinante D = 1, welche als solche mit 
mit sieh selbst invers ist. 


Fig. 1606. 
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In Figur 166 ist die Hälfte des Netzes mit 33 Teilpolygonen 
schematisch hergestellt, und es sind sowohl die reducierten Formen 
überall eingetragen, wie auch die Grenzlinien der einzelnen Teilpoly- 
sone und die Randcurven des ganzen Netzes in der oben (pg. 478) 
verabredeten Art näher bezeichnet. Um jedoch die Figur symmetrisch 
zu gestalten, sind die beiden Teilpolygone der reducierten Formen 
(— 2,0, — 1,3) und (— 2, 0, 1, 3) je in zwei Stücke zerschnitten 
(und zwar vermöge der Symmetrieebene des als Ausgaugsraum die- 
nenden Doppelpentaeders). Man findet diese vier Stücke, welche Vier- 
ecke vorstellen, auf der rechten und linken Seite der Figur; sie sind 
durch den mit FV, bezeichneten Pfeil einander zugewiesen. 

Die Seiten des erhaltenen Polygons zweiter Art gehören der Mehrzahl 
nach der ersten Art an. Wir haben hier einmal die beiden schon genannten 
durch den Pfeil V, einander zugeordneten Seiten, sodann aber noch 
drei weitere Paare von Randeurven, welche durch die mit Pi, F, und 
V, bezeichneten Pfeile auf einander bezogen sind. Man wird hier 
überall leicht die Angaben der Figur bestätigen; so z. B. gelangt man 
aus dem Teilpolygon der Form (— 2, 1, — 2, 1) durch Überschreiten 
der Seite 2, d. h. durch Ausüben der bezüglichen pg. 479 angegebenen 
Transformation, in der That in das durch V, zugeordnete Teilpolygon 
der Form (— 2, — 1, — 2, 1). 

Es müssen nun aber notwendig auch Seiten zweiter Art vorkommen, 
und dieses sind die in der Figur durch e, e,, &,e, und e,e, bezeichneten 
Randeurven, wobei die letztere durch ihren Mittelpunkt e, in die beiden 
Stücke ee, und €e, zerlegt wird. Wir haben hier nämlich nicht mit 
Symmetrielinien zu thun; vielmehr ist die Seite e,e, auf ee, und ee, 
auf e,e, zu beziehen. Dabei tritt, dem Charakter der Operation 
„weiter Art entsprechend, jedesmal eine Umlegung der einzelnen Seite 
ein, so dass z. B. die Ecke e, auf e, und e, auf e, bezogen ist. Man 
wird diese Angaben an der Hand der Figur sehr leicht bestätigen; 
es wird z. B. die in der Figur 166 rechts unten lagernde Form 
(1,2, 0, — 5) durch Ausübung der pg. 479 gegebenen Transformation 
(2, 4) in die Form (2, — 1, 0, — 3) übergeführt, welche in der That 
invers zu der am Eckpunkt e, gelegenen Form ist. 

Das Netz der 33 Teilpolygone soll nunmehr auf die repräsen- 
tierende Halbkugel der Hauptform (1, 0, O, — 7) gelagert werden. 
Es wird daselbst em symmetrisch gestaltetes Kreisbogenpolygon mit zehn 
Iscken abgeben; und man stellt leicht fest, dass alle zehn Winkel rechte 
sind. So braucht man z. B. für die bei e, gelegene Ecke nur zu be- 


merken, dass die Kante (2, 4) orthogonal auf der Seite 1 des Doppel- 
pentaeders aufsteht u. s. w. 
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Die Operationen V3, Vz, V3, V, bekommen jetzt eine eindeutig 
bestimmte Bedeutung als Substitutionen, welche die Form (1, 0,0, — 7) 
in sich transformieren. Wir fügen gleich noch die in der Figur nicht 
bezeichneten Substitutionen V, und V, hinzu, welche in der eben ge- 
kennzeichneten Weise e,e, m ee, bez. e,e, in ĉe, transformieren, und 
welche (1, 0, 0, — 7) m (— 1, 0, 0, 7) überführen. Um alsdann aus 
dem Netze der Teilpolygone die Bedeutung von V,, .., V, abzulesen, 


müssen wir, vom Viereck der Form (1, 0, 0, — 7) beginnend, den der 
einzelnen Substitution V; entsprechenden „geschlossenen“ Weg durch 


das Netz legen und die hierbei aneinander gereihten Erzeugenden 
©, T, ... nach Maassgabe ihrer Aufeinanderfolge combinieren. Man 
liest aus Figur 166 direct ab: 

V, = S, Va = VT— UT? UT-? F, 

Re TT COUT SFY, 9,=VSVSTUVSVUTSVST, 
O OUT SVSV, V, = T—(T—, U)VUTSVE K 
hierbei sind die den Kanten (2, 4) und (3, 4) correspondierenden 
Substitutionen kurz (7, U) und (T—1, U) genannt. Das Ergebnis der 
wirklichen Ausrechnung der Erzeugenden Y,,.., V, kleiden wir zu- 
sammen mit den übrigen Resultaten in den nachfolgenden Satz: Die 
Gruppe aller in der unimodularen Picard’schen Gruppe erster Art ent- 
haltenen Substitutionen, welche die Hauptform (1, 0, 0, — T) der Deter- 
minante T entweder in sich oder in ihre inverse Form (— 1, 0, 0, 7) 
transformieren, ist eine Hauptkreisgruppe des zweiten Typus (in der 
&-.Ebene betrachtet), welche folyende sechs Substitutionen als ein System 

von Erzeugenden besitzt: 


Bei, 3 - 5 14 ) = i ) 
(5 — i’ Cg 2, 5—2íi/’ n= l1, 2—21/’ 
_f[2+5, 14 ) zur. TA 
(1) n= 2 2 — 5i’ er Əə + 2i? 
v =( 3 + 24, Dn 
6 \—1—i, —3+2%i 
Die Substitutionen V, V}, V, siud hyperbolisch, und ihre Fixpunkte 
liegen bei: 
E e Ei, =y ri, £ 
auf dem Hauptkreise; V, und V, sind loxodromisch, und ihre (natür- 
lich gleichfalls auf dem Hauptkreise gelegenen) Fixpunkte sind: 


(3) (3 + V5) +i (3 F V5) e m E 


“ENON 
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Hiermit sind zugleich alle Mittel gewonnen, um in der &- Ebene das 
Polygon der vorliegenden Hauptkreisgruppe geometrisch zu constrwieren. 
Dieses Polygon besitzt nämlich in der imaginären -Axe eine Sym- 
metrielinie. Erweitern wir aber mit der Spiegelung V an jener Axe, 
so werden V+1Y, V#1V, V£! V Spiegelungen, deren Syms 
direct die drei Haze der zu V}, Vz, V, gehörenden Randeurven sind. 
Aus (1) berechnet man daraufhin als Gleichen der fraglichen 
Randeurven: 

EHn FSE — 2y 7-0, 94 ne 
a FES Sn un 
Die noch übrig bleibenden Kreise aber sind gleichfalls leicht bestimnı- 
bar; denn man kann für den einzelnen Kreis stets drei Kreise an- 


geben, gegen welche er orthogonal läuft. Die Gleichungen der frag- 
lichen Kreise sind: 


SH) +2E+5=0, 5ER) — 287 + 35 = 0. 
Die genaue Gestalt des Discontinuitätsbereichs „vom zweiten Typus 
ist daraufhin in Figur 167 angegeben. Man hat hier mit einem aus 


« 
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Fig. 167. 


zwei getrennt liegenden und bezüglich des Hauptkreises symmetrischen 
Kreisbogenpolygonen bestehenden Discontinuitätsbereich „erster Art“ 
zu thun. Die Zuordnung der Randcurven ist gegenüber Figur 166 
insofern geändert, dass die Seite ee, jetzt durch die loxodromische 
Substitution V, auf die Seite &,’e, des äusseren Polygons bezogen ist, 
und dass entsprechendes von allen Seiten gilt, die auf der Halbkugel 
von der zweiten Art waren. 
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Um den Discontinwtätsbereich der reproducierenden Gruppe zu ge- 
winnen, kehren wir zunächst zur repräsentierenden Halbkugel der 
- Hauptform zurück, zerlegen das daselbst construierte Zehneck durch 

die Symmetrieebene &=0 in zwei Siebenecke (cf. Figur 168) und 
üben auf diese beiden Siebenecke die Substitutionen V, bez. V, aus. 
Die so zu gewinnenden Siebenecke hängen wir, wie dies Figur 168 
sogleich wieder in der &-Ebene ausführt, den bisherigen an. Es ent- 
springt ein durchaus rechtwinkliges Sechzehneck als Discoutinuitätsbereich, 
wobei übrigens zu bemerken ist, dass am oberen Teile der Figur 168 
der Deutlichkeit halber die Randcurven ungenau, nämlich zu gross, 
gezeichnet wurden. 




















Fig. 168. 


Die Zuordnung der Randcurven ist in der Figur nur erst teilweise 
zum Ausdruck gebracht. Wegen der nicht berücksichtigten Seiten 
gilt die gemeinsame Vorschrift, dass sie mit ihren bezüglich der ima- 
ginären &-Axe (Mittellinie der Figur) symmetrischen Seiten zusammen- 
gehören. Die Erzeugenden lassen sich aus (1) leicht herstellen; so 
ist z.B. V = V, V = Ve. Der Kürze halber sehen wir von der 
Berechnung des vollständigen Systems der Erzeugenden hier ab. 

In schematischer Anordnung ist der Discontinuitätsbereich der 

> reproducierenden Gruppe der Form (1, 0, 0, — 7) durch Figur 169 
wiedergegeben. Seheu wir von den beiden Fixpunkten der elliptischen 
Substitutionen der Periode zwei V, und V; (ef. Figur 165) ab, so 
ordnen sich die übrigen sechzehn Ecken in sechs Cyclen an, wie man 
vermöge der Pfeile iu Figur 169 leicht feststellen wird. Da es sich 
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hier um lauter rechtwinklige Ecken handelt, so ist, wie man gleich- 
falls aus der Figur leicht abliest, die Winkelsumme von zweien der 
Eckencyclen gleich 2x, diejenige 
der vier anderen x. Man stellt 
daraufhin sofort den Satz fest: Die 
reproducierenden Gruppen der ein- 
zigen bei D = 7 eintretenden Classe 
indefiniter Hermite scher Formen ge- 
hören der Familie von der Nig- 
natur an 


(1, 6; 2, 2,2, 2 


Der Ansatz der unmittelbaren 
arithmetischen Definition der re- 
producierenden Gruppe der Haupt- 
form (1, 0, 0, — 7) führt uns zu 
ganz ähnlichen Betrachtungen, wie 
wir sie für die Hauptform der Determinante D=5 oben (pg. 482) 
ausführten. Aus (8) pg. 453 folgt, dass die Substitutionen, welche die 
Hauptform (1, 0, O, — 7) in sich transformieren, durch: 





Fig. 169. 


aa— Tyy = 1, aß=Tyb, «ð — ßy=1 


charakterisierbar sind. Durch Discussion dieser Gleichungen ergiebt 
sich der Satz: Die reprodueierende Gruppe der Hauptform (1,0,0, — 7) 
besteht aus allen in der unimodularen Picard’schen Gruppe enthaltenen 
Substitutionen von der Gestalt: 


’ r 0 Sa 


Dass diese Substitutionen insgesamt eine Gruppe bilden, ist unmittel- 
bar evident. Übrigens findet man ebenso leicht, dass diejenigen Sub- 
stitutionen, welche (1, 0,0, — 7) in (— 1, 0, 0, 7) transformieren, 
durch ð = — & und = — 77 charakterisiert sind. Das Erzeugenden- 
system (1) bestätigt diese Angaben. — 

Wir würden nun auch noch von den möglichen Erweiterungen 
unserer vorliegenden Gruppe, und zwar sowohl durch Spiegelungen, 
wie durch Substitutionen der Determinante i, handeln können. Doch 
vollzieht man diese Erweiterungen auf Grund der betreffenden allge- 
meinen Ansätze sehr leicht. Übrigens werden wir später die um- 
lassendste eigentlich diseontinuierliche Hauptkreisgruppe, in welcher 
die hier besprochenen Gruppen enthalten sind, von anderer Seite her 
gewinnen. 
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$ 11. Theorie der Gauss’schen Formen in projectiv-geometrischer 
Gestalt. 


Der in § 1 skizzierten Theorie der Gauss’schen Formen liegt die 
Einteilung der &-Halbebene in Kreisbogendreiecke zu Grunde, wie sie 
zur Modulgruppe gehört. Wir betrachteten nun oben (pg. 74 ff.) das 
Dreiecknetz der Modulgruppe im „Ellipseninnern der hyperbolischen 
Ebene“ und deuteten dort bereits kurz an, dass auch diese „projective 
Gestalt“ der Modulgruppe als Basıs für die geometrische Theorie der 
Gauss’schen Formen sehr geeignet erscheint. Einige weitere Aus- 
führungen über diesen Gegenstand werden jetzt am Platze sein. 

Um den Aufbau der Theorie möglichst independent zu geben, 
sehen wir folgendermassen vor: Wir deuten die drei Üoefficienten a, b, c 
einer Gauss’schen Form (a, b, c) direet als homogene Punkteoordinaten in 
der Ebene und markieren uns den Kegelschnitt, welcher durch D = 0, 
d. i. ausführlich durch bò — ac = 0 gegeben ist. Durch zweckmässige 
Fixierung des Coordinatensystems können wir diesem Kegelschnitt die 
Gestalt einer Ellipse verleihen; im Innern derselben ist D < O0, ausser- 
halb D>0. Der einzelne Punkt mit ganzzahligen Coordinaten a, b, c 
wird kurz als ein „rationaler“ Punkt der Ebene bezeichnet werden 
können. 

Nun ergiebt sich unmittelbar die folgende Festsetzung: Der ein- 
zeme rationale Punkt der Coordinaten a, b, c im Innern der Ellipse ist 
direct der Repräsentant der definiten Gauss’schen Form (a, b, c), und 
ebenso repräsentiert ein rationaler Punkt im Ellipsenäusseren eine inde- 
finite Gauss’sche Form (a, b, e). | 

Zwei eigentlich oder uneigentlich äquivalente Gauss’sche Formen 
(a, b, c) und («, V, c) hängen mit einander zusammen vermöge des 
Gleichungssystems: 


a = aa? + 2bay + c7”, 


(1) b = aab + b(«ð + py) + erd, 
e = aB + 2bB + cò?, 
wo «, ß, y, Ô vier rationale ganze Zahlen der Determinante 1 bez. — 1 


sind. Dieses Gleichungssystem stellt eine ganzzahlige unimodulare Col- 
lincation der Ellipse D =O in sich dar; und sammeln wir die ge- 
samten Substitutionen dieser Art, so sind wir, wie schon pg. 75 fest- 
gestellt wurde, gerade zur projeetiven Gestalt der erweiterten Modulgruppe 
zurückgeführt. Es folgt: Die Ayuivalenz der Gauss'schen Formen deckt 
sich gerade genau mit der Aqwivalenz der repräsentierenden Punkte be- 
züglich der Modulgruppe. 
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Nun gehört zur projectiven Gestalt der Modulgruppe die in 
Figur 18 pg. 75 angegebene Einteilung des Ellipseninneren in ein Netz 
geradliniger Dreiecke. Dieses Netz ist hierneben in Figur 170 repro- 
duciert; und es ist dabei einmal der 
übliche Ausgangsraum für die Gruppe 
„erster“ Art schärfer markiert, sodann 
aber auch gewisse zwei Symmetrielinien 
des Netzes, von denen die eine als 
Verbindungslinie der Punkte & = 0 
und &= œ den eben gemeinten Aus- 
gangsraum symmetrisch teilt, während 
die andere eine Seite jenes Doppel- 
dreiecks darstellt. Von diesen beiden 
Symmetrielinien werden wir sogleich 
bei den indefiniten Formen Gebrauch zu machen haben. Ausserhalb 
der Ellipse war dem gegenüber, wie wir schon pg. 76 eben aus der 
Theorie der indefiniten Gauss’schen Formen schlossen, die Modulgruppe 
wneigentlich discontinuierlich; hier giebt es also keine Einteilung in 
endlich ausgedehnte Discontinuitätsbereiche. 

Diese geometrischen Verhältnisse werden entscheidend für die pro- 
jective Gestalt der Theorie der Gauss’schen Formen. 

Der repräsentierende Punkt einer definiten Form liegt im Inuern 
der Ellipse. Wir nennen die Form „reduciert“, falls der zugehörige 
Punkt dem Ausgangsraum (cf. Figur 170) angehört. Die pg. 449 
unter (3) mitgeteilten Reductionsbedingungen in arithmetischer Gestalt 
geben unmittelbar in homogenen Coordinaten die Definition des Aus- 
sangsraumes ab. Man wolle nur bemerken, dass die Seiten a = 0 
und c = 0 des Coordinatendreiecks die Ellipsentangenten in den Punkten 
é = œ bez. = 0 sind, während die Verbindungslinie dieser beiden 
Punkte die dritte Seite b = Q liefert. Die Quotienten der Coordinaten 
sind aber des näheren so fixiert, dass die Seiten des Ausgangsraumes 
gegeben sind durch: 


a+2=0, a— 2b= 0, a—c=|(. 





Von hieraus entspringen die arithmetischen Reductionsbedinguugen (3), 
(4) pg. 449 direct, wenn man nur noche hirzunimmt, welche Rand- 
punkte dem Ausgangsraum zuzurechnen sind, sowie dass sich jene 
Bedingungen auf „positive“ Formen beziehen. Die Weiterentwicklung 
der Theorie der definiten Formen gestaltet sich nun im wesentlichen 
gerade so wie bei Gebrauch der &-Halbebene. 

Gänzlich anders liegen die Dinge bei den indefiniten Formen, da 
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ausserhalb der Ellipse keine zur Gruppe gehörende Einteilung in end- 
liche Bereiche existiert. Hier erscheint es bei dem projeetiven Cha- 
rakter der Betrachtung als der gewiesene Weg, an Stelle des Punktes 
ausserhalb der Ellipse seine Polare im Ellipseninneren zur Repräsen- 
tation der einzelnen indefiniten Form heranzuziehen. Damit aber sind 
wir zur projectiven Gestalt des Smith’schen Halbkreises zurückgeführt. 
Eine indefinite Form heisst nun „reduciert“, falls ihre repräsentierende 
Gerade den Ausgangsraum schneidet; und eben diese Forderung findet 
ihren Ausdruck in der arithmetischen Reductionsbedingung (5) pg. 449, 
dass nämlich: 

(2) ala td +e)<O 

entweder für eines oder für beide Zeichen gelten soll. Die Weiter- 
führung der Betrachtung gestaltet sich dann natürlich auch hier im 
wesentlichen gerade so wie beim Gebrauch der &-Halbebene. — 

Übrigens soll hier noch hinzugesetzt werden, dass die Reductions- 
bedingung (2) von der ursprünglichen Gauss’schen Reductionsbedingung 
für indefinite Formen abweicht. Wegen der geometrischen Auffassung 
dieser letzteren Bedingung vergl. man die Arbeit von Hurwitz „Über 
die Reduction der binären quadratischen Formen“*). Es wird daselbst 
ein synthetischer Aufbau des zur Modulgruppe gehörenden geradlinigen 
Dreiecknetzes geliefert, und zwar basiert die Entwicklung auf den sogen. 
„Klementarsehnen der ersten und zweiten Art“, welche arithmetisclhı 
definiert werden, übrigens aber mit den aus zwei bez. vier Dreiecks- 
seiten bestehenden Symmetrielinien des Netzes der Figur 170 iden- 
tisch sind. 

Die Gauss’schen Reductionsbedingungen für eine indefinite Form 
fordern nun (geometrisch gesprochen), dass die repräsentierende Gerade 
der Form (a, b, c) die beiden in Figur 170 stark ausgezogenen Elementar- 
sehnen (im Innern der Ellipse) durchschneidet, nämlich einmal die Sehne 
erster Art, welche die Punkte = Q und &= co verbindet, sodann die 
durch a = c gegebene Llementarsehne zweiter Art, welche die Punkte 
é = + 1 verbinde. Hinzu kommt übrigens noch eine Bedingung 
wegen der „Pfeilrichtung‘“ der repräsentierenden Geraden; wir können 
diese Bedingung im Anschluss an die Lagerung der Figur 170 so 
ausdrücken: Die Pfelrichtung der repräsentierenden Geraden soll die 
Elementarsehne a = c in der Richtung von unten nach oben überschreiten. 
Der analytische Ausdruck dieser Bedingungen ist: 
—bEeyVD — bu y) 

m ; 


| 
(3) e< O, I<ı, | - al 





l] 


+) Mathem. Annalen Bd. 45, pg. 85 (1894). 
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wo in den beiden letzten Ungleichungen linker Hand die absoluten - 
Beträge der in Verticalstriche eingeschlossenen Zahlen gemeint sind; 
und eben dies sind die Bedingungen, welche Gauss in Artikel 183 
der „Disquisitiones aritumeticae“ aufstellt*). Wegen der weiteren 
Durchführung der geometrischen Theorie der indefiniten Formen auf 
dieser Grundlage verweisen wir auf die genannte Arbeit von Hurwitz 
sowie auch auf die (autograpbierten) Vorlesungen von Klein „Aus- 
gewählte Kapitel der Zahlentheorie I“**). 


$ 12. Die projective Gestalt der Picard’sehen Gruppe. 


Um auch die Theorie der Dirichlet’schen und Hermite’schen Formen 
in projectiv-geometrische Gestalt umzusetzen, müssen wir zunächst 
über die projective Gestalt der Picard’schen Gruppe eine kurze Betrach- 
tung voraussenden; wir beziehen dieselbe sogleich auf die aus Sub- 
stitutionen der Determinanten 1 und ¿ bestehende Picard’sche Gruppe. 

Um die Substitutionen % i) dieser Gruppe als „Bewegungen des 

? 
hyperbolischen Raumes“ aufzufassen, könnten wir vermöge (5) bez. 
(6) pg. 46 von & aus zu den homogenen Coordinaten Yı, Y2, Y3, Yı 
dieses Raumes übergehen, um alsdann der einzelnen &-Substitution 
die durch (10) pg. 47 gegebene quaternäre y-Substitution der Deter- 
minante 1 entsprechen zu lassen. Indessen würden hier die Coefficienten 
der y-Substitution noch teilweise complex ausfallen. 

Um eine reelle quaternäre Substitution zu gewinnen, könnten wir 
das in (8) pg. 46 definierte Coordinatensystem der z; benutzen. In- 
dessen ist es gegenwärtig zweckmässiger, von den y; aus Coordinaten 


x; wie folgt zu definieren: 
(1) Yi = Bi, Yz = Ly E itg, Yy = Ly — ilg, al: 
Die einzelne Substitution & = —: £ der Picard’schen Gruppe liefert 






nun eine reelle unimodulare x; - Substitution mit folgenden sechzehn 
Coefficienten: 


«a aB + Ba, i(«aß — Ba), BB, 
s (er+r0), 5 («+0467 +YB), («ð —sa+yB—Py), > (Bö+0B), 
E = r = a a 3 n 
(era), (eð 80 + BF —yB), + (eð + 9a—By— By), „.(BO-0ß), 
Y? (yö +07), iw—67), . 60. 


— o 


*) Cf. Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, 4° Aufl. pg.176. 
**) Göttingen, 1896; siehe auch Mathem. Annalen Bd. 48 pg. 562 fi. 
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Die absolute Kugel des hyperbolischen Raumes aber nimmt die 
Gleichungsform an: 


(2) u je, =). 


Die hier linker Hand stehende „quaternäre quadratische Form“ wird 
zufolge pg. 47 durch die einzelne &,;-Substitution in sich transformiert. 

Man beachte nunmehr, dass «, ß, y, ò hier ganze Zahlen des oben 
durch & bezeichneten quadratischen Zahlkörpers sind. Man folgert 
hieraus sofort, dass die sechzehn Coefficienten der einzelnen x;-Sub- 
stitutionen rationale ganze Zahlen werden. Es gilt aber direct der 
folgende Satz: Die Picard'sche Gruppe erster Art mit Substitutionen der 
Determinanten 1 und i ist in ihrer neuen projectiven Gestalt gradezu 
identisch mit der Gruppe aller reellen ganzzahligen unimodularen x; - Sub- 
stitutionen, welche die quaternäre quadratische Form (x? + s, — x,&,) 
in sich selbst transformieren. Diese letztere Gruppe bezeichnen wir kurz 
als „reproducierende Gruppe der quaternären Form (z3° + z} — x, 2,)“. 
Es wird die Aufgabe des nächsten Kapitels sein, allgemein die repro- 
ducierenden Gruppen indefiniter ternärer und quaternärer quadratischer 
Formen näher zu untersuchen. 

Um den aufgestellten Satz zu beweisen, nennen wir I’ die repro- 
ducierende unimodulare Gruppe von (x? + 23? — x,2,), während T, 
die oben gemeinte Picard’sche Gruppe in projectiver Gestalt ist. T, 
ist als Untergruppe in I’ enthalten, und zwar als eine solche eines 
gewissen endlichen Index u; denn man erkennt in I leicht eine eigent- 
lieh discontinuierliche Gruppe (wie im nächsten Kapitel noch näher 
ausgeführt wird), und das durch (6) pg. 85 definierte Doppeltetraeder 
von I, kann jedenfalls nur in endlich viele (zu I’ gehörende) Poly- 
eder von nicht-verschwindendem Rauminhalt zerlegt werden. 

Es werden nun gerade u Polyeder von I das genannte Doppel- 
tetraeder der Picard’schen Gruppe vollständig ausfüllen. Da aber das 
Doppeltetraeder eine bei == œ gelegene parabolische Spitze hat, so 
werden auch die u eben gedachten Polyeder von I’ an &= œ je mit 
parabolischer Spitze heranreichen. 

Wir sondern daraufhin innerhalb I’ und I, diejenigen parabolischen 
Rotationsuntergruppen G und G, aus, welche zum Centrum &= œ 
gehören. Nach dem eben Gesagten wird alsdann G, innerhalb G eine 
Untergruppe des Index u sein. Die Gruppe @, aber ist von pg. SI 
her bekannt; sie enthält, wenn wir sie sogleich wieder als Gruppe 
von &-Substitutionen schreiben, alle Substitutionen: 


fo) E=+ti+a+ib, P= ibt+ atib, 


{wo a, b alle Paare rationaler gauzer Zahlen durchlaufen sollen. Stellen 


| 
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wir nun etwa auch gleich die $-Substitutionen, welche zu @ gehören, 
in ihrer Gesamtheit auf! 

Da £= œ durch die gesuchten Substitutionen in sich transfor- 
miert wird, so muss für sie jedenfalls stets y = O sein. Die drei übrigen 
Coeffieienten «, ß, ô sind dann in der allgemeinsten Art so zu bestim- 
men, dass die oben angegebenen sechzehn Öoefficienten des quater- 
nären Schemas rationale ganze Zahlen der Determinante 1 werden. 

Wie wir nun sogleich bemerken, bleibt die einzelne &-Substitution 
im wesentlichen, die ecorrespondierende xi- Substitution sogar auch formal 
ungeäudert, falls wir «, ß, d mit einem gemeinsamen Factor vom ab- 
soluten Betrage 1 behaften. Wir werden über einen solchen Factor 
durch die Bestimmung eindeutig verfügen, dass etwa Ò reell und po- 
sitiv sein soll. 

Zur Abkürzung nennen wir nunmehr die ganzzahligen Coefficienten 
der &;-Substitution a;x. Die Determinante |a;| wird wegen y = 0 
gleich («æ - 86)”; und da dieselbe gleich 1 sein soll, so folgt weiter: 


Zufolge der über ô getroffenen Festsetzung hat man somit ô = 1 und 
a =F oder + i 

Weiter folgt 2&ß = a, + ia,;,, so dass 28 = m + in ist, unter 
m und n rationale ganze Zahlen verstanden. Letztere genügen der 
Bedingung 4a,, = m? + n? und sind demnach notwendig beide gerade; 
wir haben somit 6 = a + ib, wo a und b rationale ganze Zahlen sind. 

Wie man sieht, sind wir so genau zu den Substitutionen (3) und 
zu keinen weiteren zurückgeführt. Die Gruppen G, und @ sind dem- 
nach identisch, d. h. man hat u = 1. Damit sind auch I, und F 
genau gleich, und unsere obige Behauptung über die projective De- 
finition der Picard’schen Gruppe ist bewiesen. — 

Die Erweiterung der Picard’schen Gruppe auf eine Gruppe der 
zweiten Art konnten wir seinerzeit durch Zusatz der Spiegelung & = "o 
erzielen. Da zufolge (4) pg. 45 sowie der Gleichungen (1) des vor- 
liegenden Paragraphen: 

a pe % F is 
Y4 T 
ist, so entspricht der eben angegebenen Spiegelung die ganzzahlige 
quaternäre Substitution: 


N m 1, = — Ts, Tg = Ts; t, = T, 
der Determinante — 1, welche gleichfalls die Form (x? + £, — 2124) 
in sich transformiert. Es ergiebt sich hieraus leicht der Zusatz: Die’ 
gedachte Picard’sche Gruppe zweiter Art ist in ihrer projechwen Gestalt 





. 
|] 
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die Gruppe aller reellen yanzzahligen Substitutionen der Determinanten 
+1 oder — 1, welche die quaternäre Form (x + x — %,%,) in sich 
transformieren. 


$ 13. Theorie der Hermite’schen und Dirichlet’schen Formen in 
projectiv-geometrischer Gestalt. 


Wie wir im vorletzten Paragraphen die Theorie der Gauss’schen 
Formen auf Grundlage der „geradlinigen Modulfigur“ behandeln konnten, 
so ist es nun entsprechend möglich, die Theorie der Hermite’schen 
und Dirichlet’schen Formen auf die projective Gestalt der Picard’schen 
Gruppe zu basieren. Den Darlegungen des vorigen Paragraphen ge- 
mäss erscheint es dabei angezeigt, sogleich von der Äquivalenz im 
engeren und im erweiterten Sinne (cf. pg. 453) zu handeln. Es wird 
alsdann die Finteilung des Kugelinnern des hyperbolischen Raumes in 
cbenflächige Tetraeder bez. Doppeltetraeder das eigentliche Fundament 
den Theorie. 

Es handelt sich hierbei natürlich wieder nur um "eine mehr äusser- 
liche Umgestaltung unserer oben entworfenen Theorie. Aber diese 
Umgestaltung ist deshalb bemerkeuswert, weil die geometrische Deutung 
der Formen im hyperbolischen Raume sich noch einfacher und natür- 
licher gestaltet als im &-Raume. 

In der That hatten wir erstlich eine definite Hermite'sche Form 
(a, bi» bz, ec) durch denjenigen Punkt des &-Halbraumes gedeutet, 
welcher die Coordinaten hatte: 

E = —, I; Der 


dl 


Nun ist die Beziehuug zwischen dem $&-Halbraume und dem Kugel- 
innern des hyperbolischen Raumes gegeben durch: 


T g m Van a M t 
Ta i Tı 


Wir gelangen demnach zu folgender Auffassung: Kine definite Her- 
mite'sche Form (a, b,, ba, €) werden wir durch denjenigen im Kugelinnern 
des hyperbolischen Raumes gelegenen Punkt geometrisch deuten, dessen Co- 
ordinaten die folgenden sind: 


(1) u, mb, Dub, ya. 


Es ist nun eine grosse Vereinfachung (gegenüber dem &-Raume), 
dass sich die hiermit angegebene Deutung auch sofort auf die inde- 
finiten Formen überträgt. In der That werden wir uuch eine indefinite 
Hermite'sche Form (a, bi, bs, €) durch den Punkt des hyperbolischen 


Fricke-Klein, Automorpho Yunctlouen. I. Sa 
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Raumes deuten, dessen Coordinaten dureh (1) gegeben sind; dieser reprä- 
sentierende Punkt liegt dann aber ausserhalb der absoluten Kugel. 

Unter Zusammenfassung beider Fälle kann man demnach den Satz 
aussprechen, dass die Hermite'schen Formen gerade den gesamten, den 
hyperbolischen Raum überall dicht ausfüllenden, „rationalen“ Punkten des- 
selben correspondieren. Dabei liefern die Punkte ausserhalb der abso- 
luten Kugel die indefiniten, diejenigen innerhalb dieser Kugel aber die 
definiten Formen, während die auf der Kugeloberfläche selbst gelegenen 
rationalen Punkte die (oben nicht behandelten) Hermite’schen Formen 
verschwindender Determinante ergeben. 

Bei der Durchführung der Äquivalenztheorie auf Grundlage der 
vorstehenden Deutung der Formen ist wieder der Umstand ausschlag- 
sebend, dass unsere Gruppe zwar innerhalb, aber nicht ausserhalb des 
absoluten Gebildes des projectiven Raumes eigentlich discontinuierlich 
ist. Analog wie bei den Gauss’schen Formen werden wir den re- 
präsentierenden Punkt einer indefiniten Form durch seine das Kugel- 
innere durchdringende Polarebene bezüglich der absoluten Kugel: 


(2) axı + 2b,% — 2b% + ea, = 0 


ersetzen. Diese Polarebene entspricht dann genau der repräsentierenden 
Halbkugel von (a, bi, b,, c), wie wir sie oben im &-Halbraume be- 
nutzten. — 

Auch die Deutung der Dirichlet’schen Formen schliesst sich hier 
ungezwungen an: Die einzelne Dirichlet’'sche Form (a, b, c) wird durch 
diejenige geradlinige Secante der absoluten Kugel gedeutet, welche die beiden 
auf der Kugeloberfläche gelegenen „Nullpunkte“ der Form verbindet. Im 
Gegensatze zu den Hermite’schen Formen handelt es sich hier aber 
nicht stets um „rationale“ Gerade des hyperbolischen Raumes. Setzen 
wir nämlich zur Einführung von Liniencoordinaten 9x = Lilk — Li Lk, 
so ist die Dirichlet’sche Form (a, b, c) der Determinante D gegeben 
durch die Gerade der folgenden Coordinaten: 


Pe =eVD+eyDd, ps = —ileVD—-zyD), 
(3) pu=—20VD-+ByD), nm =i OVD Ura 
Da aV D +äyD, Pat (aVD — ay D). 


Die Verhältnisse dieser Coordinaten enthalten, wie man sielt, immer 


noch die Quadratwurzel V D D, welche im allgemeinen irrational ist. 

Übrigens kann man in Anschluss hieran den speciellen Satz aus- 
sprechen, dass die hyperbolischen Axen der Picard schen Gruppe jedenfalls 
durchweg „rationale“ Gerade des projectiven Baumes sind. Eine hyper- 
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bolische Substitution liefert nämlich im Sinne von pg. 465 die Dirich- 
let’sche Form (27, ð — «, — 2ß), deren Determinante D = (« +6)’ — 4 
ist. Da nun für jene hyperbolische Substitution (« +ð) reell und 
absolut > 2 ist, so hat man ein reelles positives D. Hier ist also 


V DD eine rationale ganze Zahl, woraus unsere Behauptung hervorgeht. 

Von hier aus gelingt es nun leicht einen ergänzenden Satz, die 
indefiniten Hermite’schen Formen betreffend, zu beweisen: Nicht nur 
zu jeder solchen Form gehört eine hyperbolische Rotationsuntergruppe inner- 
halb der Picard’schen Gruppe (wie oben bewiesen), sondern auch umge- 
kehrt ist „jede“ solche Untergruppe die reproducierende Gruppe ciner be- 
stimmten ihr zugehörigen indefiniten Hermiteschen Form, so dass mit der 
Theorie der letzteren zugleich auch diejenige jener Untergruppen erschöpft 
ist. In der Polarebene des Centrums einer irgendwie gewählten hyper- 
bolischen Rotationsuntergruppe der Picard’schen Gruppe liegen nämlich 
stets unendlich viele hyperbolische Axen, d. i. rationale Gerade. Zwei 
unter diesen Geraden genügen, um in der fraglichen Polarebene eine 
„rationale“ Ebene zu erkennen; ihr gehört demnach wirklich eine 
Hermite’sche Form zu. — 

An die Betrachtung der indefiniten Hermite'schen Formen knüpft 
sich endlich auch noch folgende wichtige Überlegung. 

Ist (a, b,, b,, c) eine beliebige solche Form, so wird die reprä- 
sentierende „Ebene“ derselben durch (2) gegeben. Den grössten ge- 
meinsamen Factor von a, 2b,, 2b,, c denken wir fortgehoben, wobei 
sich die Gleichung reducieren mag auf: 


(+) AK F ast F aT + au, = 0. 
Zufolge einfacher Betrachtungen kann man alsdann eine quaterniire 
ganzzahlige unimodulare Substitution: 


(5) Zi = (AııTı — Aio T2 -~ liZ Ta + liati, {= 1, e 9, 4, 


bilden, wobei für ¿ = + die Coefhicienten gerade die in (4) auftreten- 
den ganzen Zahlen sind. 

Vermöge der Transformation (5) geht die Form (x, +- z, — xi x) 
in eine neue ganzzahlige quaternäre quadratische Form F(z,, 23, 25, 4) 
über; die Operationen der (projectiven) Picard’schen Gruppe aber 
liefern ganzzahlige unimodulare ;-Substitutionen, welche ersichtlich 
die „reproducierende Gruppe“ der Form F(z) bilden werden. 

Im speciellen werden die Substitutionen der zu (a, bi, ba, c) ge- 
hörenden reproducierenden Gruppe solche z,-Substitutionen liefern, bei 
denen die Ebene z, = 0 in sich übergeht, und die demnach die Ge- 


stalt haben: 
32* 
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(6) 


Die ganze Zahl «,, als Teiler der Determinante der Substitution, d. i. 
als Teiler von 1, ist gleich + 1, und man hat also: 
(7) e +1, er 

Setzt man nun 2, = 0, so geht F(z;) in eine „durch die quaternäre 
Form (25° + 25° — 2,%,) darstellbare“ ganzzahlige ternäre Form f(z,, 23,25) 
über. Die Einsetzung von 2,=0 und damit 2, = 0 in die Gleichung 
F(z/) = F(z;) liefert aber das Ergebnis, dass die auf obigem Wege 
aus der reproducierenden Gruppe von (a, bi, ba, €) zu gewinmende ternäre 
Gruppe: 


(8) Z = (1/1 + Qi f2 + 373, 1 = 1, 2, 3 


entweder die gesamte reproducierende Gruppe der ternären Form f(2,, Z2, 23) 
oder aber eine in dieser Gruppe enthaltene Untergruppe darstellt. 


Pr &ıkı + Qizg + 323 + Ciki, 1 = 1, 2, 3, 


ld 
Ay = Ujaka 


—— 


Die Theorie der Hermite’schen Formen hat uns solcherweise zu 
denjenigen Gruppen hingeführt, deren ausführlicher Untersuchung das 
folgende Kapitel gewidmet ist. Wir kommen dabei auch auf die 
beiden oben betrachteten Beispiele mit D=5 und D = 7 zurück; 
beide Gruppen werden unserem "Matze entsprechend Untergruppen 
innerhalb der reproducierenden Gruppen gewisser zwei teruärer For- 
men sein. 





Zweites Kapitel. 


Von den reprodueierenden Gruppen ternärer und quaternärer 
quadratischer Formen. 


Die Principien, auf Grund deren wir soeben aus der Theorie der 
Hermite’schen Formen Hauptkreisgruppen gewannen, sind der Aus- 
dehnung auf einige weitere Gattungen quadratischer Formen fähig. 
Wir können hierbei freilich noch nicht so ausgereifte Entwicklungen 
bringen, wie wir sie soeben bei den Gauss’schen, Dirichlet’schen und 
Hermite’schen Formen kennen lernten. Doch sind die zur Sprache zu 
bringenden Gegenstände ihrer vielseitigen sachlichen und historischen 
Beziehungen halber, sowie vor allem wegen ihrer Fruchtbarkeit in 
Ansehung unserer arithmetisch-gruppentheoretischen Problemstellung 


(pg. 447) von Wichtigkeit. 


Es sollen hier drei Gattungen von Formen untersucht werden, 
nämlich erstens indefinite ternäre quadratische Formen, welche rationale 
- ganze Coefficienten haben, sodann solche ternäre quadratische Formen, 
deren Üoefficienten ganze complexe Zahlen des Körpers Q der Basis 
[1, i] sind; diesen beiden Arten ternärer Formen gesellen wir endlich 
noch gewisse indefinite quaternäre quadratische Formen mit rationalen 
ganzen Coefficienten hinzu. Zu den reellen ternären Formen wurden wir 
bereits am Ende des vorigen Kapitels geführt; diese Formen werden 
weiterhin stark in den Vordergrund treten. Auch von den quater- 
nären Formen betrachteten wir oben bereits ein Beispiel, nämlich die 
besondere Form (z, + z — x,2,); die reproducierende Gruppe der- 
selben war die Picard’sche Gruppe (ef. pg. 496). 


Die Entscheidung, in wie weit die drei damit genannten 
Formgattungen für unsere gruppentheoretischen Zwecke brauchbare 
Gruppen liefern, bleibt den nachfolgenden Darlegungen selbst vor- 
behalten. 
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& 1. Ansatz der zu untersuchenden Gruppen und eigentliche 
Discontinuität derselben. 


Bei der ausführlichen Formulierung der drei eben bereits kurz 
angedeuteten Ansätze können wir uns unmittelbar an die Entwick- 
lungen der Einleitung (pg. 3 ff.) anschliessen. 

Erstlich sei: 


(1) en Ag; Z) — DATER i, k = 1; 2, 3 


mit Q; = Ap; eine irreducibele ternäre quadratische Form, deren Coeffi- 
cienten übrigens beliebige complexe Constante sind. Wir zeigten dann 
oben (pg. 14) unter Vermittlung der Normalform (z, 2 — 2°), dass es 
eine continuierliche Gruppe von 0° ternären Substitutionen: 
(2) Zi = Qi + Qizg + Xis 3; i = 1 2, 3, | 
mit „complexen“ Coefficienten der Determinante | a; | = 1 giebt, welche 
die Form f(z;) in sich selbst transformieren. In dem Parameter &, 
welcher im Sinne von pg. 13 zu der durch f(z)=0 dargestellten 
„Curve zweiten Grades“ gehört, stellt sieh nach pg. 15 jene Gruppe als 
Gruppe aller œ° unimodularen &-Substitutionen mit complexen Coeffi- 
cienten dar. 

Sind zweitens die Coefficienten a;. reell und stellt überdies f(z) = 0 
einen reellen Kegelschnitt dar, so heisst die Form f(z;) indefinit Jetzt 
haben wir insbesondere eine continuierliche Gruppe von 00° Substitutionen 
(2) mit „reellen“ Coefficienten der Determinante | aiy | = 1, welche die 
reelle indefinite Form f(z;) in sich transformieren (cf. pg. 16). Diese 
Gruppe eorrespondiert dann (bei geeigneter Auswahl von 8) der Gruppe 
aller 00° unimodularen &- Substitutionen mit reellen Coefficienten. 

Endlieh möge drittens in: 


(3) Fa, 22,2) = Dani, i, k= 1,2,3,4, 

wo wieder a;r = ag; ist, eine solche reelle indefinite quaternäre qua- 
dratische Form vorliegen, welche durch reelle Transformation in eine 
der Gestalten: 













+ (u? rw tw — 1) 


überführbar ist und also, gleich null gesetzt, eine reelle nicht-gerad- 
linige Fläche zweiten Grades vorstellt. Es giebt alsdann nach pg. 46. 
eine continwerliche Gruppe von co° quaternären Substitulionen: 


(+) "H == ((;ı2j + (L;93£2 + (323 + GEZE 1 = E = 3, 4, 


mit reellen Coefficienten der Determinante ' a; = 1, welehe die Form 
ik | p] 
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F(z;) in sich transformieren. Der Beweis dieses Satzes wurde a.a. O. 
unter Vermittlung der Normalform (2,2, — 2,2,) geführt. Im Para- 
meter é, welcher nach pg. 46 zur Fläche 7(z,) = O gehört, stellte sich 
jene Gruppe als die continwerliche Gruppe aller unimodularen &- Sub- 
stitutionen mit complexen Coefficienten dar. — 

An diese drei Ansätze gehen wir nun mit dem „arzllimetischen“ 
Princip der Ganzzahligkeit heran. Indem wir fortan die reellen in- 
definiten ternären Formen f(z;) an die Spitze stellen, sollen die Coef- 
fieienten a; derselben rationale ganze Zahlen sein. An zweite Stelle 
reihen wir die ternären Formen /(z;) mit Coefficienten, die ganze com- 
plexe Zahlen des Körpers Q der Basis [1, i] oder, wie wir kurz sagen, 
des Körpers [1, i] sind. Endlich drittens sollen die Coefficienten a;; 
der quaternären Form wieder rationale ganze Zahlen sein. Dem Be- 
griffe der „Form“ soll demnach weiterhin, wie auch im vorigen Ka- 
pitel, stets die Ganzzahligkeit in diesem Sinne anhaften. 

In jedem der besprochenen Fälle sondere man nun innerhalb der 
zugehörigen continuierlichen Gruppe alle ternären bez. quaternären 
Substitutionen aus, die rationale ganze Zahlen bez. complexe ganze 
Zahlen des Körpers [1, i] zu Coefficienten «i; haben. Offenbar er- 
giebt sich aus der Ganzzahligkeit, dass diese Substitutionen im einzelnen 
Falle für sich eine Gruppe bilden, und wir gelangen auf diese Weise 
zum Begriff der reprodueierenden Gruppe einer indefiniten ternären bez. 
einer ternären complexen Form oder einer quaternären quadratischen Form 
der vorhin bezeichneten Art. Wir wollen diese Gruppen kurz durch T; 
bez. I'r bezeichnen und verstehen hierunter sogleich auch die ihnen 
correspondierenden Gruppen aus $-Substitutionen. 

Dass die einzelne Gruppe I; bez. I’, ausser der Identität über- 
haupt noch weitere Substitutionen enthält, wird eines besonderen Be- 
weises bedürfen, den wir den „Existenzbeweis“ der Gruppen nennen. 
Jedenfalls aber ist schon jetzt evident, dass wir hier überall nur mit 
Gruppen ohne infinitesimale Substitutionen zu thun haben, die demnach 
innerhalb der E- Halbebene bez. des &- Halbraumes eigentlich discontinwier- 
lich sind. Wegen der Ganzzahligkeit der Coeflicienten «;; kann näm- 
lich in keiner unserer Gruppen eine von der Identität unendlich wenig 
verschiedene Substitution vorkommen; hierbei ist natürlich (wie auch 
entsprechend bei den allgemeinen Erörterungen pg. 95) die Forderung 

@ir | = 1 wesentlich. — 

Für das Studium der Polygon- bez. Polyedernetze unserer Gruppen 
werden wir uns späterhin vornehmlich der $-Halbebene bez. des ¢- 
Halbraumes bedienen. Für den ersten und dritten Ansatz können wir 
auch in der reellen projecetiven Ebene bez. im projectiven Raume opc- 
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rieren, wo wir alsdann das Coordinatensystem so fixiert denken, dass 
f@) = 0 eine Ellipse, F(z) = 0 ein Ellipsoid darstellt. Um auch 
im Falle einer complexen ternären Form unserer Art mit reellen pro- 
jectiv-geometrischen Vorstellungen zu operieren, hat man, =, + iY,- 
zu setzen und alsdaun &,, £a, 23, Yı, Ya, Y als homogene Coordinaten 
cines linearen Raumes von fünf Dimensionen anzusehen. Die Glei- 
chung f(z) = 0 spaltet sich hier in zwei reelle Gleichungen, während 
die einzelne z;-Substitution eine reelle ganzzahlige und unimodulare 
Substitution der &;, y; liefert. Eine Weiterentwicklung der hier sich 
darbietenden Betrachtungen würde zwar nicht schwierig sein, hat aber 
für uns zunächst keine Bedeutung *). 


$ 2. Äquivalenz und Commensurabilität der reproducierenden 
Gruppen I; und IF. 


Bevor wir den Existenzbeweis unserer Gruppen I; und Fp in 
Angriff nehmen, sollen einige für denselben sowie für spätere An- 
wendungen nützliche Sätze vorausgeschickt werden. 

Es möge die reelle indefinite Form f(2,, Zə, 2) durch die etwa 
mit © zu bezeichnende Substitution: 


(1) Am Biy T BieYa + ßisYs ; i = 1, 2, 5, 


welche rationale ganze Zahlen der Determinante 1 zu Coefficienten 
hat, in die Form 9(Y,, Y2; Yz) transformiert werden. Man wird als- 
dann f(z;) und g9(y;) mit einander ägquivalent nennen. Den so festge- 
stellten Begriff der Äquivalenz dehnt man sofort auch auf die complexen 
ternären Formen (wo ĝi ganze Zahlen der Determinante 1 aus Q sind), 
sowie auf die quaternüren Formen F(z;) aus (bei denen an Stelle von 
(1) eme unimodulare quaternäre Substitution S mit rationalen ganzen 
Coefficienten Bix tritt). 


*) Übrigens könnten wir den drei im Texte entwickelten Ansätzen unmittelbar 
noch einen vierten Ansatz anreihen, indem wir auch noch irreducibele quaternäre 
Formen von nicht-verschwindender Diseriminante mit ganzen complexen Coefli- 
cıienten des Körpers [1, i] heranziehen. Man wird hier gemäss den pg. 45 ent- 
wickelten Vorstellungen die Parameter & und & der beiden Geradenscharen als 
„wei von einander unabhängige complexe Variabele ansehen. Die reproducierende 
(Gruppe der Form wird dabei so zu definieren sein, dass die Coefficienten «,, 
selber ganze complexe Zahlen des Körpers [1, i] sind. Diese Gruppe liefert als- 
dann eine Gruppe simultaner Substitutionen der Variabelen ¢ und &, wobei die 
Substitutionen von ¢ (und ebenso die von €) eine eigentliche Polyedergruppe 


bilden. Man hat bier also sozusagen mit zwei in einander geschachtelten Poly- 
edergruppen zu thun. 
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Ist nun V irgend eine Operation aus der reproducierenden Gruppe 
[;, resp. Tp, so wolle man auch V durch S auf die y transformieren. 
Aus der Natur der Substitution S ist in jedem Falle sofort evident, 
dass S-!Y7S eine Operation der reprodueierenden Gruppe I, bez. l; 
der äquivalenten Form ist. Da diese Betrachtung auch sogleich um- 
gekehrt werden kann, so gilt der Satz: In jedem unserer drei Fälle 
besitzen äquivalente Formen in einander transformierbare reprodueierende 
Gruppen, deren Polygon- bez. Polyedernetze einander collinear sind, und 
die als &-Gruppen im Sinne von pg. 335 ff. zu derselben „Classe“ gehören. 
Zwei solche Gruppen gelten natürlich nicht als wesentlich verschieden, 
so dass zur einzelnen Formelasse im wesentlichen immer nur eine re- 
producierende Gruppe gehört. — 

Diese Betrachtung soll nun in der Art erweitert werden, dass 
wir jetzt auch beliebige rationale, nicht notwendig unimodulare Sub- 
stitutionen © zulassen. Dabei sollen im ersten und dritten Falle die 
Biz gewöhnliche reelle rationale Brüche sein, im zweiten Falle aber 
rationale Zahlen des Körpers [1, i]; die Determinante |:| soll 
natürlich stets von null verschieden sein. Die hier sich einstellende 
Frage nach der rationalen Transformierbarkeit zweier Formen in ein- 
ander hat Minkowski in einer wichtigen Arbeit für reelle (ganz- 
zahlige) quadratische Formen beliebig vieler Variabeler beantwortet”). 
Beide Formen müssen in gewissen drei, hier nicht näher zu bezeich- 
nenden Invarianten übereinstimmen. Zugleich ist a. a. O. bewiesen, 
dass im Falle jeder Variabelenzahl n > 2 stets noch unendlich viele 
Formen angebbar sind, von denen keine zwei im vorstehenden Sinne ra- 
tional zusammenhängen. Dieser Satz ist freilich für unsere ternären 
Formen mit complexen Coefficienten noeh nieht bewiesen; doch dürfte 
nieht zweifelhaft sein, dass er auch hier gilt. 

Es ist selbstverständlich, dass für unsere gruppentheoretischen 
Fragen zwei Formen, die sich nur um einen Factor unterscheiden, die 
gleiche Rolle spielen. Wir könnten uns demnach auf „primitive“ For- 
men beschränken, bei denen die Coefficienten «a;, einen in 1 nicht auf- 
sehenden gemeinsamen Teiler nicht besitzen. Andrerseits dürfen wir 
zufolge dieser Sachlage die Coefficienten f; von S (indem wir sie 
nötigenfalls mit einem gemeinsamen Faetor behaften) stets ganzeahliy 
ausetzen, wobei die Determinante ò = | ß,; | eine nicht näher be- 
stimmte, von Null verschiedene ganze Zahl ist. Nur haben wir dann 


— _ -— -m 


*) „Über die Bedingungen, unter welchen zwei quadratische Formen mit ra- 
tionalen Coefficienten in einander rational Iransforniert werden können“, Crelle’s 
Journal Bd. 106, pg. 5 ff. (1890). 
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z. B. im ternären Falle, damit 9(y;) wieder primitiv ausfällt, allgemein 
anzusetzen: 


(2) fe; 29 23) ES I, Ya; Ya), y 


wo s eine gewisse ganze Zahl ist. Auch bei der inversen Substitution 
S-! wird man die Bedeutung der y; bez. 2; so modificieren, dass man 
vom Nenner ð der Coefficienten absieht. An Stelle von (2) tritt 
dann: 

IYr» Yo Y3) = t fa, Z2, 23). 


Gleiches gilt natürlich bei den quaternären Formen. 

Ist nunmehr wieder V eine Substitution der Gruppe I; bez. Ir, 
so wird S~} VS, falls wir diese Substitution unimodular schreiben, 
die Form g bez. @ in sich transformieren; jedoch hat die Substitution 
S-!1VS im allgemeinen nur erst rationale Coefficienten mit dem ge- 
meinsamen Nenner d. Es giebt indessen innerhalb I), bez. I eine durch 
Uongruenzen modulo ò definierbare Untergruppe, für deren V die trans- 
formierten S-VS unimodular und „ganzzahlig“ werden. 


Sind nämlich V und V’ zwei Substitutionen aus der ternären bez. 
quaternären reproducierenden Gruppe der ursprünglichen Form und 
ist V’ == V (mod. ô), d. h. sind entsprechende Üoefficienten @;, und 
«ir modulo ò congruent, so geht aus den ausführlichen Transformations- 
formeln sofort hervor, dass aueh die correspondierenden Zähler in den 
unimodular gesehriebenen Substitutionen S—! V'S und S—1 VS modulo 
ô congruent sind. Nehmen wir nun V’ = 1, so wird auch S-VS 
der Identität gleich, so dass in der eben genannten Schreibweise von 
S-I V'S sämmtliehe Zähler durch ô teilbar sind. Letzteres gilt so- 
mit auch für S—! VS, falls V = 1 (mod. ô) ist. 


Soll aber allgemein S-VS in I, bez. I, enthalten sein, so 
müssen die 9 bez. 16 Zähler in S-!Y$ sämtlich = 0 (mod. 6) sein. 
Dies liefert für die Coefhieienten a; von V eine Reihe von Congruenz- 
bedingungen, welehe nach dem eben Gesagten für V= 1 (mod. ð) 
stets erfüllt sind, und welche übrigens eine in I), bez. Tp enthaltene ° 
Congruenzuntergruppe definieren. Hiermit ist aber der obige Satz 
bewiesen. 


Das aus „M.“ I pg. 387 ff. bekannte Congruenzgruppenprineip ist 
auf unsere Gruppen I; und I’ sofort übertragbar und führt zu ganz 
analogen Betrachtungen wie l. c. bei der Modulgruppee Wir wollen 
Iner insbesondere den Grundsatz benutzen, dass jede Congruenzunter- 
gruppe innerhalb der Gesamtgruppe endlichen Index besitzt. Hieraus 
folgt nämlich mit Rücksicht auf die voraufgesandte Entwicklung, dass 
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81,871 oder ST,S-! mit T; bez. Ip eine Untergruppe gemein hat, 
welche in I; bez. Ip endliehen Index hat. 

Nun können wir diese ganze Betrachtung offenbar in der Weise 
umkehren, dass wir an T, oder I, anknüpfen. Es entspringt so der 
wichtige Satz: Die reprodueierenden Gruppen zweier solchen Formen 
unserer Art, die rational in einander transformiert werden können, sind 
mit einander commensurabel. Diese Benennung ist hier in demselben 
Sinne gebraucht wie pg. 474: zwei Gruppen heissen commensurabel, 
wenn sie entweder direct oder nach geeigneter Transformation der 
einen von ihnen eine gemeinsame Untergruppe darbieten, die inner- 
halb jeder der beiden Gruppen endlichen Index hat. — 

Wir schliessen hier gleich eine Anwendung des eben gewonnenen 
Satzes an und senden zu diesem Ende folgende Behauptung voraus: 
Die reprodueierende Gruppe der Form (z — 2,23) ist die Modulgruppe 
oder die Picard’sche Gruppe, je nachdem wir (z? — 2,2) als reelle in- 
definite Form ansehen oder, was offenbar erlaubt ist, (25° — 2,23) unseren 
complexen ternären Formen zurechnen. Die betreffenden continuierlichen 
Gruppen sind nämlich durch das Schema (7) pg. 14 gegeben, wobei 
«ò — ßpy=1 ist. Indem wir nun unter Q entweder den rationalen 
Körper Q, oder den quadratischen Körper Q, der Basis [1, i] ver- 
stehen, schliessen wir unter Zusammenfassung beider Fälle folgender- 
massen. Es ist zu fordern, dass die Coefficienten «i; von (T) pg. 14 
ganze Zahlen in & werden. Aus a, =«d, & = °, .. folgt somit, 
dass «, ß, y, Ò Quadratwurzeln ganzer Zahlen aus 2 sind. Da man 


aber: 
Be a 2 ge: As Fe EB er Ö 


hat, so sind die Quotienten von «, ß, y, d in Q rational, und also 
setzen wir an: i 


& = «y Vz, B = Ba V”, r= W Vz, ò = òo Vx, 

WO @ọ, Êo Yos Ôo ganze Zahlen aus & sind, während x eine (wegen 
der zu fordernden Realität von «, ß, y, 6) positive gauze Zahl aus 2, 
bez. eine beliebige ganze Zahl aus 2, ist. Nun geht x in ad — py = | 
auf; man hat also im ersten Falle x = 1, im zweiten z = + 1, +i. 
Dort kommen wir also direct zur Modulgruppe, hier zur umfassendsten, 
d. h. aus Substitutionen der Determinanten + 1 und -+ ¿i bestehenden 
Picard’schen Gruppe. 

Es möge nun eine solche reelle indefinite oder cine solehe com- 
plexe Form f(2,, 2, 23) gegeben sein, welche eine „rationale Dar- 
stellung der Null gestattet“; es ist hiermit gemeint, dass es je nach- 
dem drei rationale ganze oder drei complexe ganze Zahlen z,, £3, Z, 
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aus Q geben soll, für welche f(z) = O ist. Wir behaupten, dass 
unter diesen Umständen f(z) rational in die Form (23° — 2,2) trans- 
formiert werden kann. Wir beweisen dies durch eine einfache geo- 
metrische Betrachtung, die im ersten Falle direct anschaulich ist, im 
zweiten aber im Sinne der mit complexen Werten der Coordinaten 
und Coefficienten rechnenden analytischen Geometrie gemeint ist. 

Unsere Voraussetzung besagt, dass auf der durch f(z) =0 dar- 
gestellten Curve C, ein „rationaler Punkt“ gelegen ist*). Damit 
liegen aber auf C, unendlich viele weitere rationale Punkte; denn 
jede durch den ersten Punkt ziehende „rationale Gerade“ (und deren 
giebt es unendlich viele) wird C, in einem zweiten rationalen Punkte 
schneiden. Man bilde nun die Gleichungen der Verbindungslinie zweier 
solcher rationalen Punkte und der Tangenten von C, in diesen Punkten; 
alle drei Gleichungen werden rationale Coefficienten haben. Indem wir 
daraufhin diese drei Gerade als Axen eines neuen Coordinatensystems 
der 2,, Z, Xy einführen, haben wir f(z;) rational in (ax? — bx,2,) 
übergeführt. Hier setze man noch bx, = Yı, Au = Yz, Ad, = Yz, 
wodurch die Form nach Fortlassung des unwesentlichen Factors a~! 
übergeht in (yə — Yı Y3) Unsere Behauptung, dass eine die Null 
rational darstellende Form f(z;) rational in (2, — 2,2,) transformierbar 
sei, ist damit bewiesen. 

Wir combinieren nunmehr die beiden zuletzt aufgestellten Sätze 
und gewinnen damit das folgende Theorem: Die reprodueierende Gruppe 
einer ternären Form, in welcher die Null vermöge rationaler ganzer Zahlen 
Zis Z2; 2 bez. complexer ganzer Zahlen zi, Z3, 2; des Körpers [1, i] dar- 
stellbar ist, ist stets mit der Modulgruppe bez. der Picard’schen Gruppe 
commensurabel. Auf den die reellen indefiniten Formen f(2;) betreffen- 
den Teil dieses Satzes wurde bereits oben (pg. 474) hingewiesen. 


S 3. Existenzbeweis der reproducierenden Gruppen der ternären 
Formen f(z;) beider Arten. 


Wie bereits vorhin (pg. 503) bemerkt wurde, ist es nötig zu be- 
weisen, dass die reproducierende Gruppe einer einzelnen Form aus 
melır als der identischen Substitution allein besteht. Die hierauf be- 
zügliche Untersuchung gipfelt, die ternären Formen betreffend, in fol- 
zendem 'Theoreme: Die reproducierende Gruppe einer reellen indefiniten 
ternären Form f(z;) ist (als &-Gruppe gedacht) eine Hauptkreisgruppe, 
die auf dem Hauptkreise selbst uneigentlich discontinwierlich ist; die re- 


*) Natürlich bezieht sich im Falle einer complexen Form f(z) die Ratio- 
nalität hier überall auf den Körper Q der Basis [1, i]. 
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producierende Gruppe einer complexen ternären Form f (zi) ist eine „eigent- 
liche“ Polyedergruppe, die also erst im Innern des &- Halbraumes, noch 
nicht in der -Ebene eigentlich discontinwierlich ist 

Bei der Eigenart der Modulgruppe sowie der Picard’schen Gruppe 
ist dieser Satz für die Form (2? — z,2,) unmittelbar evident, sei es 
dass wir diese Form als reelle betrachten oder den complexen Formen 
zurechnen. Damit ist der Satz auf Grund der Entwicklungen des 
vorigen Paragraphen aber auch für alle diejenigen Formen bewiesen, 
durch welche die Null rational darstellbar ist; denn commensurabele 
Gruppen sind stets zugleich auf dem Hauptkreise (in der ¢- Ebene) 
eigentlich discontinuierlich oder nicht. Die eben gemeinten Formen 
dürfen demnach weiterhin als ausgeschlossen gelten. 

Beim Beweise unseres Satzes für die übrigen Formen bedienen 
wir uns eines Gedankenganges, welchen Hermite in seiner bereits 
mehrfach genannten Arbeit „Sur la theorie des formes quadratiques“*) 
pg. 310 f. angiebt. Diese Entwicklung bezieht sich freilich nur auf 
reelle indefinite Formen f(z;); indessen ist die Übertragung auf com- 
plexe Formen /(z;) so einfach, dass wir beide Fälle hier zusammen 
behandeln können. 

Möge zunächst durch: 

(1) Zi = Gıkı -F QizZz + 0325, i = 1, 2,3, 

eine von der Identität verschiedene Substitution V einer vorgelegten 
reproducierenden Gruppe I; gegeben sein, so deuten wir wieder en, 
als Coordinaten innerhalb der projectiven Ebene und fragen nach den 
Fixpunkten der Substitution V in dieser Ebene. Zur Bestimmung der 
Coordinaten dieser Punkte setzt man in (1) 

(2) Zi = Ofi, Z? =O, % —=62, 

ein, unter 6 einen Proportionalitätsfactor verstanden. Für o ent- 
springt dann in sehr bekannter Weise die cubische Gleichung: 


Cii — O, Os, a 
Gar, Qə — O, (sg 0 
ey Br ; Zu 
oder explicite (wegen Be): 
(3) o — J 4+ Ko —1 =0, 
wo die Abkürzungen J und K in folgender Bedeutung gebraucht sind: 
= Qa F Qa F Gss, 


ol 


= (Koa Agg — Aggligs) + CRA = is Cr) Ir (a Ay — aie). 





*) Crelle’'s Journal, Bd. 47 pg. 307 (1853). 
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Die drei Lösungen 6 der Gleichung (3) liefern alsdann drei reelle 
oder imaginäre Fixpunkte von F. 

Wir bemerken nun, dass J und K absolute Invarianten gegenüber 
einer beliebigen linearen zi- Transformation mit reellen oder complexen, 
rationalen oder irrationalen Coeffieienten sind. Es sind nämlich die drei 
zu den Fixpunkten gehörenden Proportionalitätsfactoren 6, wie man 
aus den drei Gleichungen (2) ohne weiteres schliesst, absolut invariant; 
und daraus folgt dasselbe für die symmetrischen Funetionen dieser ©, 
d. h. für die J, K. 

Gehen wir daraufhin vermöge einer linearen Transformation (mit 
irrationalen Coefficienten) zur Normalform (g — 2,23), so wird die 
Substitution V die- Gestalt (7) pg. 14 (mit gleichfalls irrationalen 
Coefficienten) annehmen, während J und K ihre Werte nicht ändern. 
Setzt man aber die rechten Seiten der Gleichungen (4) für die Sub- 
stitution (7) pg. 14 an, so folgt mit Rücksicht auf «ð — ßy = 1, dass 


J=K=(« +0 —1 


gilt. Die beiden in (3) und (4) vorkommenden Invarianten J und K 
sind demnach von vornherein einander gleich. 

Wir schliessen weiter, dass die Gleichung (3) stets eine Lösung 
ó = 1 hat; und diese liefert einen Fixpunkt von V mit rationalen“) Co- 
ordinaten z;, welche letztere wegen o = 1 durch V genau in sich selbst | 
transformiert werden. Nehmen wir hinzu, dass dieser Punkt als ein ratio- 
naler nicht auf der durch /(z;) = O dargestellten C} gelegen sein kann, | 
so haben wir den Satz: Jede von der Identität verschiedene Substitution 
V der vorliegenden reprodueierenden Gruppe besitzt in der projectiven 
Ebene einen reellen oder imaginären, nicht auf der C, gelegenen „ratio- 
nalen“ Fixpunkt, dessen Coordinaten z; durch V genau in sich trans- 
formiert werden. Mit dem Fixpunkt wird natürlich auch die Polare 
desselben in Bezug auf die C, in sich transformiert. Diese Polare 
stellt eine „rationale“ Gerade dar, deren Schnittpunkte mit der C, die 
beiden noch nicht genannten Fixpunkte von V sind. Auch die linke 
Seite der Gleichung dieser Geraden wird bei Ausübung der Substitution 
V absolut invariant sein. — 

Die vorstehende Entwicklung ist nun der Umkehrung fähig. Wir 
gehen von einem beliebigen rationalen Punkte der projectiven Ebene 
aus mit der einzigen Beschränkung, dass derselbe im Falle einer reellen 
indefiniten Form f(z;) selber reell sein soll und „ausserhalb“ der Curve 
C gelegen sein muss. Die Polare dieses Punktes werde durch: 












*) Natürlich bezieht sich die Rationalität im Falle einer complexen Form 
f(z) hier wieder durchweg auf den Körper [1, i]. 
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nZ, F Pe + v32 = 0 
gegeben, wobei wir v,, >, v, als rationale bez. complexe ganze Zahlen 
ohne einen allen gemeinsamen Factor gewählt denken können. 

Um zu untersuchen, ob der ausgewählte Punkt Fixpunkt einer 
in der vorliegenden Gruppe T, enthaltenen cyclischen Untergruppe ist, 
verfahren wir folgendermassen. 

Zufolge einer sehr einfachen arithmetischen Betrachtung lassen 
sich den Zahlen v,, v», v sechs weitere rationale bez. complexe ganze 
Zahlen A,, A,, A,, Ui Us, lt zufügen, welche der Bedingung genügen: 


A, ) ha, A; 


vi ) Va, V3 | 


Wir führen daraufhin ein neues Coordinatensystem durch die uni- 
modulare ganzzahlige Substitution ein: 


z = Å 2i F fots F hst, 
(5) Y = U, $ Wz, F Us!) 
Z = V, 2, F Valz F V32. 


Hierbei möge f(2;) in die äquivalente Form: 


(6)  o(2, y, ) = aa: + 2bay-+ cy? + 2daz + 2eyz + fe 


übergehen, während die reproducierende Gruppe von f(z;) durch die 
Transformation (5) in diejenige der Form p(x, y, 2) übergeführt wird. 

Ist nun der ausgewählte Punkt Fixpunkt einer von 1 verschie- 
denen Substitution V der reproducierenden Gruppe, so müsste sich V 
nach dem, was voraufgeht, durch x, y, z in der Gestalt: 


x = «a + gy + me, 
(7) y = ys + y+ ne, 


m~ 
is 


| 


| 


darstellen. Wir setzen jetzt in p(x’, y, z) = (x, y, 2) für e und damit 
für 2 null ein. Es zeigt sich alsdann, dass die binäre quadratische 


Form (ax? + 2bzy + cy”) durch 


(3) z=ar+ßy, y =y Oy 

cin sich transformiert werden müsste. 

| Nunmehr bemerke man, dass (az? + 2bxy + cy?) eine indefinite 
Gauss’sche Form resp. eine Dirichlet’sche Form ist, und dass in beiden 
=: die Determinante D = b — ac nicht quadratisch sein kann; 
=. sonst würde 7 = O anf der (', rationale Punkte ausschneiden, 
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was gegen die Voraussetzung ist. Nach den Entwicklungen des vorigen 
Kapitels (pg. 450 und pg. 465) existiert demnach stets eine cyclische 
hyperbolische bez. loxodromische Gruppe die Form (a, b, c) reprodu- 
cierender unimodularer Substitutionen (8) mit rationalen bez. com- 
plexen ganzen Zahlen a, ß, y, ô. 

Aus dieser cyclischen Gruppe wähle man nun eine beliebige Sub- 
stitution aus und trage deren Coefficienten in (7) ein. Die Coeffi- 
cienten m, n sind dann so zu bestimmen, dass in der durch (7) trans- 
formierten Form (x, y, 2) die Coefficienten von xz2 und yz die 
ursprünglichen Werte wieder annehmen. Diese Forderung liefert die 
beiden Gleichungen: 


m(a« + by) + n(ba + cy) = d(1 — «) — ey, 
m(aß +- bò) + nbh + cò) = — dB + e (1 — Ò), 
welche nach m und n aufgelöst ergeben: 
ii = (æ — 1))be — Bba +- yec — (ô — 1)cd, 


(9) n D = — («x —.1)ae + Bad — ybe + (ô — 1)bd, 


unter D die Determinante (b? — ac) verstanden. Durch die hiermit 
endgültig bestimmte Transformation (7) wird dann ọ (x,y,z) in sich 
transformiert, d. h. auch der letzte Coefficient von @ ändert sich bei 
dieser Transformation nicht. Man kann dies entweder durch directe 
Rechnung bestätigen, oder man benutzt, dass nach den Entwicklungen 
der Einleitung bei beliebig gewähltem Fixpunkt immer noch unend- 
lich viele, eine continuierliche Gruppe bildende Substitutionen einer 
vorgelegten ternären Form in sich existieren, und dass die soeben 
construierte Substitution offenbar der zum oben gewählten rationalen 
Fixpunkte gehörenden continuierlichen Gruppe dieser Art angehört *). 

Die Substitution (7) ist nun zwar unimodular, aber die Coeffi- 
cienten m und n sind, allgemein zu reden, nur erst rationale Zahlen 
mit dem Nenner D. Sollen m und n ganze Zahlen sein, so entspringen 
für «, ß, y, Ò zwei aus (9) abzuleitende Congruenzbedingungen mo- 
dulo D, die insbesondere für: 


«=ð = 1, BpzYy=0 (mod. D) 


stets erfüllt sind. Durch jene beiden Bedingungen wird aus der cyc- 
lischen Gruppe der Substitutionen (8) eine Congruenzuntergruppe ôt" 


*) Bei Gebrauch der Normalform (z? — z, 2,) und der zugehörigen Gruppe 


(1) pg. 14 ist die fragliche Untergruppe dadurch definiert, dass man die Ver- 


hältnisse 28 : (8 — oe): — 2y fixiert. Es sind geradezu 2ß, (ô — eo), — 2y die 
Coordinaten des Fixpunktes. 
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Stufe, d. i. eine Untergruppe von endlichem Index ausgesondert. Wir 
haben damit das folgende Resultat gewonneu: Der oben ausgewählte 
rationale Punkt ist Fixpunkt einer in der reprodueierenden Gruppe I; 
enthaltenen ceyclischen hyperbolischen bez. loxodromischen Untergruppe. 


Letzten Endes bemerke man, dass die rationalen Geraden die pro- 
jective Ebene überall dicht bedecken, und zwar gilt dies sowohl für 
die reelle projective Ebene als auch für den Fall, dass wir die pro- 
jective Ebene als Inbegriff aller Tripel complexer z,, 2,, 2, zu fassen 
haben. Im speciellen wird demnach die durch f(z;) = O dargestellte 
C, überall dicht von den Schnittpunkten mit rationalen Geraden be- 
deckt sein. Diese Schnittpunkte sind dann, wie wir sahen, hyperbolische 
oder loxodromische Fixpunkte. 


Die Curve C, aber ist im einen Fall auf den Hauptkreis, d. i. die 
reelle &-Axe, im andern auf die complexe &-Ebene wechselweise ein- 
deutig bezogen. Somit erscheint bei der einzelnen reproducierenden 
Gruppe der Hauptkreis von hyperbolischen Fixpunkten bez. die ¢- Ebene 
von hyperbolischen und loxodromischen Fixpunkten allenthalben dicht 
bedeckt. Das zu Anfang des Paragraphen aufgestellte Theorem über 
die Natur der reproducierenden Gruppen unserer ternären Formen f(:;) 
ist demnach vollständig bewiesen. 


S 4, Existenzbeweis der reproducierenden Gruppen der quaternären 
Formen Fz;). 


Das Existenztheorem der reproducierenden Gruppen der quater- 
nären Formen F(z;) kann man so formulieren: Die einzelne oben näher 
charakterisierte quadratische Form F(z;) liefert eine reproducierende Gruppe, 
welche (als &-Gruppe) zwar im Innern des &-Halbraumes, aber nicht 
bereits in der -Ebene eigentlich discontinwierlich ist. Beim Beweise 
dieses Satzes werden wir uns auf die Ergebnisse des vorigen Para- 
graphen stützen, übrigens aber einen dem dort befolgten Gedanken- 
gange durchaus analogen Weg gehen. 


Sei zunächst eine von der Identität verschiedene Substitution F 
der reproducierenden Gruppe Ir ın: 


(1) A = kii + Kiez + Cis Zs + aus 


vorgelegt, so wollen wir im projectiven Raume die Fixpunkte derselben 
feststellen. Wir haben zu dem Ende # = øz; unter Gebrauch eines 
Proportionalitätsfactors 6 zu setzen, welch’ letzterer dann bekanntlich 
aus der Gleichung: 


Fricke-Klein, Automorphe Fum tionen. I. 33 
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| «a — ő, Q, Cigs Ai 

| Œr; A — G, Uy, ver = 
ur (39; 33 — O, Oy 
CITE Oa; Q43, Og — 0 





zu bestimmen ist. Man hat alsdann weiter cz; für z; in (1) einzu- 
setzen und nach den z; aufzulösen. ` 

Die explicite Gestalt der für o aufgestellten biquadratischen Glei- 
chung sei: 
(2) o — J + Ke — Lo + 1 =Q. 
Dabei sind wieder J, K, L Invarianten der Substitution V, von denen 
wir die beiden ersten explicit angeben: 


J = 0, F aa + @ F Cu; 
K = > (0:0 — Kikki), ı 


Die drei (reellen) Invarianten J, X, L können nicht von einander 
unabhängig sein; denn V hat als &-Substitution nur eine complexe 
Invariante (« + ò). In der That zeigt der Rückgang auf das Schema 
(10) pg. 47, dass sich J, K, L in « + ò folgendermaassen darstellen: 


4) J=L=(«+0)(@ +0, K= («+ 0 + (E+ 0—2. 
Es st hiernach jedenfalls immer J gleich L. 

Wir specialisieren den bisherigen Ansatz nun dahingehend, dass 
V fortan eine nicht-loxodromische Substitution sein soll. Dann ist 
(«+ ò) reell; und aus (4) folgt, dass K = 2 J — 2 wird. Die Glei- 
chung (2) aber spaltet sich in die beiden quadratischen Gleichungen: 

(— 1} =0, o — (œ + ô? — 2) oe t1=0, 
von denen die erste mit ihrer Doppelwurzel oó = 1 die Punkt für 
Punkt festbleibende Gerade von V, die zweite aber die Schnittpunkte 
der durch F(z,) = 0 dargestellten Fläche F, mit der conjugierten Po- 
lare jener Geraden liefert (cf. pg. 50 ff.). 

Aus dem Werte 6 = 1 des Proportionalitätsfactors folgt nun 
nicht nur, dass auf der gedachten Geraden unendlich viele rationale 
Punkte gelegen sind, sondern auch, dass die Coordinaten des einzelnen 
solchen Punktes durch V genau in sich transformiert werden. Auch 
die Folarebene dieses Punktes bezüglich der F, wird durch V in sich 
transformiert, und zwar in der Art, dass die linke Seite der Gleichung 


(3) 


dieser offenbar „rationalen“ Ebene gegenüber V gleichfalls absolut in- 


variaut ist. — 


2 = su a t 
Auf dieses Ergebnis gründen wir nun umgekehrt folgende Be- = 
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trachtung. Wir wählen im projeetiven Raume «ausserhalb der Fläche 
F, irgend einen rationalen Punkt und können dann beweisen, dass 
derselbe das Centrum einer in der reproducierenden Gruppe von T (zi) 
enthaltenen hyperbolischen Totationsuntergruppe ist. 

Es sei nämlich die Polarebene des fraglichen rationalen Puuktes 
durch: 


Vil, F Vaa F V323 F vaz, = 0 
dargestellt, wo wir v,i, Va, Vg, v, als ganze Zahlen ohne einen allen 
gemeinsamen Factor gewählt denken können. Infolge einer einfachen 


arithmetischen Betrachtung können wir alsdann zwölf weitere ratio- 
nale ganze Zahlen x;, A;, u; in der Art bestimmen, dass in: 


Lı = 4,2 F Hla F #2, F #8, 
La = Aili F Aela F Ast; + Asti, 
Lg = U F Ur, F Ugg + Wr, 
Ly = Vi, F Volo F Vag F Vafa 
eine unimodulare Substitution vorliegt. 
Vermöge der Substitution (5) gehe nun F(z;) in die äquivalente 
quaternäre Form über: 


(5) 


(6) PhLi, Ta, 2) + 2x, bir, + dat, + bzta) + ex’, 
wobei @(2,,%,,%,) zur Abkürzung gesetzt ist für: 
(7) DI, Xp, = >: DER, i, I; = Ih DA Ə, 


und offenbar eine ganzzahlige indefinite ternäre Form bezeichnet. Die 
reproducierende Gruppe von F(z;) geht bei der Transformation durch 
die Substitution (5) in diejenige der quaternären Form (6) über. 

Die Substitutionen der postulierten Rotationsuntergruppe werden 
wir nun nach den vorausgesandten Überlegungen (der Gleichung (7) 
des vorigen Paragraphen entsprechend) in der Gestalt anzusetzen haben: 


Ly = Q Ty F ala F 0X + lts, 
(8) 2, = B 2i + Per: + Boty + ME, 
"= Y8, F Pote tr HNT, 


Ti . 


R 
I | 


Kr 
| 


Es sei wie entsprechend im vorigen Paragraphen so auch hier gleich 
bemerkt, dass es nach den Entwicklungen der Einleitung (pg. 46 ft) 
sicher eine continuierliche Rotationsuntergruppe mit dem gewählten 
Centrum giebt, deren Substitutionen (unimodulare Schreibweise voraus- 


gesetzt) 7’(z,) in sich transformieren. Man kann diese Substitutionen 
33 * 
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dadurch bestimmen, dass man von einer die Form @(&,,&%,, Xg) in sich 
transformierenden ternären Substitution: 

Li = Qly F RR, + Azi, 
(9) La = Pit, + Boto F &3i3, 

Ly = Y Lı F Yale F VaT 
ausgeht, alsdann aber die Coefficienten l, m, n in (8) dadurch eindeutig 
festlegt, dass in der durch (8) zu transformierenden quaternären 
Form (6) auch die Coefficienten von %,%,, 3%, %%, ihre ursprüng- 
lichen Werte wieder annehmen müssen. 

Die Frage wird aber nun für uns sein, ob in der gedachten con- 
tinuierlichen Jotationsgruppe eine Untergruppe aus Substitutionen 
mit ausschliesslich ganzzahligen Coefficienten aufzufinden ist. 

Dies ist aber in der That möglich! Denn erstlich liefert uns der 
vorige Paragraph in der reproducierenden Gruppe von @(%,, Za, £3) 
unendlich viele ganzzahlige unimodulare Substitutionen (9). Setzen 
wir die Coefficienten der einzelnen dieser Substitutionen aber in (8) 
ein, so bestimmen sich in der schon ausgeführten Art die zugehörigen 
Coefficienten l, m, n aus den drei linearen Gleichungen: 


(10) Kb: + bibi + bis yi) + mbara: + bobi + des?) 
+ nl + bsabi + by) = bi — bi æi — bapi — buyi, 
t = 1, 2,3. 
Die Determinante D dieses Systems findet sich zu: 


biis bie, bis Ci, Pis Pı 

bar, Dazs Dos | | Qo, Pa, Yo |= bir bozbas + 2 bie bas bs: — bibas — bobs 

Dsi, Uso Das Os, Bs Vs — bshs’, 
d. h. sie ist vom Zeichen abgesehen gleich der Discriminante der ter- 
nären Form ø(£,, &, %) und stellt demnach eine von null ver- 
schiedene rationale ganze Zahl dar. Aus (10) bestimmen sich I, m, n 
zunächst in Gestalt rationaler Brüche mit dem Nenner D. Sollen I, m, n 
ganzzahlıg sein, so dürfen nicht sämtliche Substitutionen (9) der re- 
producierenden Gruppe von @(X,, £2, £4) zugelassen werden. Vielmehr 
sind drei aus (10) leicht zu gewinnende Congruenzen modulo D für 


die Coefficienten «;, Bi, y: vorzuschreiben, welche zufolge der rechten 
Seiten der Gleichungen (10), z. B. im Falle: 


v = þh =n l, ey muy a 
d. i. für die zum Modul D gehörende „Hauptcongruenzgruppe“ (cf. „M.“ 


I pg. 387) stets erfüllt sind. Jene drei Bedingungen definieren als- 
dann eine Congruenzuntergruppe innerhalb der reproducierenden Gruppe 
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von (2i, Zə, tz), und also eine Untergruppe von endlichem Index. 
Indem wir für (8) nur die Substitutionen dieser Untergruppe zulassen, 
haben wir die zum ausgewählten rationalen Punkte gehörende uni- 
modulare ganzzahlige hyperbolische Rotationsuntergruppe gewonnen. 

Indem wir endlich noch darauf hinweisen, dass die rationalen 
Punkte ausserhalb der F, überall dicht liegen, ist der am Anfang des 
Paragraphen aufgestellte Satz über die Existenz der reproducierenden 
Gruppen quaternärer Formen F(z;) vollständig bewiesen. 


85. Vom Vorkommen elliptischer und parabolischer Substitutionen 
in den Gruppen IY und I}. 


Die voraufgehenden Deductionen beruhten im Grunde auf der 
Betrachtung der hyperbolischen Substitutionen, welche in unseren re- 
producierenden Gruppen vorkommen. Im Anschluss hieran sollen jetzt 
einige Sätze über das Auftreten elliptischer und parabolischer Substitw- 
tionen aufgestellt werden. 

In den beiden ternären Fällen hatten wir die durch (4) pg. 509 
definierte Invariante J als [(« + 6)’ — 1] dargestellt gefunden, und 
bei den quaternären Gruppen Ir war die entsprechende Invariante J 
(ef. (3) pg. 514) mit (æ + ô)(& + ò) identisch. Im Falle einer ellip- 
tischen Substitution der Periode l hat nun (« + ò) die Bedeutung von 
+2c0s, wie oben (pg. 345) bewiesen ist. Da die Invariante J 
bei unseren reproducierenden Gruppen I; und I‘; der Natur der Sache 
nach eine ganze Zahl ist, so bleibt auch 4 cos? 7 auf ganzzallige 


Werte, d. i. auf O, 1, 2, 3 eingeschränkt. Die Periode ¿ kann dem- 
nach nur eine Zahl aus der Reihe 2, 5, 4, 6 sein: In den reprodu- 
eierenden Gruppen der termären Formen f(z) beiderlei Arten, sowie der 
quaternären Formen F(z) können an elliptischen Substitutionen jedenfalls 
nur solche der Perioden 2, 3, 4, © vorkommen. 

Hieraus ergiebt sich olıne weiteres als Zusatz: In den eigentlichen 
Polyedergruppen I, und I, können an elliptischen KRotationsgruppen 
höchstens Diedergruppen der Ordnungen 4, 6, S, 12, Tetraeder- oder 
Oktaedergruppen auftreten. Man erkennt aus diesen beiden Sätzen, dass 
es sich bei unseren reproducierenden Gruppen I; und I’; im Vergleich 
zur Gesamtmannigfaltigkeit aller Hauptkreis- und Volyedergruppen 
um eine sehr specielle Classe soleher Gruppen handelt. — 

Das Auftreten parabolischer Substitutionen behandeln wir nur für 
die zu den reellen indefiniten Formen /(z;) gehörenden Hauptkreis- 
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gruppen T, welche letztere weiterhin überhaupt mehr und mehr in 
den Vordergrund treten sollen. 

Ist die ternäre Substitution V parabolisch, so st J = K = 3, 
und die Gleichung (3) pg. 509 liefert daraufhin die dreifache Wurzel 
g = 1. Dies entspricht dem Umstande, dass die drei Fixpunkte einer 
parabolischen Substitution in einen, und zwar offenbar rationalen Punkt 
der Curve C, zusammenfallen. Wir schliessen nach pg. 508 sofort, 
dass parabolische Substitutionen stets und nur in den mit der Modulgruppe 
commensurabelen Gruppen T; auftreten. 

Um aber in numerischen Einzelfällen über das Vorkommen para- 
bolischer Substitutionen leicht entscheiden zu können, fügen wir hier 
noch folgende arithmetische Entwicklung an, auf welche wir auch 
späterhin nochmals zurückgreifen. 

Es ist leicht, aus drei reellen „rationalen“ Geraden der projectiven 
Ebene ein Polardreieck der Curve C, aufzubauen. Der Übergang zu 
diesem Dreieck als Coordinatendreieck bedeutet alsdann eine „rationale“ 
Transformation, vermöge deren unsere Form (nötigenfalls nach Zu- 
fügung eines ganzzahligen Factors) die Gestalt 
(1) [(&) = az? + b? + ez? 
annimmt, unter a, b, c drei rationale ganze Zahlen verstanden. 

Die drei Zahlen a, b, c können wir so annehmen, dass keine von 
ihnen einen von 1 verschiedenen quadratischen Teiler aufweist, und dass 
je zwei unter ihmen relativ prim sind. Einen quadratischen Factor z. B. 
von a würde man nämlich in z,° hineinnehmen, was erneut auf eine 
rationale Transformation hinauskommt. Würden demnächst a, b, c 
zugleich durch die Primzahl p teilbar sein, so hebe man dieselbe ver- 
möge der Division von f(z) durch p fort. Geht aber p in a und b, 
jedoch nicht in c auf, so multipliciere man die Form mit p und ent- 
ferne die nunmehr quadratischen Factoren p? in den beiden ersten 
Coefficienten auf die schon gekennzeichnete Weise. Die über die Zahlen 
u, b, c gemachten Angaben dürfen wir somit stets als bestehend an- 
nehmen. 

Die neue Form wird sich nun in der Frage des. Vorkommens 
parabolischer Substitutionen oder (was auf dasselbe hinauskommt) in 
der Frage der Commensurabilität mit der Modulgruppe gerade so ver- 
halten wie die ursprüngliche. Die Form (1) betreffend aber liefert 


die Zahlentheorie die Antwort: Ls giebt stets und nur dann rationale 
Punkte auf der durch: 


(2) az? + bz? + ez? = 0 


dargestellten C, wenn die ganzen Zahlen — be, — ca, — ab bez. quadra- 
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tische Reste von a, b, c sind, und wenn überdies a, b, e nicht alle das- 
selbe Vorzeichen haben*). Hiermit ist die Frage nach dem Vorkommen 
parabolischer Substitutionen in I; beantwortet. 

Bei den Polyedergruppen der complexen Formen /(z;) und der 
quaternären Formen F(z;) würde sich hier die Frage nach dem Vor- 
kommen parabolischer Rotationsuntergruppen anschliessen. Im qua- 
ternären Falle könnten wir uns hierbei auf die bereits pg. 505 ge- 
nannte Abhandlung von Minkowski berufen, in welcher die Be- 
dingung für das Auftreten rationaler Punkte auf der durch F(z) = 0 
dargestellten Fläche F, angegeben ist. Indes soll diese Frage hier 
nicht weiter behandelt werden. 


$ 6. Historische Bemerkungen über ternäre und quaternäre 
Formen. 


Um tiefer in die Eigenart der reproducierenden Gruppen I); und 
Ir einzudringen, müssen wir auf die entwickelte Theorie der ternären 
und quaternären Formen selber zurückgehen und vornehmlich die Sätze 
über Äquivalenz und Reduction dieser Formen heranziehen. Wir ge- 
langen hier zu ganz ähnlichen Verhältnissen, wie sie bei den indefi- 
niten binären Formen des vorigen Kapitels vorlagen. Nur erscheint 
die Theorie der ternären und quaternären Formen noch nicht in 
gleichem Grade ausgebildet, wie diejenige der binären; wir werden 
dies gleich noch näher zu erörtern haben. Übrigens müssen wir uns 
hier im wesentlichen mit einem kurzen historischen Berichte begnügen. 

In der Theorie der reellen indefiniten ternären Formen f(z;) ver- 
dankt man Hermite die führenden Untersuchungen. Es handelt sich 
hierbei eben um jene Principien, welche wir schon pg. 476 bei den 
indefiniten Gauss’schen, Dirichlet’schen und (im engeren Sinne) Her- 
mite'schen Formen als Hermite’s eigentliche Leistungen zu nennen 
hatten, und welche von demselben, die ternären Formen betreffend, in 
den ersten Paragraphen seiner oft genannten Arbeit „Sur la theorie 
des formes quadratiques ternaires indefinies“"”) auseinandergesetzt sind. 

Wir wollen hier die beiden Hauptgesichtspunkte der Hermite'schen 
Auffassung für die ternären Formen angeben und bedienen uns hierbei 
einer geometrischen Vorstellungsweise, welche zwar von Hermite l. c. 


— or 


*) Die Bedingungen der Lösbarkeit der Gleichung (2) in ganzen Zahlen z, 
sind zuerst von Legendre in den Abhandlungen der Pariser Akademie von 
1785 entwickelt. Dem gleichen Gegenstande sind die Art. 294. von Gauss 
„Disquisitiones arithmeticae“ gewidmet. 

**) Crelle’s Journal Bd. 47 (1853) pg. 307. 
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nicht explicite erwähnt wird, die aber seinen Überlegungen durch- 
aus parallel läuft. 
Sei die vorgelegte reelle indefinite Form f(2): 


9 2 „2 A 
ait F aalo + agg 23” F 2052223 F 20y 2321 + 2013242, 


und möge das „Coordinatensystem“ der z; in der Ebene so fixiert sein, 
dass durch f(z) = 0 eine Ellipse dargestellt wird. Wir nehmen an, 
dass die Diseriminante: 


= 2 2 e Er 
(1) D = 4,49" F A2431” T agza 2 aro ll23 31 — M12233 
eine positive ganze Zahl ist, was nötigenfalls durch Behaften von f(z;) 
mit dem Factor —'1 erreichbar ist. 

In „Liniencoordinaten“ u; wird unsere Ellipse durch Nullsetzen der 
mit f(z;) eonjugierten Form: 
| = 2 2 2 
(2) I, Ua, U3) = Ay? + Au? F Agtt F 2 Aata 

+ 2 Az + 24,5%, tlo 

darstellbar sein, wobei die Formeln gelten: 


(3) A; 2 A; == k 2 i2 k. 


Sape. mar y 
ca,; 2 ca;, < 


Nunmehr seien die reellen Grössen 24, tto, t die Coordinaten einer 
beliebigen reellen, die Ellipse nicht schneidenden Geraden. Die Coor- 
dinaten %,, Yə, Yz des Poles dieser Geraden berechnen sich zu: 


D- y, = Anu + Ast + Arzt, 
(4) D ; Y, = Ay + Ast, + Arstt, 

D : Y; = Azt F Aszt + Asstt, 
wobei A;r = Ar: ist. Diese y; legen also einen beliebigen Punkt im 
Lllipseninneren fest. Da die gewählte Gerade die Ellipse nicht schneidet, 


so ist für ihre Coordinaten u; der Wert g(t, tto, 45) negativ und also 
mit — D von einerlei Zeichen. Wir können demnach unbeschadet der 


Realität der u; setzen: 
(5) 9, tUla, U3) = — D, 
und hierdurch sind dann die Coordinaten der fraglichen Geraden bis auf 
cinen gemeinsamen Zeichenwechsel eindeutig bestimmt. 

Vermöge der so definierten u: constrwieren wir mm nach Hermite 
cine neue ternäre quadratische Form p(2,, 2, 23) in folgender Art: 
(6) PÈI, 22,25) = f£ı, 22, 23) + 2up2 F to + 1525)”. 


Die Discriminante 4 dieser Form: 


f 
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2 S 
| ta + 24$, Qoe F 28i, as F 2%, 

N = — E u? . 
(1) a Aa F 2U, Qa + 2t, log + Zugu, 


Ay + 2t, ago + 2U, Ay + 2U 
stellt sich unter Entwicklung der rechten Seite von (7) in folgender 
Gestalt dar: 


(8) 9=D-+ 2g9(u,W,4;), 
so dass wir unter Benutzung von (5) die Gleichung 4 = — D ge- 
winnen. 


Aus dem negativen Zahlwert der Diserimiuante 4 von 9(2;) geht 
vermöge einer einfachen geometrischen Betrachtung hervor, dass ø (z;) 
eine definite Form ist; des näheren ist sie positiv, da p(z;) für die 
Punkte der durch f(z;) = 0 dargestellten Ellipse positiv ist*). Übrigens 
merken wir nebenher als eine invariantentheoretische Eigenschaft von 
g (z) an, dass (zufolge leichter Rechnung) jede der beiden Formen 
(fed + 9(2)) verschwindende Discriminante hat. 

Es ıst nun der erste Hauptgesichtspunkt der Hermite’schen Theorie, 
dass der indefiniten Form f(z) jede in der bezeichneten Weise zu ge- 
winnende positive Form gp(2;) als „associiert“**) zugewiesen wird, und 
dass die indefinite Form f(z;) dann „redueiert“ genannt wird, falls sich 
eine mit ihr assocuerte positive Form $(z;) finden lässt, die reduciert 
ist. Wie man sieht, benötigt man hier eine Reductionstheorie der 
positiven ternären Formen, und zwar in dem Umfange, dass nicht 
nur ganzzahlige, sondern beliebige reelle Coefficienten zugelassen werden 
(was übrigens keine Erschwerung mit sich bringt). Über die hier 
in Betracht kommenden Entwicklungen soll unten weiter berichtet 
werden. 

Vorab möge gleich auch noch der zweite Hauptgedanke der Her- 
inite'schen Theorie genannt werden, den wir als das „Jrineip der 
Monodromie des Poles y,, Y>, Yz“ bezeichnen können. Deuken wir 
der einfachen Sprechweise halber f(z;) sogleich als reduciert, so wird 
sich ein Punkt y; finden lassen, für welchen die zugchörige Form (z;) 
reduciert ist. Von hieraus lasse man den Punkt y; einen möghchst 
grossen zusauimenhängenden Bereich B beschreiben, so dass für alle 
Punkte y; von B die bezüglichen Formen 9(2;) reduciert bleiben. 

Eben in dieser Massnahme der Einführung der y; als „continwier- 


t) In geometrischer Sprechweise interpretiert man q (27) = 0 als einen be- 
stimmten imaginären Kegelschnitt, welcher die Ellipse /(z,) = ® in ihren beiden 
imaginären Schnittpunkten mit der Geraden u, berührt. 

**) Diese Benennung stammt von Picard her; siehe die pg. 476 genannte 
Abhandlung desselben. 
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licher Variabelen“ in die „arithmetische“ Theorie der indefiniten Formen 
ist die Hauptleistung Hermite’s zu seben, welche für die Weiterent- 
wicklung seiner Theorie charakteristisch wurde. Mit diesem Gegen- 
stande beschäftigt sich auch schon die frühere Abhandlung Hermite’s 
„Sur Pintroduction des variables continues dans la theorie des nombres“*). 
Übrigens bemerke man, dass das Princip der Bildung der Bereiche B 
sich auf die oben (pg. 467 ff.) behandelten indefiniten Hermite’schen 
Formen leicht anwenden lässt. Doch führt diese Maassregel, wie schon 
pg.477 angedeutet, zu denselben Ergebnissen, wie die Smith’sche Methode. 

Die Weiterführung der Überlegung wird nunmehr eine ganz analoge 
sein, wie damals (pg. 468#.). Wir werden im folgenden Paragraphen 
noch ausführlicher darlegen, wie sich das ganze Ellipseninnere in ein 
Netz unendlich vieler Bereiche B zerlegen lässt, von denen sich dann 
immer eine endliche Anzahl zu einem Discontinuitätsbereich der re- 
producierenden Gruppe zusammenlegen. Zugleich wird es hier unter 
genauer Analogie zu pg. 469 unmittelbar deutlich sein, wie wir auf 
den Zusammenhang der einzelnen Bereiche des Netzes einen „Algorith- 
mus der continwierlichen Reduction“ für die indefiniten Formen f(2;) 
auszubilden haben. 

Auch die schliesslichen Resultate, welche hieraus für unsere re- 
producierenden Gruppen entspringen, deuten wir schon hier kurz an: 
Die reproducierenden Gruppen T; werden Hauptkreisgruppen „endlicher“ 
Charaktere (p, n) sein, und in jedem Einzelfall liefert der Process der 
continwerlichen Reduction cin zugehöriges System von endlich vielen Er- 
zeugenden. — 

Indem wir uns, wie schon gesagt, vorbelialten, diese Gegenstände 
ım folgenden Paragraphen etwas weiter auszuführen, briugen wir nun 
zunächst einige historische Angaben über die positiven ternären Formen. 

Die erste abschliessende Behandlung der Reductionstlieorie der 
definiten ternären Formen ist von Seeber gegeben worden. Es be- 
ziehen sich hierauf Seeber’s „Untersuchungen über die Eigenschaften 
der positiven ternären quadratischen Formen“**), über welche Gauss in 
den Göttingischen gelelrten Anzeigen vom Juli 1831 einen mit wert- 
vollen weiteren Ausführungen versehenen Bericht gegeben hat***). An 
Seeber knüpfen verschiedene Arbeiten von Dirichlet und Eisen- 
stein), auf welche letztere sich Hermite bei seinen schon genannten 
Untersuchungen bezieht. 


*) Crelle’s Journal Bd. 41 (1851). 
**) Freiburg i. B., 1831. 
***) Siehe auch Gauss’ Werke, Bd. 2 pg. 188. 
7) In Crelle’s Journal, Bde. 40 und 41 (1850 und 51). 
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Übrigens sind die bis dahin gebrauchten Reductionsbedingungen 
der positiven Formen erst noch so umständlich, dass Hermite eine 
wirkliche Durchführung seines oben skizzierten Ansatzes auf Grund 
jener Reductionsbedingungen nicht lieferte. Hier ist es erst Selling 
gewesen, welcher übrigens ohne Heranholung wesentlich neuer Prin- 
cipien dureh übersichtlichere und namentlich in geometrischer Hin- 
sicht elegante lieductionsbedingungen der positiven Formen in den 
Stand gesetzt war, den Hermite’schen Ansatz der Theorie der indefi- 
niten Formen bis zu Ende durchzuführen. Die Selling’sche Abhandlung, 
welche mit ausgebildeten geometrischen Vorstellungen arbeitet, trägt 
den Titel „Über binäre und ternäre quadratische Formen“ *). Bei der 
nahen Beziehung, in welcher gerade die Durchführung des Hermite- 
schen Ansatzes zu unseren eigenen gruppentheoretischen Aufgaben 
steht, wird es gerechtfertigt erscheinen, wenn wir im nächsten Para- 
graphen einen noch etwas weiterführenden Bericht der Selling’schen 
Darlegungen geben. — 

Bei dem gegenwärtigen Stande der Entwicklung der Theorie der 
indefiniten Formen f(z;) kann man sich übrigens der Vermutung nicht 
verschliessen, diese Theorie möchte vielleicht durch Heranholung neuer 
geometrischer Hilfsmittel noch einer wesentlichen Umgestaltung und 
Vereinfachung zugänglich sein. Es scheint, dass es hier ähnlich liegt, 
wie bei den iudefiniten Formen des vorigen Kapitels. Wir haben oben 
(pg.476) über Picard’s Behandlung der indefiniten Hermite’schen Formen 
referiert; es war aber kein Zweifel, dass demgegenüber die im vorigen 
Kapitel bevorzugte Behandlung der indefiniten binären Formen, wie sie 
im wesentlichen auf Stephen Smith zurückgeht, vor der Hermite'schen 
Theorie zwar nicht die principielle Neuheit, aber doch den Vorzug 
weit grösserer Durchsichtigkeit voraus hat. Als wesentlicher Gesichts- 
punkt ist dabei anzusehen, dass bei dem Aufbau der Theorie der in- 
definiten Formen nach St. Smith die Zuhilfenahme der definiten Formen 
überwunden ist. Was wir hier für die indefiniten ternären Formen 
postulieren, ist ein ähnlicher, sei es sachlicher, sei es auch nur for- 
maler Fortschritt, wie er für die binären Formen durch St. Smith 
gegenüber Hermite vollzogen wurde. 

Wir erwähnen in diesem Zusammenhange einen Ansatz, welchen 
Klein neuerdings entwickelt und im binären Gebiete durchgeführt hat **). 
Es handelt sich hierbei um folgende Auffassung. 


—— | — 


+) Crelle's Journal, Bd. 77 (1874). 
**) Man vergl. die Notiz „Uber eine geometrische Auffassung der gewöhnlichen 
Kettenbruchentwicklung‘“, Göttinger Nachr. 1895, Heft 3. 
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Deutet man 2,, 22, 2, als nicht-homogene Raumcoordinaten, so wird 
durch Nullsetzen einer indefiniten Form f(z;) ein Kegel zweiten Grades 
dargestellt, dessen Scheitelpunkt im Nullpunkt liegt. Wir behalten 
nur die eine vom Scheitelpunkt ausstrahlende Hälfte des Kegels bei 
und markieren uns die gesamten im „Innern“ dieser Hälfte gelegenen 
„ganzzahligen“ Punkte, d. i. Punkte ganzzahliger 2, sowie auch die 
auf dem Kegelmantel etwa gelegenen ganzzahligen Punkte ausser dem 
Nullpunkte selbst. 

Jetzt denke man den Kegel aus einer elastischen contrahlerbaren 
Membran gebildet, welche in der unendlich fernen Ebene längs des 
Kegelschnitts /(z;) = 0 eingespannt erscheint. Indem wir der Mem- 
bran die Zusammenziehung gestatten, schreiben wir jedoch vor, dass 
alle eben markierten ganzzahligen Punkte unpassierbar sein sollen. 
Die Membran wird sich auf ein ebenflächiges und dem Kegel sich 
nach aussen hin immer mehr und mehr anmäherndes Polyeder zusammen- 
ziehen, welches lauter convexe Kanten sowie convexe und zwar ganzzahlıge 
lscken hat. Dieses Polyeder heisse das zum Kegel gehörende „Umriss- 
polyeder der ganzzahligen Punkte“ oder auch kurz das zum Kegel ge- 
hörende „Umrisspolyeder“. 

Die Bedeutung des Umrisspolyeders erhellt aus folgender Be- 
trachtung. Eine unimodulare ganzzahlige z;- Substitution transformiert 
den Nullpunkt und die unendlich ferne Ebene, ausserdem aber das 
System der ganzzahligen Punkte in sich. Speciell stellt einc zi- Sub- 
stitution der veproducierenden Gruppe T; eine solche Collineation der eben 
bezeichneten Art vor, bei welcher der Kegel f(z) = (0 und damit auch 
sein Umrisspolyeder in sich übergeht. 

Die Meinung ist nun, es möchte sich auf die Umrisspolyeder in 
ähnlicher Weise eine Reductionstheorie der indefiniten ternären Formen 
gründen lassen, wie eine solche für die indefiniten Gauss’schen Formen 
auf Grundlage der zugehörigen „Umrisspolygone“ von Klein aus- 
geführt ist”). Dabei würde die Projection des Umrisspolyeders auf die 
unendlich ferne Ebene im „Inneren“ des Kegelschnitts ein Netz gerad- 
liniger Polygone liefern, aus denen wir durch geeignete Aneinander 
reihung zu Discontinuitätsbereichen von I, gelangen würden. 

Eine Durchführung des so beschriebenen Ansatzes oder auch nur 
cine endgültige Prüfung seiner Brauchbarkeit ist aber zur Zeit noch 
nicht unternommen. — 


*) Siehe hierüber die bereits pg. 494 genannten (autographierten) Vor- 
lesungen Klein's „Ausgewählte Kapitel der Zahlentheorie I‘‘ vom Wintersemester 
1895/96 (vergl. auch das Referat in Bd. 48 der Mathem. Annalen pg. 562). 
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Wir benutzen die Gelegenheit, hier noch folgende historische 
Bemerkungen anzuschliessen. 

Der Erste, welcher die Bedeutung der Theorie der indefiniten 
Formen f(z;) für die automorphen Functionen erkannt hat, ist Poincaré 
gewesen“). Derselbe ist frühzeitig mit den bezüglichen Untersuchungen 
Hermite's und Selling’s bekannt gewesen; und es scheint sogar, dass 
Poincaré von hier einen wesentlichen Impuls zur Inangriffnahme seiner 
Untersuchungen über Hauptkreisgruppen gewonnen hat. Späterhin ist 
Poincaré in der Abhandlung „Les fonctions fuchsiennes et !arithmetique‘**) 
nochmals auf die reproducierenden Gruppen der ternären indefiniten 
Formen zurückgekommen; jedoch geht die Entwicklung daselbst nicht 
viel über die Anfänge der Theorie hinaus. — 

Gegenüber der weit entwickelten Theorie der ternären indefiniten 
Formen f(z;) sind die guwaternären Formen I’(z,) bislang fast uu- 
bearbeitet geblieben. Wir können hier nur erst den Versuch von 
L. Charve nennen, die Principien von Hermite und Selling auf die 
Behandlung der quaternären Formen F(z;) in Anwendung zu bringen ***), 
Die Verhältnisse sind hier zwar weit complicierter, aber sie gestalten 
sich doch in den wesentlichen Punkten analog wie im ternären Falle, 
so dass man insbesondere die zur einzelnen Form F(z;) gehörende 
reproducierende Polyedergruppe aus einer endlichen Anzahl von Sub- 
stitutionen wird erzeugen können. Es ist kaum zweifelhaft, dass der 
gleiche Satz auch bei den reproducierenden Gruppen der complexen 
ternären Formen bestehen bleibt; doch dürften nach dieser Richtung 
hin überhaupt noch keine Untersuchungen angestellt sein. 


$ 7. Bericht über Selling’s Behandlung der ternären quadratischen 
Formen. 


Wie in Aussicht genommen wurde, geben wir nunmehr einen 
kurzen Bericht über die pg. 523 genanute Arbeit Selling’s über ter- 
näre quadratische Formen; wir citieren diese Abhandlung kurz durch 
S. mit Angabe der Seitenzahl. Es mag hierbei gleich vorher bemerkt 
werden, dass wir uns (zum Zwecke des engeren Anschlusses an die 
voraufgehenden Entwicklungen) in Bezug auf Bezeichnungsweisen und 
geometrische Deutungen nicht genau an Selling binden wollen. Da- 





— 


*) Vergl. hierzu die Notiz Poincaré’s „Sur les fonctions fuchsiennes“, 
Comptes rendus, 1881 Bd. 1 pg. 335. 

**) Liouville’s Journal, 4° Folge, Bd. 3, pg. 405 (1887). 

+*+) In der Abhandlung „De la réduction des formes quadratiques quaternaires 
positives‘, Anuales de l'école normale, 2t° Folge, Bd. 11 (1332); siehe auch die 
Notiz in den Comptes rendus von 1833 pg. 773. 
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gegen sollen in sachlicher Hinsicht die wesentlichen Gesichtspunkte 
der Selling’schen Theorie in ihrer ursprünglichen Gestalt vorgelegt 
werden. 

Es sei in der nachfolgenden Gestalt: 


(1) pl, 2, 2) = b111? F dead? F Dag 23” + 20252225 + 265,252, 4 2015218; 


eine definite und zwar positive ternäre Form gegeben, deren Coeffieienten 
im übrigen beliebige reelle \Verte haben mögen. Gauss hat in seinem 
pg. 522 genannten Berichte über Seeber eine geometrische Deutung 
der positiven Formen 9(2;) entwickelt, von welcher Selling ausgedehnten 
Gebrauch macht. Von einem gemeinsamen Anfangspunkte laufen drei 
Strecken der Längen Vb, Vba, YVb,,*) aus, welche in der Weise 
gegen einander orientiert sind, dass der Cosinus des Winkels zwischen 


den Strecken Vos, Vin durch gegeben ist. Man ergänze 


A n 
Vb; ii Vb; Vdr kk 
das Streekentripel zum Parallelepiped und mache durch Construction 
dreier Systeme paralleler Ebenen jenes Parallelepiped zum Ausgangs- 
raum ciner regulären Einteilung des ganzen Raumes in congruente 
Parallelepipeda. Behalten wir von der ganzen Parallelepipedteilung 
nur das System der Eckpunkte bei, so lässt sich das gleiche. System 
der Eckpunkte noch durch unendlich viele weitere Parallelepipedein- 
teilungen erzeugen. Die diesen verschiedenen Einteilungen zu Grunde 
liegenden Ausgangsparallelepipeda liefern gerade die gesamten mit g (2;) 
aquivalenten Formen. 

Um unter allen diesen Formen (Parallelepipeden) eine als „reduciert“ 
zu charakterisieren, gehen wir mit Selling auf das einer vorgelegten 
Form 9(2;) zugehörende Streckentripel zurück. Wir setzen hier, von 
dem gleichen Anfangspunkt beginnend, eine vierte Strecke hinzu, welche 
der Summe der drei ersten genau entgegengesetzt ist; alle vier Strecken 
werden also, als Kräfte im Raume gedeutet, genau im Gleichgewicht sein. 
Diese Maassregel hat den Zweck, volle Symmetrie der Reductionsbe- 
dingungen zu erzielen. Wir neunen demnach auch die Länge der vierten 


Strecke Vb,, und definieren drei weitere Grössen b;4 dadurch, dass wir den 





bia 
Cosinus der ;" und der 4t Strecke — nennen. Die Berech- 


vb ii 7 4 
nung der vier hinzukommenden Zahlen b,,, - :, bsa geschieht nach S. 
pg. 164 und 173 auf Grund der folgenden Formeln: 


—— — 


*) Man bemerke, dass bei einer positiven Form g(z,) die Coefficienten D,,, 
Ù >, b,, selber positiv sind. 


— 


| 
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bii T bio T bis T bia =, 
biz + baz F bos + ba = 0, 
bis + bas + bss F bas = O, 
bias F boaa F boa F baus = O, 


aus denen wir noch ablesen: 
Ben. + =— 2, F bis F bia F bis + ba F baa). 


Jede einzelne der oben beschriebenen parallelepipedisehen Raum- 
einteilungen liefert nun ein bestimmtes Streckenquadrupel, während 
auf der anderen Seite das einzelne Streekenquadrupel offenbar immer 
vier Parallelepipeda liefert. Jedes Parallelepipedon aber liefert sechs 
Formen, da noch nichts über die Reihenfolge festgesetzt ist, in weleher 
wir den Strecken des zugehörigen Tripels die Nummern 1, 2, 3 er- 
teilen. Das einzelne Streekenquadrupel ergiebt somit 24 Formen, denen 
wir sogleich wieder begegnen werden. 

Selling knüpft nun die Reductionsbedingungen nicht an die Pa- 
rallelepipeda, sondern an die Streckenquadrupel, Es besteht nämlich 
der fundamentale Satz: Unter den unendlich vielen äquivalenten Strecken- 
quadrupeln lässt sich stets eines und nur eines auswählen, von dessen 
sechs Winkeln keiner spitz ist. Dieses als ‚reduciert“ zu bezeichnende 
Quadrupel ist durch die sechs Ungleichungen: 


Bed, 450, 3<0, 14<0, )u<0 
charakterisiert, denen man auch die Gestalt geben kann: 
med 050, bS, 

bii ar bis ah bis > 0, 

a a, 

il oo. 


Den Beweis des angegebenen Satzes führt Selling (cf. S. p. 169) 
ın der Weise, dass er, so lange wenigstens eine unter den Zahlen bi: 
positiv ist, eine Substitution ausüben kann, welche die Summe der vier 
positiven Zahlen b,; verkleinert. Sind indes die Ungleichungen (3) 
erreicht, so giebt es gerade noclı genau 24 Substitutionen, bei denen 
diese Bedingungen nicht wieder verloren gelien. Diese Substitutionen 
permutieren einfaelı die unteren Indiees 1, 2, 3, + und lassen das 
Streckenquadrupel als ganzes unverändert. 

Jene 24 Substitutionen, welche eine Gruppe vom Typus der Okta- 
edergruppe bilden, stellen ein wiehtiges Fundament der Selling’schen 
Reductionstheorie dar. Das reducierte Streckenquadrupel liefert nämlich 


(4) 
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insgesamt 24 Formen, welche zugleich reduciert heissen. Dabei sind es jene 
24 eben genannten Substitutionen, welche diese 24 Formen iu einander 
transformieren. Übrigens hat man diese Verhältnisse einfach dahin 
aufzufassen, dass es sich hier um eine Beschränkung der Äquivalenz 
der ternären Formen auf eine modulo 2 definierbare ausgezeichnete 
Congruenzgruppe des Index 24 handelt. 

Wenn man will, ist es sehr leicht, unter den 24 zugleich re- 
ducierten Formen eine einzige herauszugreifen. Das Nächstliegende ist, 
dass man neben den Bedingungen (3) etwa noch die Ungleichungen 
vorschreibt: 


(5) bi < ba 


Selling macht von einer derartigen Einschränkung der Reductions- 
bedingungen keinen Gebrauch, so dass er in jeder Classe 24 im all- 
gemeinen von einander verschiedene reducierte Formen hat. (Siehe 
jedoch S. pg. 170.) — 

Es ıst nützlich, für die definiten Formen aueh noch eine andere 
geometrische Denkweise zu erwähnen, welche übrigens Selling nicht 
benutzt. 

Setzt man die sechs Coefficienten b; einer Form »(z;) als homo- 
gene Coordinaten eines Raumes Zi, von fünf Dimensionen an, so wird 
dureh die Forderung, dass @(z;) definit sein soll, in diesem Raume 
ein beschränkter Bereich festgelegt, den wir den „Raum der definiten 
Formen g(z;)“ nennen und etwa durch R; bezeichnen. Der Über- 
gaug zu einer äquivalenten Form bewirkt eine unimodulare ganzzahlige 
Substitution der Coefficieuten b; und damit eine „Collineation“ des 
Raumes Fè, sowie des Raumstücks R, in sieh. Die Gesamtgruppe der 
unimodularen ganzzahligen ternären z;-Substitutionen nimmt so die 
Gestalt einer Gruppe von Collineationen des Raumes R, bez. Zi, in sich 
an, und hier im Raume der definiten ternären Formen wird die Gruppe 
eigentlich discontinwierlich; der Discontinuitätsbereich ist direct durch 
die Bedingungen (4) und (5) festgelegt. 

Wir bleiben nunmehr den Selling’schen Festsetzungen getreu, wenn 
wir nicht die eben gemeinte Gesamtgruppe, sondern die vorhin bereits 
erwähnte in ihr enthaltene Untergruppe zweiter Stufe des Index 24 zu 
Grunde legen, deren Diseontinuitätsbereich durch die sechs Bedingungen 
(4) charakterisiert und also durch sechs „Ebenen“ des R, eingegrengt 
ist“). Diese sechs „Ebenen“ liefern alsdann sechs erzeugende Substitu- 


*) Übrigens hätte es sachlich keinerlei Schwierigkeit, statt dessen uuter 
Ilinzunahme der Reductionsbedingungen (5) an der Gesamtgruppe festzuhalten. 
Nur würde hierdurch die Symmetrie der Betrachtung Einbusse erleiden. 
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tionen der fraglichen Gruppe, die wir in der Gestalt als ternäre z,- Sub- 
stitutionen dureh die folgenden Schemata der Coefficienten angeben: 


I, O, 0 — 1, ma 1, 0, — |1 
1, 0, —1J, — l, o. 0f, 0, de 0}, 
0-1, 0 0, —1, 0 L S O) 
l, —1, —1 — 1, 1, 0 0,1, 9 
1, — l1, oN, — 1, 1, 1], — 1, 1, 0 
0, — 1, O 071,0 —1, 1,1 


Wegen weiterer Einzelausführungen, über diesen Gegenstand verweisen 
wir auf die Abhandlung von L. Charve „De la reduction des formes 
gquadratiques ternaires positives ete.“*), sowie auf die Dissertation von 
Furtwängler „Zur Theorie der in Linearfactoren zerlegbaren ganz- 
sahligen ternären cubischen Formen“). — 

Indem wir nunmehr zu den indefiniten ternären Formen f(z;) mit 
sanzzahligen Coefficienten übergehen, haben wir zunächst zu erwähnen, 
dass die oben (pg. 520) im Anschluss an die Hermite’schen Formeln 
entwickelten geometrischen Vorstellungen etwas andere sind, als die 
von Selling benutzten. Man kann den Unterschied in der Hauptsache 
dahin angeben, dass die pg. 520 eingeführten Grössen Yı, Yə, Yz bei 
Selling Parallelcoordinaten im Raume bedeuten. Die a. a. O. unter (5) 
angegebene Gleichung: 


J Üh, Uz, Us) =— D, 


welche man vermöge der Transformation (4) pg. 520 auf die y; traus- 
formieren wolle, liefert alsdann ein zweischaliges Hyperboloid; und auf 
der einen Schale desselben finden die Selling’schen Gonstruetionen statt. 
Indem wir diese Constructionen an Stelle der Hyperboloidschale in 
das Iunere der durch f(z;) = O dargestellten Ellipse verlegen, gewinnen 
wir unmittelbaren Anschluss an die geometrischen Vorstellungen, welche 
wir in der Einleitung allgemein zur Grundlegung der Theorie der 
hyperbolischen Rotatiousgruppen entwickelten. — 

Nunmehr gilt es, auf Grund der so gewonnenen Feduetionstheorie 
der positiven Formen bei den indefiniten Formen den Hormite'schen An- 
satz durchzuführen. Durch die Formel (6) pg. 920 waren einer ein- 
zelnen indefiniten Form f(z;) unendlich viele positive Formen (2) 


- - ~- 


*) Annales de l'école normale, 2° Folge, Bd. 9 (1880). 
*+) Göttingen 1896. 
Fricke-Klein, Autumurphe Functionen 1l 34 
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als associiert zugewiesen. Die Üoeffieienten b;; dieser Formen sind: 
S 


(6) bir = dir + ZUUR, 

Ui, %y, ug in der oben besprochenen Bedeutung gebraucht. Üben wir 
nunmehr irgend eine ganzzahlige unimodulare Substitution: 

(7) 2i = Biazi + Bizz: + Biss 

aus, so geht die Gleichung (6) pg. 520 über in: 

P (Ei, 2z, 8g) = F (2r, 22, 23) H 20 e F toZ FH ts 2), 
wobei zwischen den «w; und den w’ die zu (7) contragrediente Sub- 
stitution besteht. Wie man sieht, ist hier @ wiederum eine zu f 
associierte Form; diese Zuordnung wird also bei Ausübung der Trans- 
formation (7) nieht gestört. 

Wir gehen nun auf die pg. 521 angegebene Definition redueierter 
indefiniter Formen zurück, indem wir die soeben unter (3) bez. (4) 
gegebenen Reductionsbedingungen positiver Formen zu Grunde legen. 
Da sich jede positive Form durch eine Substitution (T) in eine redu- 
cierte transformieren lässt, so entspringt der erste Satz: Auch jede 
indefinite ternäre Form f(2;) ist wenigstens mit einer redueierten Form 
äquwivalent. Wählen wir nämlich irgend einen Punkt Yi; Y2, Yy im In- 
neren der Ellipse f(z) = O und eonstruieren für diesen Punkt y nach 
pg. 520 die associierte Form ø(z;), so giebt es eine etwa durch S zu 
bezeiehnende Substitution (7), welche g und damit f in eine reducierte 
Form transformiert. 

Demnächt gestatten wir dem Punkte y Beweglichkeit im Ellipsen- 
inneren und beschreiben (wie schon pg. 521 angedeutet) mit diesem 
Punkte einen möglichst grossen Breieh B derart, dass für alle Punkte 
von D die zugehörigen Formen ø dureh eben dieselbe, soeben dureh 8 
bezeichnete Substitution (7) im reducierte übergeführt werden. Vom 
Bereich D zeigt Selling (in unserer Sprechweise ausgedrückt), dass er 
die Ellipse f(z,) = O höchstens in einzelnen und zwar rationalen Punkten 
erreichen kann; kommen rationale Punkte auf der Ellipse nicht vor, so 
verläuft D durchaus im Inneren der Ellipse. Auf dem Rande von B hören 
die bezüglichen Formen @ auf, reduciert zu sein. Hieraus geht hervor, 
dass der im Inneren der Ellipse verlaufende Dereich B zu Iandewrven 
lauter Stiche von gewissen Curven zweiten Grades hat, deren Anzahl < 6 
ist. Ist nämlich f selber redueiert, und wählen wir insbesondere den 
zur Identität S = 1 gehörenden Bereich B, so werden nach (4) und 
(6) die Randcurven dieses Bereiches D von Stücken der sechs Curven 
zweiten Grades gebildet werden: 
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ds T 2uw = 0, ag F 2w =O, U F awt = 0, 

4, F G F as tue F u H u) = O, 

i F a F ts tie F t F u) = 0, 

tis F ao F uss + 2u ku + t + 1) = 0#). 

Bei einer beliebigen reducierten oder nicht-reducierten Form /(z;) ist 
der zur Substitution © gehörende Bereich B eben durch diese Sub- 
stitution © collinear auf einen Bereich der zuletzt gemeinten Art be- 
zogen; der über die Randcurven der Bereiche D aufgestellte Satz gilt 
somit allgemein. 

Lassen wir nun den Punkt y cine Randeurve des Bereiches D 
überschreiten, so werden die demnächst sich anreihenden positiven 
Formen 9(z;) nicht mehr durch S, sondern durch eine neue Substitution 
©’ in reducierte verwandelt. Dieser Substitution S’ gehört dann ein 
mit B benachbarter Bereich D’ zu; und indem wir in gleicher Weise 
fortfahren, werden wir schliesslich das ganze Ellipseninnere durch ein 
Netz von Bereichen D ausfüllen können. 

Die Beschaffenheit dieses Bereichnetzes wird nun von Selling ein- 
gehend untersucht. Es zeigt sich, dass kein Bereich D durch eine ein- 
zige in sich zurücklaufende Curve (8) berandet sein kann (S. pg. 153). 
Auf dem Rande jedes Bereiches werden somit Ecken auftreten. Dabei 
giebt es abgesehen von etwaigen auf der Ellipse f(z;) = O selbst ge- 
legenen (rationalen) Ecken zwei verschiedene Arten von Eckpunkten, 
die Selling ihrer Natur nach als „Spaltungspunkte“ und „Kreuzungs- 
punkte“ unterscheidet (S. pg. 184 u. f.). Die in einem Spaltungspunkte 
zusammenlaufenden Randcurven (8) verlieren nach Durchschreiten des 
Eckpunktes ihren Charakter als Grenzen zweier Bereiche D, so dass 
hier die einzelne solche Itandcurve immer in mehrere andere „se- 
spalten“ erscheint. Dagegen behält bei Durchschreiten eines Kreuzungs- 
punktes die einzelne Curve (8) beiderseits den Charakter als Grenze 
von Bereichen 5. In einem Eckpunkte verschwinden stets zwei von 
den sechs Grössen biz, Dis, - -, O5, der definiten Form p(z,). Spaltungs- 
punkte werden geliefert von den drei Combinationen: 


I, = by = O bis = by = 0, bia = ba = 0; 


den übrigen zwölf Combinationen gehören Kreuzungspunkte zu. 


(8) 


*) Bei der geometrischen Interpretation dieser Gleichungen hat man an der 
Festsetzung (5) pg. 520 festzuhalten, derzufolge in den Gleichungen (8) des Textes 


a. 
e . ik . T .. . 
die Coefficienten «a,, durch «;, = — pe Ur, u) zu ersetzen sind. Natürlich 


kann man, wenn man will, an Stelle der Liniencoordinaten u; durch die Trans- 
formation (4) pg. 520 die Punktcoordinaten y, einführen. 
apt 
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Von den eben gemeinten Eckpunkten macht Selling Gebrauch 
bein Beweise des Satzes, dass bei gegebener Diseriminante D nur eine 
begrenzte Anzahl reducierter indefiniter Formen f(z;) existiert (S. pg. 194). 
Da nämlich der ganze Bereich B eine und dieselbe reducierte Form 
f(z:) hefert, so dürfen wir zu deren Bestimmung den Punkt y sogleich 
in eine Ecke des Bereiches D legen. Der Erfolg ist, dass zwei unter 
den zugehörigen Zahlen b;x verschwinden, womit zugleich die %4; 
bestimmt werden. Der Ansatz der leductionsbedingungen für die 
Coefficienten von @(2;) liefert daraufhin, wie die nähere Untersuchung 
zeigt, solche Einschränkungen für die Coefficienten a;x der reducierten 
Formen /(2;), dass bei gegebenem D in der That nur eine endliche 
Anzahl zulässiger ganzzahliger Wertsysteme a; angegeben werden kann. 

Denken wir der einfachen Sprechweise halber die Form f(z,) 
gleich selbst reduciert, so wird für diese Form in einer vom vorigen 
Kapitel her sehr bekannten Weise ein „Process der contimwerlichen 
Reduction“ begründet. Von dem zur Substitution S = 1 gehörenden 
Bereiche D durchlaufen wir das Netz nach allen Richtungen hin und 
werden jedesmal bei Übertritt in einen neuen Bereich zu einer wei- 
teren mit /(2;) äquivalenten und gleichfalls reducierten Form den Fort- 
gang nelımen, wobei diese letztere Form aus der voraufgehenden im 
allgemeinen durch eine der sechs Substitutionen von pg. 529 hervor- 
geht, in besonderen Fällen jedoch durch eine aus einer kleinen An- 
zahl weiterer, aus jenen sechs erzeugbarer Substitutionen*). 

Dass nach diesen Ergebnissen und insbesondere wegen der End- 
lichkeit der Reduciertenanzahl bei gegebenem D sich für die repro- 
dueierenden Gruppen T; der indefiniten ternären Formen wörtlich die- 
selben Folgerungen ziehen lassen, wie wir sie oben (pg. 472 ff.) für die 
reproducierenden Gruppen der indefiniten Hermite’schen Formen aus- 
führten, ist selbstverständlich. Es entspringt der Satz: Die reprodu- 
eierenden Gruppen T; der indefiniten termären Formen f(z) sind hyper- 
bolische Ttotationsgruppen „endlicher“ Charaktere (p, n), und der Process 
der continwierlichen ITeeduetion liefert im KEinzelfalle ein System erzeugen- 
der Substitutionen der Gruppe. Doch erinnern wir daran, dass wegen 
der Beschränkung auf die Reductionsbedingungen (4) pg. 527 (die hier 
entspringende reproducierende Gruppe noch nicht die Gesamtgruppe 
ist, sondern eine in letzterer enthaltene Congruenzgruppe zweiter 


Stufe darstellt (cf. pg. 528). 


*) Man vergl. hiermit die ganz analogen Erörterungen über die indefiniten 
Hermite’schen Formen pg. 470. 
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$ 5. Arithmetisches Bildungsgesetz der &-Gruppen I; der 
indefiniten Formen /(2;). 


Durch die entwickelten Methoden können wir bei jeder Gruppe 
I; einer indefiniten ternären Form ein System erzeugender Substitu- 
tionen bestimmen und von hieraus beliebig viele weitere Substitutionen 
dieser Gruppe berechnen. Aber es gilt hier im speciellen, was pg. 446 
allgemein angegeben wurde: durch Combination der Erzeugenden in- 
ductiv auf den „allgemeinen“ arıthmetischen Charakter von I, zu 
schliessen, gelingt nur in Ausnahmefällen. Andrerseits wird durch 
die Angabe, dass durch die ternären Substitutionen unserer I, die 
zugehörige Form f(z;) in sich transformiert wird, der arithmetische 
Charakter dieser Substitutionen nur erst mittelbar angegeben. Ge- 
rade wie bei den indefiniten Hermite'schen Formen (pg. 482) werden 
wir eine directe Kenntnis des arithmetischen Bildungsgesetzes der 
Gruppe I; anstreben, um auf diese Weise das „Zustandekommen 
der Gruppe“ unmittelbar zu verstehen. Es ist hierbei das Einfachste, 
gerade wie oben (pg. 482) die &-Substitutionen der I; auf ihre Bau- 
art zu untersuchen, da die Combination der &-Substitutionen leichter 
übersehbar ist, als die der ternären z,-Substitutionen. 

Formen, die rational in einander transformierbar sind, liefern 
commensurabele Gruppen (cf. pg. 507); und es sind die gemeinsamen 
Untergruppen „Congruenzgruppen“, die unseren arithmetischen Hilfs- 
mitteln verhältnissmässig leicht zugänglich sind. Wir werden somit 
unsere Aufgabe bis zum gewissen Grade vollständig lösen, falls wir 
aus jedem System rational in einander transformierbarer Formen 
wenigstens eine Form zur näheren Untersuchung herauholen. Diesem 
genügen wir nach pg. 51S, falls wir uns auf die Formen: 

fl) = az’ + bat + cz, 
beschränken, wo a, b, c in dem daselbst angegebenen Sinne ge- 
braucht sind. 

Die Zahlen a, b, c sind nun nieht alle von einerlei Zeichen, und 
wir können nötigenfalls durch Zusatz des unwesentlichen Factors — 1 
erreichen, dass nur eine unter ihnen positiv ist. Indem wir weiter 
eventuell noch eine Permutation der z; vornehmen, dürfen wir die zu 
untersuehende Form in der Gestalt: 

(1) fa) = pz? — qz? — res 
anschreiben, wo p, q, r drei positive ganze Zahlen sind, von denen je 
zwei relativ prim zu einander sind, und von denen keine einen qua- 
dratischen Factor ausser 1 aufweist (cf. pg. 518). 
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Wir setzen nun zunächst die continwerliche ternäre Gruppe aller 
Substitutionen (erster Art) der Form (1) in sich an. Zu diesem Zwecke 
benutzen wir die Vermittlung der Form (4Y, Y, — Y>), welche wir 
von (1) aus vermöge der (irrationalen) Transformation: 


(2) n= AVP +3Vr, V = 2 V4, Y = 2, Vp — z Vr 
erreichen. Für die Form (yY; — y) sind nämlich die gesuchten ter- 
nären Substitutionen aus (7) pg. 14 bekannt. Gehen wir zu den z; 


zurück, so finden sich von (7) pg. 14 aus für die zu f(z:;) gehörenden 
2;-Substitutionen: 


(3) © i = Uii + QiZ + Aist 


folgende neun schematisch zusammengestellten Coefficienten: 
1 “> 2 s € q r 3 c 
(@+B+7+0%), lepty), le eH) 
2 po 2yp 

|? (ay +89), «+Br, V= (ay — bò) 
Va vg 


Te T. n U 2 CM 
(YP (appa), Elegy) gee) | 


Um die gesamte continuierliche Gruppe von f(z;) zu gewinnen, müssen 
wir hier für «, p, y, ò alle reellen unimodularen Zahlquadrupel ein- 
tragen. Die correspondirenden $-Substitutionen sind natürlich: 


(5) e= EE mit ao — Or NS 

Die reproducierende I; gewinnen wir nun, indem wir hier «, ß, y, Ò 
in der allgemeinsten Weise so bestimmen, dass die neun Coefficienten (4) 
der 2;- Substitution ganze rationale Zahlen werden. 

Um diese Forderung näher zu diseutieren, setzen wir die Coeffi- 
eienten der z;-Substitution wie in (3) gleich «œ; und entnehmen zu- 
nächst aus (4): 


— 9 BE —— A2 2 Sf 

tage, ayrl=2ad, an — a= p Hy, du —1=2Py. 
Da die «i ganze rationale Zahlen werden sollen, so müssen («œ -+ 0)? 
und (B -+ y) auch solche sein, und wir nennen die letzteren etwa 


d, D, C, D; offenbar handelt es sich hierbei um nicht-negative ganze 
Zahlen. Die &-Substitution nimmt daraufhin die Form an: 


YyYA+YyB yCc+YyD 
e) ) 9 
(6) (5 “i = 
Y, Ò — You S 
> ) — 


ul éd 
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und da sie unimodular ıst, so haben wir: 
(7) A—D+C-D=4. 

Umgekehrt berechnen sich von hieraus «ii, «o2, &s, stets und nur 
dann ganzzahlig, wenn die Congruenzen gelten: 


A=D,C=D (mol. 2); A+D=C+D (mol. 4). 
Unter Benutzung der Gleichung (T) ersetzt man diese Congruenzen 
leicht durch: 

(8) A= B= C= D (mod. 2). — 

Für die sechs noch rückständigen Coefficienten «;; finden wir aus 

den Formeln (4) und (6): 


[LP = rey + Pl, VOCDpr = ra, — Pas, 
VACgr = raz — 1%, YBDqr = Tag + 4a, 
VADpg = par + 4a, VBUPI = pa — 4 č. 


Dieser Ansatz ist nun auf Grund der Forderung gauzzahliger «;; 


weiter zu discutieren. 
Ist erstlich keine unter den Zahlen A, B, C, D gleich Null, so 


bilden wir folgenden Anzatz: 


(9) 


A=pansd, D=PA.rsd, 
. 2 pe a a 
C = Pigs”, D = PM Uas l. 
Hierbei sollen a?, b?, c?, d? die grössten in A bez. D, C, D aufgehenden 
Quadrate sein; die rückständigen Factoren können wir dann jeweils 
so zerlegen, dass s; prim gegen pqr ist, während p; in p, q; in q, r: 
in r aufgeht. 
In den Gleichungen (9) stehen nun alleuthalben rechter Hand 
und also auch links ganze rationale Zahlen. Aus der ersten dieser 
Gleichungen schliessen wir somit, dass 


(10) VP: Pa * 1122 ri” * SiS 
ein Quadrat ist; und da die vier in (10) hervorgehobenen Factoren 
gegen einander durehgehends relativ primu sind, so ist jede der vier 
Zahlen: 
(11) PaM, flo Tirs S 
einzeln ein Quadrat. Nun ist weder q, noch q dureh das Quadrat 
einer von 1 verschiedenen Primzahl teilbar. Jeder Primfactor von q, 
wird somit in q, aufgehen müssen und umgekehrt; d. h. wir haben 
dy = q} und folgern in derselben Art s, = s. 

Indem wir die übrigen Gleichungen (9) einer entsprechenden Dis- 
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cussion unterwerfen, bestimmt sich der für A, D, C, D gemachte An- 


satz des näheren zu: 

19 A= mansa, BD=phrsl, 

12) C = M trs, Deparsa; 

bei den Factoren s, welche sich alle als gleich erweisen, ist der Index 
fortgelassen. 

Erst jetzt benutzen wir, dass ppp, ein Quadrat sein muss. Haben 
p und p, den grössten gemeinsamen Teiler 9,, so sei 9 = MPi, 
Pa = PP. Da alsdann auch p -9,'p, ein Quadrat ist, so folgert man 
wie oben p = p; pe. Man kann den Factor p, in s hineinnehmen und 
lasse die oberen Indices bei p, px fort. Indem man die analoge Über- 
legung für ?,, "2; 91, qa durchführt, bleibt schliesslich der Ansatz (12) 
zwar formal unverändert; indes ist jetzt s nieht mehr notwendig prim 
gegen pqr, sondern bedeutet irgend eine noch nicht näher bestimmte, 
durch kein Quadrat > 1 teilbare Zahl, und es treten die drei Glei- 
chungen hinzu: 

(13) P = PP; 41 7 dl, = 

Dieses Ergebnis bleibt nun auch dann bestehen, wenn unter deu 
Zahlen A, D, C, D eine oder mehrere verschwinden. Ist z. B. die 
Zahl D=0, so setze man A, B, C wie oben an und benutze gleich- 
falls wie oben die erste, dritte und letzte Gleichung (9). Es ergeben 
sich die Darstellungen: 

A= pqur, Bepqrsl, C= prse 
mit der Bedingung, dass die drei Producte: 
PP:P2;, Qio, FYıfa 

Quadrate sein müssen. Hieran knüpft man dieselbe Betrachtung wie 
oben und findet die ersten drei Gleichungen (12), in dem oben be- 
zeichneten Sinne verstanden, wieder; die vierte Gleichung, (12) wird 
man dann einfach hinzuschreiben können, indem man auf der rechten 
Seite derselben unter d die Zahl O versteht. Ebenso erledigen sich die 
übrigen Fälle teilweise verschwindender Zahlen A, D, C, D. 

Die ganze Zahl s als gemeinsamer Teiler von A, B, C, D wird 
zufolge (7) in 4 aufgehen. Da aber s durch kein Quadrat teilbar ist, 
so hat man nur die beiden Mögliehkeiten s = 1 und s = 2. — 

Wir setzen nun bei beliebig gewählten Zerlegungen (13) der 
Zahlen p, q, # in positive ganzzahlige Factoren die Ausdrücke (12) 
für A, D, C, D in (9) ein und fragen, ob für die Ganzzahligkeit der 
&iz noch weitere Bedingungen erforderlich sind oder nicht. 

Die linken Seiten der ersten beiden Gleichungen (9) sind ganze 
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durch pr teilbare Zahlen, die einander zufolge (8) modulo 2 congruent 
sind. Sind somit p und v beide ungerade, so berechnen sich «,; und 
&, ganzzahlig. Ist eine der Zahlen p, r, etwa p, gerade, so sind zwei 
von den Zahlen A, D, C, D und deshalb zufolge (8) alle dureh 2 
teilbar. Es wird demnach ADpr durch 8 und also als Quadrat sogar 


durch 16 teilbar sein. Die ganze Zahl YA Bpr ist daraufhin durch 4 


teilbar und also ein Multiplum von 2p, und dasselbe folgt für YC Dpr. 
Es werden sich demnach auch jetzt wieder «,, und œ, ganzzahlıg be- 
rechnen. Die gleiche Betrachtung wird man sofort für die übrigen 
Gleichungen (9) durchführen, so dass sich sämtliche «;. ganzzahlıg 
bestimmen. 

Indem wir jetzt nach einander s = 1 und s = 2 nehmen, haben 
wir folgendes Theorem gewonnen: Die reprodueierende Gruppe der 
unter (1) gegebenen termären indefiniten quadratischen Form f(z;) be- 
steht in der Gestalt als &-Gruppe aus allen Substitutionen der beiden 
Gestalten: 


aYpın +bVprr, a  eVmr +a Ver, 1/2 
ey, Ze Vs, 


(14) Be r en 
— e Vpr, + dYper, 1/ a Vp ri — bL VPT: 17. 
Peer y, A 
ayYpır + bVper, Ver Voir. +4 Vhr yg, 
v2 li > ya q: 

eVpn tdyeny VP — b Vhen yg 

2 a2, y2 qı 

welche folgenden Vorschriften gemäss gebildet sind: Es ist erstlich cine 

beliebige Zerlegung (13) der Zahlen p, q, r in positive ganzzahlige Factoren 

heranzuziehen. Für diese Zerlegung ist alsdann (damit die Substitutionen 

(14) und (15) unimodular werden) die erste bez. zweite der Gleichungen: 


(15) 


(16) ep Lar + em. — Cmar = 4, 
pr igir: + Àp gr — d Paqir = 2 

vorzulegen und in allen Quadrupeln ganzer Zahlen a, b, c, d auszulösen; 
jedoch gilt hierbei im Falle (14), d. i für die erste Gleichung (16) noch 
die Vorschrift: 
(17) ar ln tra =E CP gt, = dpsg.r, (mod. 2). 

Die Congruenz (17) tritt an Stelle der Bedingung (8). Letztere 
ist für s = 2, d. h. für die Substitution (15) stets von selbst erfüllt. 


Bei lauter wmgeraden Zahlen p, q, r wird man an Stelle von (17) cin- 
facher schreiben: 


- 


538 IN. Arithmetische Bildungsgesetze eigentlich discontinuierlicher ¢- Gruppen. 


(15) ae=l=e=d (mod. 2); 
und übrigens bemerke man, dass diese Dedingung im Falle: 
(19) p= — q= — r (mod. 4) 


durch die erste Gleichung (16) bereits als gewährleistet anzusehen ist. 
Aus (19) ergiebt sich nämlich: 


Mui =E — Pl: =E MT = — pitar (mod. 4), 
so dass die erste Gleichung (16) für diesen Fall liefert: 


a Heeey d= (mod. 4). 


Da das Quadrat einer ungeraden Zahl = 1 modulo 4 ist, so sind hier 
entweder alle Zahlen a, b, c, d oder keine gerade). — 

Aus dem arithmetischen Bildungsgesctz ist nun das Zustande- 
kommen der Gruppe T; direct ersichtlich. Man hat hierbei allerdings 
noch eine leichte zahlentheoretische Discussion anzustellen. Je nach 
der Zerlegung (13) und je nachdem s = 2 oder 1 gesetzt ist, hat man 
eine Reihe verschiedener „Typen“ von Substitutionen zu unterscheiden. 
Dabei können wir den einzelnen Typus eindeutig durch das Symbol 
(Pr Qi, %13 S) festlegen. Die ‚Anzahl der combinatorisch möglichen 
Typen ist 27,7,7,, wenn man unter 7,, .. die Anzahl aller Teiler 
von p, .. versteht. Es ist aber nicht gesagt, dass für jede Zerlegung 
(15) beide Gleichungen (16) in (brauchbaren) ganzen Zahlen a, b, c, d 
lösbar sind. Die Anzahl n der in T; wirklich auftretenden Typen ist 
demnach <2T,T,T,. 

Sollen nun zwei Substitutionen V und V’ aus I; combiniert 
werden, so seien die Typen derselben (p,, 9, r13 5) und (Pi, Qa ri Sh 
Der Typus (p, u» ?ır 5 5) von V” = VV’ bestimmt sich dann 
folgendermaassen: Man verstehe unter x, A, u, v die grössten gemeinsamen 
Teiler von p, und p’, bez. qu und qi, ri und r, sund s; alsdann gilt: 


`) „n __ Pr “o A ga E er 
(20) 19 yè ? Ag a) ri ne a 





Die Richtigkeit dieses Satzes stellt man nach Durchführung der 
Combination VV’ durch eine leichte arithmetische Überlegung fest. 
Hierbei hat man z. B. zu zeigen, dass p,p,, vom grössten quadratischen 
Factor befreit, gleichfalls p,” liefert. Nennen wir jenen Factor n°, 
so müsste also gelten: 


; 7 PP Pa Pa 
en) ME 


*) Die vollständige Angabe des arithmetischen Bildungsgesetzes der Gruppen 
I, findet sich zuerst in der Abhandlung des Verf. „Über indefinite quadratische 
Formen mit drei und vier Variabelen“, Göttinger Nachrichten vom 13. Dec. 1893. 
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In der That folgt unter Benutzung von (15): 


2 2 Pi Ni ) Pe V 
2 


19} lA l 
_=n),%9 DD u == Z“ N" E 
2 PıP2'Pı P: ’ ze m 


so dass das Product der beiden letzten Factoren rechter Hand ein 
Quadrat ist. Da aber jeder dieser Factoren von quadratischen 'Teilern 
frei ist, so folgt ihre Gleichheit und damit die Relation (21). 
Als Haupttypus bezeichnen wir (1, 1, 1; 1). Aus (20) aber lesen 
wir die folgenden Angaben ab: Hat eine der Substitutionen V, V 
den Haupttypus, so weist V V” den Typus der anderen auf; die beiden 
Substitutionen V V’ und V’V besitzen denselben Typus; haben F und 
V’ gleichen Typus, so hat VV’ stets den Haupttypus. Man kann 
diese Angaben auch in die Gestalt des folgenden Satzes kleiden: Die 
Substitutionen des Haupttypus: 
. Yan z 
aN ZUR E. 


z 


(22) Ti l yp À L r 
Cio Au Ey, — 


bilden eine ausgezeichnete Untergruppe des Index n; und die zugehörige 
complementäre Gruppe Ga?) ist eine Abel’sche Gruppe, welehe neben der 
identischen Substitution nur Operationen der Periode zwei enthält**). 
Als eine unmittelbare arithmetische Anwendung der vorangehen- 
den Entwicklungen ergiebt sich hier eine Methode, die gesamten wanz- 
zahligen Auflösungen der „quaternären Pell’schen Gleichung“: 


aœ — bpr + erq — qp = 4 


oder auch der allgemeineren Gleichungen (16) aufzustellen. Auf Grund 
der Hermite-Selling’schen Theorie kann man nämlich in jedem Falle 
eine endliche Anzahl von „Fundamentallösungen“ (den erzeugenden 
Substitutionen entsprechend) ausfindig machen, durch deren Combi- 
nation alsdann alle übrigen Lösungen zu gewinnen sind. 


$ 9. Neuo Constructionsmethode dos Discontinuitütsbereiches der 
oinzolnon Hauptkreisgruppo [,. 


Neben die durch die WHeriite-Selling’sche Theorie begründete 
Methode zur Coustruction des Discontinuitätsbereiches einer einzelnen 
Gruppe I, reihen wir hier eine zweite Methode, welehe in praxi 

+) D. i. diejenige Gruppe endlicher Ordnung n, auf welche sich 7°, reduciert, 
falls die Substitutionen des Haupttypns für nicht verschieden gelten. 

**) Wegen der Bezeichnungsweisen und näheren Theorie der Abel’schen 
Gruppen sche man MH. Weber's „Lehrbuch der Algebra“ Bd. 2 pg. 32. 
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wenigstens bei den niedersten Fällen schneller zum Ziele führt, ob- 
schon sie in Ansehung der allgemeinen Theoreme, z. B. demjenigen 
von der Endlichkeit der Charaktere (p, 2), die Entwicklungen von 
Hermite und Selling nicht zu ersetzen vermag. Wir gründen unsere 
Construction auf das bereits bei der Modulgruppe sowie der Picard- 
schen Gruppe mit Vorteil benutzte „Princip der Gruppenerweiterungen 
durch Spiegelungen“. 

Wir beschränken uns hier auf die im vorigen Paragraphen be- 
trachteten Gruppen und bemerken, dass die einzelne unter ihnen stets 
dureh die Spiegelung € = — § an der imaginären &- Axe erweiterungs- 
fähig ist; die dergestalt erweiterte Gruppe heisse I‘, die ursprüng- 
liche T. 

Die Spiegelungen in T sind nach „M.“ I p. 198 durch b = O cha- 
rakterisiert und haben also die Gestalt: 


(1) pa “V/mand— (e Vp rs + 4Vpen) Ye 

(-cYpır + aV r,) Vt — a Vrn, 
wobei nach einander für a, c, d alle ganzzahligen Lösungen der beiden 
Gleichungen einzusetzen sind: 


2 2 z 2 E 
CMG F ENT — d pr =4, 
Ep F EMI" — par = 2 


(2) 


Der Symmetriekreis der einzelnen Spiegelung ist alsdann durch die 
Gleichung gegeben: 


(3) (— cVmr + dVpr)VR(& + n) — 2a Vrané 
ale (c Vm”: Ta Vn: r) Vi = Q. 


Das erste Hauptziel der Untersuchung soll uun sein, în der &- Halb- 
cbene das Diagramm der yesamten Symmetriekreise von I festzulegen. 
Dieselben werden die Halbebene mit einer Einteilung in Kreisbogen- 
polygone versehen, welche bezüglich I’ äquivalent sind. Das einzelne 
Polygon kann endlich oder unendlich viele Seiten haben; doch trifft 
in den niedersten, weiterhin wirklich zur Untersuchung gelangenden 
Fällen stets die erstere Möglichkeit endlich vieler Seiten zu. Zu den 
Symmetriekreisen gehört stets die imaginäre Axe, sowie auch der 
Kreis des Radius 1 um &=0. Wir wollen daraufhin dasjenige Po- 
Iygon des Netzes festzustellen suchen, welches die imaginäre Axe als 
cine Seile aufweist, links von derselben und ausserhalb des Einheitskreises 
gelegen ist, sowie an den Punkt &=i mit einer Ecke heranragt; durch 
diese Vorschrift möge der „Ausgangsraum“ des durch die Symmetrie- 
kreise gebildeten Polygonnetzes definiert sein. Die zur Auffindung 











Ld 
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dieses Ausgangsraumes zur Verfügung stehenden Mittel sollen nun kurz 
besprochen werden. 

Der einfachen Ausdrucksweise halber ziehen wir neben der &- Halb- 
ebene vorübergehend auch wieder das ihr entsprechende Ellipseniunere 
der projectiven Ebene heran. Dem Symmetriekreise (3) correspondiert 
in der projeetiven Ebene, wie man leicht feststellt, die durch: 


dargestellte „rationale“ Gerade. Wir unterscheiden, ob diese Gerade 
die durch f(z;) = 0 dargestellte Curve C, in rationalen Punkten schneidet 
oder nicht. Die Rechnung zeigt, dass Ersteres stets und nur dann 
zutrifft, wenn 9,9,%:5 ein Quadrat ist. Man hat demnach den Satz: 
Der Symmetrichalbkreis (3) erreicht die reelle -Axe in zwei parabolischen 
Punkten oder stellt die Dahmeurve einer in T enthaltenen cyclischen hyper- 
bolischen Gruppe dar, je nachdem P,9,r,5 ein Quadrat ist oder nicht. 
Sind insbesondere alle drei Zahlen p, q, ” ungerade, so tritt der erstere 
Fall nur ein, wenn die Substitution (1) den Typus (p, 1, r; 1) hat. — 

Sei nun zuvörderst 9,9,7,5 nicht-quadratisch, so soll die erzeugende 
Substitution V der eyclisehen Gruppe bestimmt werden. Wir setzen 
V als zum Haupttypus gehörig voraus, müssen dann freilich nach- 
träglich untersuchen, ob V etwa in der Gestalt V°? durch eine gleich- 
falls I' ansehörenden Substitution V” darstellbar ist, welche letztere 
alsdann die Erzeugende der gesamten cyclischen Gruppe ist. Bei der 
Berechnung von V verfährt man zweckmässig wie folgt. 

Indem man V in der Gestalt (22) pg. 539, jedoch unter Ersatz 
von a, b, c, d durch d, V, č, d’, ansetzt, hat man zu fordern, dass 


die durch: 
(EVr—dYp)Va(& +) +2V Vori + (E Vr +d Ve) Vg— 0 


gegebene, gegen die reelle Axe orthogonale Bahncurve von PV mit 


dem Kreise (3) coineidiert. Hieraus ergiebt sich der Ansatz: 

(5) EB = — Hay, oc udp, Od = WT, 

wo u eine ganze Zahl bedeutet uud ø der grösste gemeinsame Teiler 
von AQ, dp,, er, ist, der zufolge einer leichten Discussion der Glei- 


chungen (2) nur gleich 1 oder 2 sein kann. Setzen wir noch « = ! 
und benutzen, dass V unimodular ist, so kommt: 


(6) 0P — (dp,yrss!) è = 40”. 
Die „kleinste positive“ Lösung dieser Pell schen Gleichung mit nicht-qua- 


dratischem (Apsq,r,5”') liefert dic yesuchte hyperbolische Eirzengende V 
in der Gestalt: 
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(ao), 3 eve +@yo)Va 


5 
u das -y3 Gio- z 1 aq SER 
t (— 2yr Vp) Va, y (t+ ut Vpr) 
Setzen wir z. B. p = 11, q = r = 1 und wählen als Symmetric- 
kreis die imaginäre Axe, so ist p, = 1, a = 2, ¢ = d = Q0, o = 2 zu 


nehmen. Die Pel’sche Gleichung (6) wird in diesem Falle ?# — 11u’ = 4 
und liefert die kleinste Lösung t = 20, u = 6, so dass man findet: 


m 10 —3y11, 0 ) 
0, 10 +3 y1l 


Diese Substitution lässt sich durch Wiederholung der gleichfalls in T 
enthaltenen Substitution: 





yıl — 3 i 
0 Kidi 
’ y2 


herstellen; letztere ist somit die Erzeugende der cyclischen Gruppe. — 

Stellt zweitens 9,9,7,5 ein Quadrat dar, so gehört zu jedem der 
beiden Fusspunkte des Symmetriekreises (3) eine eyclische parabolische 
Gruppe. Wir benutzen für die einzelne dieser Gruppen V und V’ im 
gleichen Sinne wie soeben und haben im Ansatze von V jetzt a = 2 
zu setzen”). Zur Bestimmung von V hat man dann die beiden 
Gleichungen: 


(8) bpr — ar + d?°pqg = 0, 

deren erste zum Ausdruck bringt, dass der Fixpunkt von V mit einem 
der Fusspunkte des Halbkreises (3) zusammenfällt, während die zweite 
bedeutet, dass V unimodular ist. Durch Auflösung von (8) findet 
man b, č, d auf zwei Weisen (den beiden Fusspunkten des Halh- 
kreises (3) entsprechend) mit rationalen ganzen Zahlen proportional. 
Im Falle ausschliesslich ungerader p, q, r, wo die Substitution (1) not- 
wendig den Typus (p, 1, r; 1) hat, ergiebt sich: 


V: c: d = glacp + 2d): p(edg + 2a): r(d’q — ap). 


Der Proportionalitütsfactor zur endgültigen Bestimmung von b’, c, d' 
ist wegen (18) pg. 538 so zu bestimmen, dass V’, c, d gerade ganze 


bapt, — cdqar, + d'p =O, 


*) Soll übrigens eine parabolische Snbstitution nicht zum Haupttypus ge- 
hören, so mnss eine der Zahlen p, q, r, etwa p, gerade sein, und es muss der 
Typus (2, 1, 1; 2) vorliegen. 
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Zahlen werden. Der kleinste positive hierbei zulässige Proportionalitäts- 
factor liefert die Erzeugende V. 

Als Beispiel wählen wir den Fall p = 5, q4 =r = 1, wo die 
Combination a = 0, c = d = 1 einen hierher gehörigen Symmetrie- 
kreis liefert. Dabei ergiebt sich V:C:@ =2:5:1, falls wir die 
oberen Zeichen in der letzten Proportion bevorzugen. Die parabolische 
Erzeugende bestimmt sieh daraufhin leieht zu: 


1+2y5, 5+Y95 
—5+Yy5, 1-25 


Für die Auffindung der Symmetriekreise von T ist nun die Heran- 
ziehung der in I’ enthaltenen elliptischen Substitutionen wichtig. Von 
vornherein ist klar, dass jeder im Inneren der Halbebene gelegene 
Schnittpunkt zweier Symmetriekreise Fixpunkt einer elliptischen Sub- 
stitution ist, deren Periode aus dem Schnittwinkel jener Kreise leieht 
bestimmbar ist. Findet sich umgekehrt auf einem einzelnen Sym- 
metriekreise der Fixpunkt einer elliptisehen Substitution der Periode /, 
so werden sich an dieser Stelle insgesamt ? Symmetriekreise unter 


gleichen Winkeln s kreuzen. 


Zur Construction des oben definierten Ausgangsraumes der Poly- 
gonteilung verfahren wir biernach folgendermaassen. Wir markieren 
zunächst die imaginäre -Axe und auf ihr den Punkt ¢ = į als ersten 
Eckpunkt e, unseres Polygons. Man suche sodann auf der genannten 
Axe in der Richtung auf &=:co den e, nächst gelegenen Fixpunkt 
einer elliptischen Substitution, wenn anders es für I’ einen derartigen 
giebt, und nenne diesen Punkt e,. Kommt jedoch ein solcher elip- 
tischer Fixpunkt nicht vor, so ist der parabolische Punkt &=iw als 
„weite Ecke e, zu benutzen. Ist im ersteren Falle ? die Periode der 
zu €& gehörenden elliptischen Substitution, so schliesst sieh an die 


. . . . T . . 
erste Polygonseite e,e, in cp nach links unter dem Winkel — die zweite 


Seite an. Im letzteren Falle hat man die parabolische Erzeugende 
des Fixpunktes == ¿œ zur Bestimmung der zweiten Polygonseite 
heranzuziehen. Man wird demnächst auf der zweiten Seite den mit es 
nächst benachbarten elliptisehen resp. parabolischen Punkt e, bestim- 
men und in gleicher Art fortfahren. 

Da bei unseren Gruppen nur die Perioden l = 2,3,4,6 vor- 
kommen, so kann man sich bei der Aufsuchung der Eeken e zunächst 
auf die Perioden 2 und 3 besehränken, muss dann freilich nach Auf- 
findung eines Fixpunktes nachsehen, ob derselbe nicht vielleieht noch 
zu einer höheren Periode 4 oder 6 gehört. 
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Ist V’ eine elliptische Substitution der Periode 2 und vom Typus 
(Pi, li, Fı5 S), so hat deren Fixpunkt in der projectiven Ebene die 
Coordinaten: 

2, | Za t 8a = C da Ta : — Ur pm dp 
Da dieser Punkt auf der durch (4) pg. 541 dargestellten Geraden 
liegen soll, so gilt die Gleichung: 


(9) ab’ ging Ty + dd Pag Tg = C'T Pa Qo- 
Wegen «œ = 0 tritt hierzu noch die weitere Gleichung: 
(10) pay F C’ Pi g tar — A? pa qam E 


Eine Substitution V’ der Periode 3 hat stets den Haupttypus, 
weil sie mit ihrer cigenen vierten Potenz identisch ist; hier tritt an 
Stelle der Gleichungen (9) und (10) das System: 


au pr, + dcr, = cd Q, 
(11) rond eero an 
— V?pr 4 e? rq — d’ qp = 3. 


Gehört übrigens zum Kreise (3) eine cyclische hyperbolische Gruppe 
(was in der Folge die Regel ist), so gewinnt man aus einem ellip- 
tischen Fixpunkte auf dem Kreise deren sogane unendlich viele durch 
Ausübung der Substitutionen jener Gruppe. 

Als Beispiel wählen wir die zu p = 7, q = 5, r = 1 E AT 
Gruppe. Um die auf der imaginären A. gelegenen elliptischen 
Punkte mit l = 2 zu gewinnen, hat man in (9) einzusetzen c=d=0 
und findet V = 0, so dass (10) liefert: 

(°p — d’ pi) ge = 4s i 
Jlieraus folgt g? = 1. Setzt man weiter p’ = 7, so würde 

— d?=4s7-! (modia) 
folgen, was unmöglich ist, da links ein Nichtrest und rechts ein Rest 
von 7 stehen würde Es ist somit p' == 1, und man gewinnt als 
„kleinste positive“ Lösung č = 3, d' = 1, s = 2; die Ecke e, liegt 
demnach bei: 

v2 

und man zeigt sofort, dass zwar die zu e, gehörende elliptische Sub- 
stitution der Periode 2 in I’ enthalten ist, dass aber Substitutionen 
der Perioden 4 oder 6 mit e, als Fixpunkt der Gruppe T' nicht an- 
gehören. 

Die sich in c, anschliessende Polygonseite wird durch: 


(3 + VD) E +) +V) = 0 
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geliefert. Um auf ihr die nächstfolgende Ecke e, zu gewinnen, haben 
wir zu setzen: 


i 
r 


a =0, c=3, d=1, n=l, q =5, s=2. 





Hier prüfe man nun die Gleichungen (11). Die erste liefert č = 38’, 
und die zweite geht daraufhin über in: 


— TWW? p 10d? = 3, 


Die kleinste Lösung b = d’ = 1 dieser Gleichung liefert in der That 
den nächsten Eckpunkt e,, welcher liegt bei: 


a a y3 
M= y) 

Indem wir nun in der vorstehend geschilderten Weise Seite an 
Seite reihen, nehmen wir das Zutreffen des einfachsten Falles an, dass 
sich nämlich die Kette der Seiten nach endlich vielen Gliedern schliesst 
und hierbei ein Ausgangspolygon von endlicher Seitenanzahl ergiebt. 
Es bietet zwar auch die nähere Untersuchung der Fälle, wo diese 
Annahme nicht zutrifft, grosses Interesse dar; jedoch liefern die weiter- 
hin zu betrachtenden Beispiele, wie schon oben angedeutet wurde, 
stets Ausgangspolygone mit endlich vielen Seiten. 

Die in der Gruppe I enthaltenen Substitutionen, welche unser 
Ausgangspolygon in sich transformieren, werden offenbar für sich eine 
Gruppe @ bilden. Diese letztere Gruppe Œ kann nach Lage der Sache 
nur eine cyclische elliptische Gruppe sein, und im Fixpunkte dieser 
Gruppe gewinnen wir ein Centrum des Ausgangspolygons. Ist } die 
Ordnung von G, so wird man durch Z vom eben gemeinten Centrum 
ausziehende Kreise das Ausgangspolygon in l äquivalente Teile zer- 
legen; und es ist alsdann ein einzelner dieser Teile der hier eigentlich 
gesuchte Discontinuitätsbereich der Gruppe T. Zum Beweise hat man 
nur zu bemerken, dass das Ausgangspolygon nicht auch noch durch 
eine Substitution zweiter Art aus I in sich transformierbar ist. Eine 
solche Substitution würde nämlich im Polygoncentrum einen im Inneren 
der Halbebene gelegenen Fixpunkt besitzen und würde somit nach „M.“ 
I p. 199 eine Spiegelung vorstellen. Durch jenes Centrum laufen aber 
(nach Voraussetzung) keine Symmetrielinien von I’ hindurch. 

Durch die letzten Betrachtungen ist zugleich bewiesen, dass bei 
der einzelnen der in Rede stehenden Gruppen höchstens eine „Ulasse“ 
elliptischer Fixpunkte auftreten kaun, durch welche Symmetriekreise 
nicht hindurchziehen. Natürlich können elliptische Punkte dieser Art 
auch gänzlich fehlen. Dann ist die eben mit 7 bezeichnete Ordnung 
der Gruppe G gleich 1; md das wiederholt genannte Ausgangspolygon 


Fricke-Klein, Automurpho lunctionen. I. 39 
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ist unter diesen Umständen bereits selber der Discontimwitätsbereich der 
Gruppe I. Offenbar wird sich die Gruppe I’ in dem Falle aus Spie- 
gelungen allein erzeugen lassen“). 


$ 10. Beispiele reprodueierender Gruppen reeller Formen f(2;). 


Die Ansätze der voraufgehenden Paragraphen sollen nun an einigen 
Beispielen zur wirklichen Durchführung gebracht werden. Wir be- 
zeichnen dabei die einzelne Form (1) pg. 533 abgekürzt durch das 
Symbol [p, q, r] und sprechen im Anschluss hieran auch sogleich von 
einer Gruppe [?, q, r]. 

Die denkbar einfachsten Beispiele werden von den Formen [1, q, 1] 
geliefert. Die zugehörigen Gruppen sind zwar insofern nicht neu, 
als sie offenbar mit der Modulgruppe commensurabel sind (cf. pg. 518). 
Andrerseits ist vielleicht gerade interessant, dass von Seiten der Trans- 
formationstheorie der elliptischen Functionen den Gruppen [1, q, 1] 
bereits besondere Aufmerksamkeit geschenkt wurde Wir werden den 
vorliegenden Paragraphen ausschliesslich diesen Gruppen widmen. 

Was zunächst das Bildungsgesetz der Gruppen [1, q, 1] angeht, 
so gilt folgender Satz: Im Falle einer geraden Zahl q besteht die zur 
Form [1, q, 1] gehörende Gruppe aus allen unimodularen Substitutionen: 


(1) e En u 

Y Va E+ Va 
mit ganzen rationalen Zahlen «, B, y, Ò; bei ungeradem q besteht die 
Gruppe aus allen unimodularen Substitwtionen : 


_ F d, ds 
wvatteva po a itVE 
m o 
VEV 


wobei für die erste Substitution (2) noch die Dedingung: 


(3) a+ß+y+6d=0 (mod. 2) 
gilt, übrigens aber a, B, y, ô rationale ganze Zahlen sind. 

Diese Angaben lassen sich sehr leicht aus den allgemeinen For- 
meln von pg. 537 ableiten. Ist z. B. q, und damit q gerade, so ver- 


2 = - 2 
a i YV EH SVR’ 





*) Die im vorliegenden Paragraphen auseinandergesetzten Methoden sind 
vom Verf. bereits in einer Reihe einzelner Arbeiten zur Verwendung gebracht; 
man vergl. die Aufsätze: „Über eine besondere Classe discontinuierlicher Gruppen 
reeller linearer Substitutionen“ I und U, Math. Annalen Bd. 38, pg. 50 nnd 461 
(1890 und 91); „Specielle automorphe Gruppen und quadratische Formen“ Math. 
Annalen Bil. 39, pg. 62 (1891), 
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folge man erstlich die Substitution (14) pg. 537. Die Congruenz (17) 
pg. 537 liefert e=d=0 (mod. 2), und daraufhin folgt aus der 
ersten Gleichung (16) pg. 537, dass auch a=b (mod. 2) ist Es 
liefert somit der Anzatz (14) pg. 537 eine Substitution von der eben 
unter (1) angegebenen Gestalt, wie auch leicht ersichtlich umgekehrt 
jede solche Substitution eine zulässige Substitution (14) pg. 537 er- 
giebt. Prüfen wir ferner den l. c. gegebenen Ansatz (15) und halten 
etwa an der Annahme cines geraden q, fest, so ist wegen der jetzt 
gültigen zweiten Gleichung (16) offenbar e=d (mod. 2), und also 
können wir im zweiten und dritten Coefficienten Y2 fortheben und den 
oben bleibenden Factor Y2 mit Vq, zu Yg, = Y2q. vereinen. Heben 
wir dem gegenüber im ersten und vierten Coefficienten Y2 gegen Vq, 
so sind wir zur Gestalt (1) zurückgeführt. Ähnliche Überlegungen 
treten im Falle eines ungeraden q ein. 

Die Substitutionen des Haupttypus (ef. pg. 539) bilden in jedem 
Falle eine ausgezeichnete Untergruppe, die wir als die „Hauptunter- 
gruppe“ bezeichnen wollen. Im vorliegenden Falle besteht dieselbe aus 
allen Substitutionen: 


(4) p = an A 

o a 
mit ganzen Zahlen «, ß, y, ò, welche bei ungeradem q die Bedingung 
(3) erfüllen. Jetzt führe man an Stelle von & eine neuc Variabele w 


«ò — qßy = 1 


durch &= œ Vq ein, so dass sich die Substitution (4) transformiert in: 
‚_ _ ao ß 
(5) o = pgo F ò 


Hieraus entspringt der folgende Satz: Die Hauptuntergruppe der Form 


[1, 9, 1] geht durch die Transformation £ = © Vq bei geradem q direct 
in diejenige Untergruppe der Modulgruppe über, welche in „IE.“ I 29.30 
der „Transformation q Ordnung erster Stufe“ zu Grunde gelegt wurde; 
bei ungeradem q wird man indes wegen (3) nur erst zu einer leicht zu 
gewinnenden Untergruppe innerhalb der eben genannten Congruenzyruppe 
po” Stufe geführt. 

Der Discontinuitätsbereich der in Rede stehenden Untergruppe 
der Modulgruppe wurde nun in „M.“ II pg. 40 f als „ Transformations- 
polygon q% Ordnung“ schr ausführlich untersucht. Auch wurde dort 
bercits auf die Thatsache hingewiesen, dass das Polygon durch die 
Substitution: 

1 


(6) o = d. i. € — an) 


NW G 


in sich transformiert wurde, und dass eben deshalb die Gruppe durch 


a 
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Zusatz dieser Substitution erweiterungsfähig erschien*). Die Sub- 
stitution (6) aber subsumiert sich direet unter (1) bez. (2). 

Für die endgültige Angabe der Discontinuitätsbereiche der Gruppen 
[1, q, 1] in niederen Fällen q werden wir an die in „M.“ I und II 
angegebenen Trausformationspolygone anknüpfen und von hier aus 
schrittweise zur Gesamtgruppe aufsteigen. Es soll dies hier an einigen 
Beispielen wirklich durchgeführt werden. 

1) Reprodueierende Gruppe der Form [1, 2, 1]. 

Das Transformationspolygon zweiter Ordnung ist in „M.“ I pg. 289 

durch Figur 71 gegeben und ist hierneben in Figur 171 reproduciert. 
Es besitzt die beiden parabolisehen Ecken é = 0 
‚und é = œ, sowie zwei elliptische Ecken bei 
Bee 
a 

wie in der Figur angedeutet ist. Im vorliegen- 
den Falle ist die Hauptuntergruppe innerhalb der 
Gesamtgruppe „zweiter“ Art eine ausgezeichnete 
Untergruppe des Index vier; denn es tritt neben 
dem Haupttypus hier noch ein weiterer Typus mit 
qı = 2 auf, und es ist überdies zur Gewinnung 
der Gesamtgruppe zweiter Art die Spiegelung 
E = — É zuzufügen. Die dementsprechend zu fordernde Einteilung 
des Transformationspolygons in vier Teilpolygone wird nun gerade 
dureh die imaginäre -Axe und den Finheitskreis der &-Isbene geliefert, 
welche beide zu den Symmetrielinien der Gruppe gehören. Wie in 
Figur 171 dureh starkes Ausziehen der Randeurven hervorgehoben 
ist, gelangen wir solchergestalt zu Kreisbogendreiecken der Winkel 





SE ic 
N R 
der Form [1, 2, 1] ist die Hauptkreisgruppe der Signatur (0, 3; 2, 4, œ0)**). 

Übrigens kann man die vorliegende Gruppe auch als Untergruppe 
der „umfassendsten“ Picard’schen Gruppe auffassen. Sie gehört da- 
selbst zu derjenigen Classe von Symmetriehalbkugeln der tetraedrischen 
Halbraumteilung (pg. 82), welche z. B. durch die Halbebene &+7—=0 
repräsentiert wird, Mit Hilfe der Figuren 20 und 21 pg. 82 wird 


0. Man hat also das Ergebnis: Die reprodueierende Gruppe 


+) Siehe wegen der functionentheoretischen Folgen dieses Umstandes nament- 
lich die Entwicklungen in „M.“ II pg. 56 ff. 

**) Die Erzeugung dieser Gruppe sowie ihre Commensurabilität mit der Mo- 
dulgruppe untersuchte bereits Hurwitz in der Arbeit „Über eine Reihe neuer 
Functionen, welche die absoluten Invarianten gewisser Gruppen ganzzahliger 
linearer Transformationen bilden“, Mathem. Annalen Bd. 20 pg. 125 (1882). 
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man leicht übersehen, dass die Halbraumteilung auf der Halbebene 
E + n = 0 gerade das Dreiecknetz der Signatur (0,3; 2,4, ©) aus- 
schneidet. Auch zum arithmetischen Bildungsgesetz unserer Gruppe 
kommt man von hier aus leicht zurück. 
2) Reproducierende Gruppe der Form [1, 6, 1]. 

In der zu q = 6 gehörenden Gruppe sind alle vier hier möglichen 
Typen mit q, = 1,2,3,6 enthalten; demm neben dem Haupttypus 
kommen z. B. folgende Substitutionen: 


LT fV3,V2 ( 0, H 
D F” 5 EN 
— y3, -y2 y2, y3 I, E 
in der Gruppe vor. Die Hauptuntergruppe wird demnach in der Ge- 
samtgruppe zweiter Art den Index S haben. 





Fig. 172. 


Das Trausformationspolygon sechster Ordnung (ef. „M“ TI pe. 42) 
ist in Figur 172 reprodneiert. Die beiden über eimander getragenen 
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Netze von Moduldreiecken gehen durch die Spiegelung an dem Ein- 
heitskreise der &-Halbebene in einander über, wie man an der Figur 
leicht verfolgt. Durch diesen Kreis und die imaginäre Axe wird das 
Polygon in vier Teilbereiche zerlegt. Zwei weitere Symmetriekreise 
vollenden die Achtteilung. 

Wir werden solcher- 
weise, wie Figur 175 
in etwas kleinerem Maass- 
stabe ausführt, zu Kreis- 
bogenvierecken der Winkel 
O geführt. 


T TC Te 
2792392099 
Die mit e, bis e, bezeich- 
neten Ecken des Aus- 
gangsvierecks liegen bez. 
bei folgenden Punkten: 
— y3 +i — V2+i, 
3 y2 3 y3 ? 


die zugehörigen Erzeugenden haben folgende Gestalt: 


= ( 0, J r= (1: FB 


EN 
2.0 = (0, Su 


v3, 2V2 -7 2 
V, = ? TE V, = Eu 


Als Ergebnis merken wir an: Die reproducierende Gruppe der Form 
[1, 6, 1] ist die durch die Erzeugenden (T) nüher charakterisierte Haupt- 
hreisgruppe aus der Familie der Signatur (0, 4; 2, 2, 2, ©). — 


207 





(7) 


3) Reproducierende Gruppe der Form [1, 5, 1). 

Das Transformationspolygon fünfter Ordnung ist in „M.“ II pg. 196 
untersucht und daselbst in Figur 5 angegeben; letztere ist hierneben 
als Figur 174 reproduciert. Wegen der nun in Kraft tretenden Con- 
gruenz (3) pg. 546 ist die zur Ecke & == oo gehörende parabolische 


Erzeugende e 7 J so dass die verticalen Symmetriegeraden hier 
einander in den Intervallen Y5 folgen. Der in Figur 174 stark mar- 
kierte Kreis um den Nullpunkt wird in der ¢-Halbebene der Einheits- 
I; 

y5 ) 
welches zufolge ligur 174 für das Transformationspolygon einen ellip- 
tischen Fixpunkt der Periode 2 liefert. Innerhalb der Gruppe [1, 5, 1] 





kreis. Derselbe erreicht linker Hand den Polygonrand bei ¢ = 








III, 2. Reproducierende Gruppen ternärer u. quaternärer quadratischer Formen. 551 


handelt es sich hier sogar um eine elliptische Substitution der Periode 4, 
welche wir als V, unter (8) angeben. Fügen wir dementsprechend 





æ= Q 
Fig. 174. 


: - To — 2 t- ; — ; 
an den Einheitskreis im Punkte Sir einen weitere Symmetrie- 
en y> 


. . IB . . . . - 
kreis unter dem Winkel > an, so schliesst sich bereits die Kette 
der Symmetriekreise 
des Ausgangsbereiches 
zu einem Äreisbogen- ( = er | 
viereck der Winkel Zen 7 


nom. Ze a 
Te Cr qe ~ r 
- E p j 
zusammen. So er SN r 
} \ 4 + 
Das hieraus ent- u TE ur 4 
= = as vw 
springende Vierecknetz = 
ist in Figur 175 wieder er 
Fig. 175, 


etwas verkleinert an- 
gedeutet. Die Ecken ce, bis e, des Ausgangsvierecks liegen bei: 


. _ SA — 2 + i 
E= 1i, t ©, — y5 + i Be, 5 ; 
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die zugehörigen Erzeugenden sind: 


0, n) u a 2 v5) 
n= (L o) La 0, 10908 
(8) A 1. Wa 
2" y? y2’ 2 
V, = 2 -= DD’ V, = = 
ZI a, a 
\ıvı 2 9% 
Es gilt also der Satz: Die reproducierende Gruppe der ternären 
Form [1, 5, 1] ist die durch die Erzeugenden (8) näher charakterisierte 


B iye der Signatur (0, 4, 2, 2 Aa) 

An die zuletzt discutierte Gruppe schlies wir noch folgende 
Bemerkungen an: 

Da nach „M.“ II pg. 196 die beiden einander inversen Gauss’schen 
Formen z? — 5y? und — 2” + 5y? äquivalent sind, so sind auch die 
beiden ternären Formen [1, 5, 1] und [5, 1, 1] äquivalent und haben 
somit ım wesentlichen gleiche reproducierende Gruppen. Nur liegt bei 
Einhaltung des Bildungsgesetzes (14) und (15) pg. 537 der Disconti- 
nuitätsbereich der Gruppe [5, 1, 1] etwas anders, als in Figur 175*); 
und das arithmetische Bildungsgesetz selbst nimmt eine veränderte 
Gestalt an. 

In letzterer Hinsicht kann man den folgenden Satz aussprechen: 
Die Gruppe [5, 1, 1) besteht aus allen Substitutionen: 


(9) avo -a ( a + by5, Te 
l —cV5+d4d, aB-ı) M a—bV5 
der Determinanten 1 und 2 mit ganzen rationalen Zahlen a, b, c, d. 
Die erste Gleichung (16) pg. 537 haben wir nämlich entweder nur 


durch gerade oder nur durch ungerade Zahlen a, b, c, d zu lösen. Im 
letzteren Falle würde aber die fragliche Gleichung modulo 8 redueiert: 


2p, — 2% = 4 (mol. 8) 


ergeben, was bei p= 5 unmöglich ist. Man kaun somit in (14) 
pg. 957 die Nenner 2 einfach fortheben und wird hierdurch auf die 
soeben unter (9) genannten unimodularen Substitutionen geführt. — 

Übrigens ist die hier in Rede stehende Gr uppe keine andere als die- 
Jenige Gruppe der Signatur (0, 4; 2, 2,4, 00), zw welcher wir bereits 
pg. 483 bei den Hermite'schen Eri der Determinante D = 5 geführt 
wurden. Das Vierecknetz wurde daselbst in Figur 164 dargestellt, 


*) Man vergl. die auf die Gruppe [5, 1, 1] bezogenen Rechnungen pg. 543. 
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während Figur 163 zu derjenigen Untergruppe gehört, welehe der 
jetzigen Hauptuntergruppe correspondiert. 
Wie wir pg. 482 fanden, bestand nämlich jene Untergruppe aus 
allen Substitutionen: 
, ag T 5y = a 0 
(10) É E Te. ea — dyy = 1, 
wo «œ und y ganze complexe Zahlen der Gestalt (a + ib) sind und « 





zu œ, 7 zu y conjugiert ist. Setzen wir &Y5 an Stelle von &, so wird 
der Hauptkreis in den Einheitskreis transformiert; die weitere Trans- 
ee) 
| 
Die Substitution (10) nimmt dabei die Gestalt an: 
( (e +a) +i — y) V5, rn) 
W DOE), e+ atila y5 

Setzt man hier « = a — ic, y = d + ib, so wird man nach Fortheben 
des gemeinsamen Factors 2 zu den unimodularen Substitutionen von 
der zweiten Gestalt (9) geführt; und diese bilden in der That die 
Hauptuntergruppe. — 

Unser pg. 485 ausgesprochener Satz, die vorliegende Vierecksgruppe 
könne nicht noch in einer umfassenderen, gleichfalls eigentlich discontinuier- 
lichen Hauptkreisgruppe T, enthalten sein, soll nun hier bewiesen werden. 

Man wolle nämlich erstlich die gesamten im Ausgangsviereck 
Figur 175 gelegenen Symmetriekreise von T, feststellen. Keiner der- 
selben kann ein eigentlicher Halbkreis mit „endlichem“ Radius sein; 
ein solcher würde nämlich vom Viereck ein Stück abschneiden, welches 
keinen parabolischen Punkt mehr aufweisen könnte. Die fraglichen 
Symmetriekreise (wenn anders überhaupt solche existieren) sind also 
Parallele zur imaginären &-Axe; und sie werden das Ausgangsviereck 
in » Streifen gleicher Breite zerlegen. Ist jedoch n> 1, so tritt 
wenigstens ein Schnittpunkt einer dieser Parallelen mit der Seite e e, 
auf, wobei der eine der beiden Schuittwinkel im Ausgangsviereck 
stumpf ist und also von weiteren Symmetriekreisen durchzogen wird. 
Dies erkannten wir bereits als unmöglich und also ist n = 1, d. h. 
T, hat keine anderen Symmetriclinien als die Seiten des Vierecks- 
netzes. 

Es folgt hieraus, dass jede Substitution von I), das Vierecknetz 
in sich transformiert. Da es aber offenbar keine von der Identität 
verschiedene Transformation des Ausgangsvierecks in sich giebt, so 
ist letzteres Discontinuitätsbereich von I; uud dies sollte bewiesen 
werden. 


formation durch ( ) führt den Hauptkreis in die reelle Axe über. 
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$ 11. Fortsetzung: Gegen die Modulgruppe incommensurabele 
Gruppen [P, q, r]. 


Indem wir nunmehr an solche Gruppen [p, q, r] herangehen, die 
segen die Modulgruppe incommensurabel sind, bringen wir die Unter- 
suchungsmethoden des vorletzten Paragraphen (pg.540 ff.) zur Anwendung. 
In der That sind die nachfolgenden zehn Beispiele nach jener Methode 
untersucht. Es mag hier genügen, wenn wir in jedem Falle das End- 
resultat angeben. Die Richtigkeit kann man immer leicht auch hinter- 
her bestätigen. Erstlich nämlich erkennt man an der Gestalt der 
Erzeugenden Vi, Vo, ... im Einzelfalle direct, dass dieselben in der 
Gruppe [p, q, r) enthalten sind. Weiter bestätige man durch Be- 
trachtungen der Art, wie sie am Ende des vorigen Paragraphen aus- 
geführt wurden, dass das Ausgangspolygon der einzelnen Gruppe von 
keinen weiteren Symmetriekreisen durchzogen sein kann. Man muss 
hierbei berücksichtigen, welche Schnittwinkel der Symmetriekreise bei 
unseren Gruppen zulässig sind. Endlich wird man ohne jede Mühe 
bestätigen, dass das Ausgangspolygon in der Mehrzahl der Fälle keine 
von der Identität verschiedene Transformation in sich zulässt. Nur 
in drei unter den neun in Aussicht genommenen Fällen ist das ein- 
zelne Polygon centriert; und es ist dann jedesmal das Centrum der 
Fixpunkt einer in der Gruppe [p, q, r) enthaltenen elliptischen Sub- 
stitution der Periode zwei. 

1) Reproducierende Gruppe der Form [3, 1, 1]. 


Man wird hier zum Netze der Kreisbogendreiecke mit den Winkeln 


7T mT IT A . . . . 
>> 7» 5 geführt, und zwar in derjenigen Lage der £-Halbebene, wie 


sie durch Figur 176 charakterisiert ist. Dabei liegen die in der Figur 
mit €), €, € bezeichneten Eeken des Ausgangsdreiecks in den Punkten: 
Sur i y2 —1i+i 
' =i yan a 


Die zugehörigen erzeugenden Substitutionen sind: 








Ti 0 E +1 
A yp i ye 
V = ) V, = - ] 
S 1 zen 0 
ve’ ya a’ 
(1) vs+ı V+1 
Tu 2 
ir, — 


se a 
e) 2 © 
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Man hat als Resultat: Die reprodueierende Gruppe der ternären 
Form [3, 1, 1] ist die Hauptkreisyruppe der Signatur (0,5; 2,4, 6). 





Fig. 176. 


Die Form [3, 1, 1] ist von Selling a. a. O. pg. 220 betrachtet. 

Die Figur 4 auf der der Selling’'schen er beigefügten Tatel 
stellt direct das einzelne Dreieck der Winkel —, Z, £ dar. 
2) Reproducierende Gruppe der Form [3, 5, 1). 

Das System der Symmetriekreise liefert im Falle der Gruppe 

[3, 5, 1] eine Einteilung der &-Halbebene in Areisbogenvierecke der 


p — 


am 





u 


mM V 


=, ~ Poo DR 
> A UWE 





—- 


Fig. 177. 


. ar TE 7 T . qe m e . 
IE ey, To yo G welehe in Figur 177 dargestellt ist. Die 


Ecken e,, .., & des nach gewohnter Vorsehrift ausgewählten Aus- 
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sangsvierecks liegen der Reihe nach bei: 





















a i y2 —3 +i -WBH+iV2, 
? a14 y3? Vis y5’ y5 
Die diesen Ecken correspondierenden Erzeugenden sind: 
0, y3 A 1 
O 1 12 
N= ( | j V, = -= ) 
— 1,0 -y a 
—, 0 
| v? 
2) y3 +3 y3 +1 y5 
uk E v5 v2 
V; = , N= B 
u EST an v5 3 
y2 y= 


Die reproducierende Gruppe der ternären Form [3, 5, 1] ist die 
durch die vier Erzeugenden (2) näher charakterisierte Gruppe aus der 
Familie der Signatur (0, 4; 2, 2, 2, 6). 


3) Reproducierende Gr uppe der Form [3, 13, 1]. 
Hier liegen die Dinge ähnlich, wie im voraufgehenden Falle. Man 
gewinnt hr ein Netz von Kreisbogenvierecken, und zwar solche der 
7 7t T 


Winkel —, $, 


We n wie man in Figur 178 nachsehen wolle. Die 





Fig. 178. 


vier Ecken e,, .., & haben der Reihe nach folgende Werte $: 


; ;y2 —5+i —?2V3+i 
? 10, 78% ıya5 T \ 13 








’ 


und die zugehörigen erzeugenden Substitutionen sind: 
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Ba a 
0, 
E % o V, = = en ; 
— 1,0 — 3-4- 1 0 
E 
(3) Ps5 Ce DEST, Yi ` 
5) ) vis EL» ’ = 
m 2 r ye J 2 
Be 5 4,7 
et NW —E 713 1 ar 
} in Vi } > 9 A — == 


Die reproducierende Gruppe der Form [3, 13, 1] ist die durch die Er- 
zeugende (3) festgelegte Gruppe der Signatur (0, 3; 2, 2, 6, 4). 


4) Reproducierende Gruppe der Form [7, 1, 1). 
Die Gruppe der Form [7, 1, 1] liefert ein erstes Beispiel für den 
Fall, dass der Ausgangsbereich des durch die Symmetriehalbkreise 
hergestellten Polygonnetzes noch nicht der Discontinuitätsbereich der 


Gesamtgruppe ist. Man wird hier zunächst zu einem Netze von 


Se, h : T x x m M - 
Kreisbogenvierecken der Winkel —, -,- — geführt. Aber diese 








Fig. 179. 


Vierecke sind centriert, und die Centren liefern die Fixpunkte einer 
in der Gruppe enthaltenen Classe elliptischer Substitutionen der Pe- 
riode zwei. 

Der Discontinuitätsbereich der Gesamtgruppe zueeiter Art hat dem- 
entsprechend zwei Seiten der ersten Art und daneben drei solche der 
zweiten Art, die von Symmetriehalbkreisen geliefert werden. Den 
Discontinuitätsbereich der Gruppe erster Art legt man am einfachsten 
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in der durch Figur 179 bezeichneten Art fest. Im Sinne der Sprech- 
weise des vorigen Abschnitts sind die Eeken &, &, &,e, als die 
„festen“, die übrigen vier aber als „bewegliche“ Ecken des Polygons 
zu bezeichnen. Den festen Ecken kommen der Reihe nach folgende 
é- Werte zu: 
1 tiY2 iy2 —1-+iP?, 
eye’ Se a 


und die entsprechenden Erzeugenden sind: 








1 1 1 -e 
y ] 3” y2 jr Mi y2 ? y2 
ae ) = 2 ? 
1 1 yai C 1 
y2’ ve Ti y2 
(4) 
0 3 ig v7 2a y3 +2 
' pe /5 | 
P Va 
3 ’ /7 ’ 4 = Ə 
. — a e 0 | — lust o 
ve \ vewr 


Die reprodueierende Gruppe der Form (i, 1,1] ist die durch die 
Erzeugenden (4) näher . definierte Hauptkreisgruppe von der Signatur 
(0, 4; 2, 2, 2, 4). 

Die Hauptuntergruppe der vorliegenden Gruppe besteht aus allen 
unimodularen Substitutionen: 

a+byı Ze ys 
— m, 


-1| 


tan 
— 


kd 


a—by 
— 


’ 


und in ihr bilden alle Substitutionen mit geraden Zahlen, d. i. alle 
Substitutionen, deren Coefficienten ganze algebraische Zahlen sind, auf’s 
neue eine Untergruppe. Die letztere ist im wesentlichen mit jener 
Gruppe identisch, zu welcher wir pg. 489 von den Hermite’schen 
Formen der Determinante D = T aus geführt wurden. Die Trans- 
formation der Gruppe aus der einen in die andere Gestalt wird man 
nach Analogie der pg. 553 für D= 5 ausgeführten Rechnung sofort 
vollziehen. 


5) keproducierende Gruppe der Form [11, 1, 1]. 
Diese Gruppe wurde bereits in der Theorie der „natürlichen“ 
Discontinuitätsbereiche (pg. 279 u. f.) als Beispiel herangezogen. Sie 
liefert eine Einteilung der &-Halbebene in ein Nete von Kreisbogen- 
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s l > ne, x x x T ; } ; d 
vierecken der Winkel 3? ə? 3> T: wie es Figur 150 wiedergiebt. 


Die Ecken e,, .., e, des nach der jetzigen Vorschrift gewählten Aus- 
gangspolygons haben die folgenden ¢- Werte: 








Fig. 180. 


; iyv2 —1+i - Yıtiya 
er ae u SEN 
und liefern dementsprechend die folgenden Erzeugenden: 











1 1 0 3 +0 
IRE e 
y Rz 
1 ) 2 l us ? 
>. 1 > 0 
v2’ y? o 
F 
(5) = iNT 5+Y1ı 
T 1 ‚Y!l+3 5 un’ 2 
is: _-ı /° * —5+ ft eyi 


Die reproducierende Gruppe der Form [11, 1, 1] ist die durch die 
Substitutionen (5) näher erklärte Hauptkreisgruppe der Signatur (0, 4; 
e2, 3 4): 

6) Reproducierende Gruppe der Form |15, 1, 1]. 

Auch in diesem Falle gewinnen wir ein Fierecknetz, und zwar sind 

die Winkel des einzelnen Vierecks T = T = (ef. Figur 181). Die 


Ecken c, .., c} des Ausgangsvierecks sind in folgenden Punkten & 


gelegen: 
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2 —2+iy2 — v5 Fak 
ys =V3> YB; "Ze 




















Yig. 1ŝ$1. 


und von hieraus berechnet man die folgenden Erzeugenden: 


i 0 v5 + v3 
Eh ? 
; v2’ y? nn 
V, = AE 
E -V5 +3 
, a’ y? ve 
(6) 2 T 
2 V15 +3 v5 2V3 +V» 
m? /2 12’ 2 
n= 2 A a- a 
n l —2 y3 +V5 _% 
pu v2, vo v2 


Die reprodueierende Gruppe der Form [15, 1,1] ist die durch die 
Substitutionen (6) charakterisierte Gruppe der Signatur (0, 4; 2, 2, 2, 4). 


7) Reproducierende Gruppe der Form [1, 5, 7). 
Das Beispiel [1, 3, 7] führt auf Kreisbogenfünfecke mit lauter 
rechten Winkeln; das betreffende Netz ist in Figur 182 angedeutet. 
Den Ecken e,, . ., €, des Ausgangsfünfecks kommen folgende &- Werte zu: 


iy? etiv? ovire Fee 
3— pT? aya— ya’ —2y3+ Ya’ v3 
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Die fünf erzeugenden Substitutionen sind: 








0 3+ y7 1 13 
0 i i o) n’ 5 
E n= “ee 
ro $ 21 ys 1 
> ? ) Pi > g 
I: W2 p2 
ei A, € |T kt Ey 
7, = } 2 \2 vo 2 E2 
=e ‚5 T ah KH _M 
y? l yz yz l pe 





Fig. 152. 


Die reproducierende Gruppe der Form [1, 3, 1] ist die durch di 
Substitutionen (T) charakterisierte Hauptkreisgruppe der Signatur (V, 5; 
22,2). 


8) Reprodueierende Gruppe der Form [7, 5, 1]. 


Auch das Beispiel [7, 5, 1] führt auf ein Fünfeehnetz und zwar 
handelt es sich hier um Kreisbogenfünfecke mit vier rechten Winkeln 


und einem Winkel — (cf. Figur 183). Die Ecken e,,.., €, des Aus 
gangsfünfecks sind durch die folgenden 5- Werte festgelegt: 


aiy? —yTr+iy3 —y5+i -—y5+ij?, 


i - 
mv’ 1er ar y7 


und von hier aus berechnet man als die zugehörigen Erzeugenden: 


Fricke-Klein, Autumurphe Punctionen, 1. 36 


562 IH. Arithmetische Bildungsgesetze eigentlich discontinuierlicher $-Gruppen. 









o, lg Ko a 
v,=( 0, J Fn v2 m De v2 
S 
(8) ya’ y2 
y,— v5, Er ) | 
—- VY’+1, — y5 


Fig. 183. 


Die reproducierende Gruppe der Form [7, 5,1] ist die durch die 
Substitutionen (8) festgelegte Gruppe der Signatur (0,5; 2,2, 2, 2, 3). 


9) Reproducierende Gruppe der Form [19, 1, 1]. 

Das zur Form [19, 1, 1] gehörende System der Symmetriekreise 
liefert ein Netz centrierter Kreisbogensechsecke, und die Centren sind 
Fixpunkte elliptischer Substitutionen der Periode zwei der Gruppe. 
Bei der Festlegung des Discontinuitätsbereiches der Gruppe erster Art 
verfahren wir ebenso wie in Nr. 4. Es ist ein solcher Bereich in 
Figur 184 dureh stärkere Umrandung hervorgehoben, wobei die punktiert 
sezeichneten Seiten keine Symmetrielinien der Gruppe sind. Die mit 
e, bis e, bezeichneten Ecken haben folgende &- Werte: 

RER 1 +i% i y2 —1+iy2 —3+i 
—3+y19’ —a+yıy’ sy — 13 — a EEE 
Übrigens sind hier die Eeken e, und e, äquivalent. Man stelle 
somit nach den Vorschriften des vorigen Abschnitts ein kanonisches 
Polygon mit den fünf Ecken e, .., _, her. Die zugehörigen Er- 
zeugenden sind alsdann: 





t, 
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n p2 y? l 3, — Ve 
l E ’ V, 2 r 
Ze 3 1 m... 2o 
ı = 
v2 yz 
1 — 4-9 D 3 WTO 1b 
y2 2 Kz >) 
; i - E 
) A ? J ie 
— 4 4+ 19 1 3y19 + 13 ® 
ei’ y? pa’ 
1 WTI +4 
ya’ r- 
V. BR. } = } 2 r 
À — Yı9 +4 1 
poi y2 





Fig 15i. 


Die reprodueierende Gruppe der Form [19, 1, 1} ist die durch 
die fünf Erseugenden (9) charakterisierte Hauptkreisgruppe der Nignalur 
n.9 9D 
Wer, D2, 4). 


36 * 
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10) Reproducierende Gruppe der Form [23, 1,1]. 

Bei der Gruppe [23, 1, 1] liegen die Verhältnisse ganz ähnlich 
wie im vorigen Falle. Es stellt sich wieder ein Netz centrierter Kreis- 
bogensechsecke ein; und die Centren sind Fixpunkte elliptischer Sub- 
stitutionen der Periode zwei. Die Winkel des einzelnen Sechsecks 





n ee 7 7 T 
37 ep Int 
wiedergegebenen Discontinuitätsbereichs haben folgende &- Werte: 
v23-+iy3 3-+iy2 iy2 —3+iya Var vs 
’ a—yas ’ ayaa—9’ 5—yYas’ ayas 9 | Eee 
Auch hier sind e, und e, äquivalent, so dass Erzeugende der 
Gruppe bereits die folgenden fünf Substitutionen sind: 


. 7T : . . 
sind —, Die Ecken e, .., e des in Figur 185 





Fig. 185. 
1 Ra 1—-y23 74 Y23 
5° & i 9 ? 2 
y y2 y2 y — . 2 
I 2 - 
1 i —7+y23 1423 
va’ yz 2 uag 
3 — 2 V23 — 9 
ye? v 
(10) V, = , v= 
2 V23 — 9 3 — 5.23 
v2" v2 pa 2 
3 2 V23 +9 
j ya’ 2 
ee y23 +9 3 


rt er: 
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Die reprodueierende Gruppe der Form [25, 1,1] ist die durch die 
Substitutionen (10) festgelegte Hauptkreisgruppe der Signatur (0, 5; 
22, 2, 3, 4) — 

Man köunte hier im Anschluss an die Entwicklungen von pg. 538 
noch die Frage aufwerfen, ob im einzelnen Falle [p, q, r] die ver- 
schiedenen combinatorisch möglichen Substitutionentypen sämtlich oder 
nur teilweise in der Gruppe wirklich auftreten. Es zeigt sich, dass 
in jedem Falle alle möglichen Typen auch wirklich auftreten. Man be- 
weist dies stets leicht durch Combination der bei den Erzeugenden 
der einzelnen Gruppen [p, 4, r] vorkommenden Typen. 

Die unter 1) behandelte Form [3, 1, 1] ist, wie daselbst berdik 
bemerkt wurde, von Selling ausführlich eat Von den übrigen 
hier behandelten Formen kommt nur noch [11, 1, 1] bei Selling 
explicite zur Geltung. Man vergleiche die a. a. O. pg. 218 von Selling 


gemachten Angaben, sowie die Figur 3 der dort beigefügten Tafel, 


w 215 
9 ? 3? 


A . . . TE . 
in der man das Kreisbogenviereck der Winkel — 7 direct 


wiedererkennen wird. a 

Die Entwicklungen des vorliegenden Paragraphen sind der Mehr- 
zahl nach zuerst in den pg. 546 genannten Aufsätzen des Verf. ver- 
öffentlicht. Die Discontinuitätsbereiche der unter 6) und 7) behandelten 
Gruppen hat Kepinski im Anzeiger der Akademie der Wissenschaften 
zu Krakau vom Juni 1892 angegeben. 


$ 12. Arithmetisches Bildungsgesetz der -Gruppen I, bei 
complexen ternären Formen /(2;). 


Dem zweiten in § 1 pg. 503 entwickelten Ausatze lag der Körper 
Q aller complexen Zahlen von der Gestalt (a + ib) zu Grunde Es 
sei f(2;) eine irreducibele ternäre quadratische Form, deren Coefficienten 
irgend welche ganze Zahlen aus & sind. Dann gehörte innerhalb Q 
zu f(z;) eine reproducierende Gruppe Iy, deren &-Substitutionen uun- 
mehr auf ihr arıtımetisches Bildungsgesetz näher untersucht werden 
sollen. 

Es wird zunächst möglich sein, die Form fie) dureh rationale 
Transformation sowie nötigenfalls Behaftung mit einem Factor auf die 
Gestalt zu bringen: 

(1) f(e) = pa? — gt — rm’; 
und man überzeugt sich gerade wie im reellen Falle, dass man von 


den drei in & enthaltenen ganzen Zahlen p, q, r folgende Annahmen 
machen darf: Je zwei von den Zahlen p, q, r sind relativ prim, und 
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keine unter ihnen hat einen von einer Einheit verschiedenen quadratischen 
Factor. Indem wir uns auf die Ergebnisse von § 2 pg. 507 berufen, 
beziehen wir die Untersuchung sogleich auf die besondere Form (1). 

Da in Q die elementaren Divisionsgesetze gelten, so kann man 
die Überlegung von $ 8 pg. 534ff. hier fast Wort für Wort wieder- 
holen, nur dass stets die ganzen Zahlen aus 2 an Stelle der dortigen 
rationalen ganzen Zahlen treten. 

Vor allem bleibt der Ansatz (4) pg. 534 bestehen; und wir haben 
(2) = = 4 mit «ð — ßĝßy=1 
in der allgemeinsten Weise derart zu bestimmen, dass die neun Coef- 
ficienten &;; in (4) pg. 534 ganze Zahlen von 2 werden. 

Gerade wie dort finden wir von hieraus erstlich: 


vÄA+yB vVo+yvD 


2 . 2 
: (»2_[ _* 
> „= | -vo+vo, va-ym 
2 2 2 
wo A, D, C, D ganze Zahlen aus & sind, für welche gilt: 
(4) A—D+C—-D=4, 
(5) A= D = C= D (mol. 2). 


Diese Bedingungen gewährleisten die Ganzzahligkeit der drei 
Coeffieienten &,, &ya, Osg- 

Für die übrigen sechs Coefficienten «; hat man dann wie pg. 535 
die Gleichungen: 


VABpr = ra, + pas, VODpr = ra, — pas, 
(6) VA Cqr = rag — qea, VBDgr = ras + gay, 
V ADpg = par + 48a, VBUpg = pä — 1a: 
Hieran knüpfen sich für die ganzen Zahlen 4, B, C, D analoge 
Überlegungen, wie an das Formelsystem (9) pg. 535. Indem wir erst- 


lich annehmen, dass unter den Zahlen A, B, C, D keine verschwindet 
2 ? ? 9 2 
bilden wir die Ansätze: 
— jz Pona ee) A 
(7) A = Mura, B = V Pelra Sa b, 
e : 2 Be . 2 
C = marse, D [= ma 
Hierbei ist unter a? das grösste in A aufgehende Quadrat verstanden; 
und der übrig bleibende Factor ist in der Art zerlegt, dass p, in p, 
ing, r, in r aufgeht, während s prim gegen pqr ist. Den Factor 
i setzten wir hinzu, um die Zahlen p, 4%, ... nach Belieben durch 
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„associerte“ Zahlen”) ersetzen zu können. Offenbar darf man den Ex- 
ponenten x auf die beiden Werte O und 1 beschränken. Nach den- 
selben Prineipien sollen die übrigen drei Formeln (7) aufgebaut sein. 

Die erste unter den Gleichungen (6) zeigt, dass ÆA Bpr und damit: 


(8) HADD, Pa la TTT SS 


ein Quadrat innerhalb des Körpers & unserer complexen Zahlen ist. 
Bei den über p, qg, r gültigen Voraussetzungen folgt hieraus, dass q, q, 
sowie auch SSe mit Quadraten associert sind, und eben dieserhalb ist 
q> mit q,, sowie s, mit s, associert. Nun können wir die Zall q, 
noch durch eine mit ihr associerte Zahl ersetzen; wir wählen demnach 
Blech 9, — qg, sowie auch Ss, = S- 

Durch Benutzung weiterer Gleichungen (6) specialisieren wir den 
Ansatz (7) dahin, dass: 


A = DM risa’, D = PPyQurasd*, 
(9) 


zu setzen sind. 

Nun benutzen wir, dass auch pp,p, mit einem Quadrat associert 
ist. Haben demnach p, und p, den grössten gemeinsamen Factor 7,, 
und ist 9 = P, Po = Pop: , so wird auch pp, pa mit einem Quadrate 
associert sein, und wir dürfen demnach sogleich wieder 9, 9 = p 
setzen. Den gemeinsamen Factor p, von p, und p, nehmen wir in s 
hinein und lassen übrigens die oberen Indices bei p, und p; fort. 
Indem wir entsprechende Betrachtungen an q und r knüpfen, gelangen 
wir zu den drei Gleichungen: 


(10) Br, Lem, T ls 
während fortan s nicht mehr notwendig prim gegen pgr sein muss. 
Endlich bleibt uns übrig zu fordern, dass +7, it“, ... Quadrate 


im Zahlkörper & sind. Hieraus ergiebt sich x = 2} =u =v, da i 
kein Quadrat in Q darstellt. Nehmen wir demnach die einander gleichen 


Zahlen ©, @,... in s hinein, so folgt definitiv: 


CES, D = pgr s l 


Eu r Sa, BD = pqrsl*, 
di) ` O = Mens. D = pgr st. 


Dieses Ergebnis bleibt nun gültig, falls unter deu Zahlen A, D, 
C, D eine oder mehrere verschwinden. Ist z. B. D = 0, während A, 
D, C nicht versehwinden, so wird man deu Ansatz (7) nur erst für 
A, B und C aufschreiben und sodann zur näheren Durchführung an 

*) Wegen des Begritis der associerten Zahlen sehe man Dirichlet-Dede- 
kind, Vorlesungen über Zahlentheorie, pag. 433 der 4. Aufl. 
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die erste, dritte und letzte Gleichung (6) anknüpfen. Man gewinnt 
durch Wiederholung der eben vollzogenen Schlussweise die drei ersten 
Gleichungen (11) und wird die vierte einfach hinzusetzen, indem man 
in ihr d = 0 nimmt. — 

Die vorstehende Entwicklung ist jetzt umzukehren. Wir wählen 
also eine beliebige Zerlegung (10) der Zahlen p, q, r und denken 
ganze complexe Zahlen s, a, b, c, d auf irgend eine Art, jedoch so be- 
stimmt, dass die beiden Bedingungen (4) und (5) gültig sind. Wir 
dürfen uns hierbei unter je vier associerten Zerlegungen z. B. von p: 


M'Pa (ip): (— ip), (— m): (— P), (— im) - Gra) 
offenbar auf eine einzige beschränken. Andrerseits ist s zufolge (4) 
ein nicht-quadratischer Teiler von 4, und man hat also die vier Mög- l 
lichkeiten: 
(12) = 1, "%, 1-4, 1 


Es fragt sich, ob für die Ganzzahligkeit von @5,..., Œa noch 7 
weitere Bedingungen hinzukommen oder nicht. 

Um hierüber zu entscheiden, setze man die Werte (11) für A, D, 
C, D in die Formeln (6) ein und löse nach den æ; auf. Indem man 
benutzt, dass je zwei unter den Zahlen p, q, r relativ prim sind, findet 
man für die Ganzzahligkeit der «;, als hinreichend und notwendig die 
Bedingungen: 





abqs = cdass 
(13) acp, s =bdp,s (mod. 2). 





adris = bers 





Auf diese Weise haben wir das Sehlussergebnis gewonnen: Die ge- 
suchte Polyedergruppe T; besteht aus allen Substitutionen: 


aypır, + bVYpsre./ cYpır. + dYp. r 
AGUA yga, Vam ee 


(14) Nm i 
VER HAVR yg, VeA VE fipa 
mit ganzen Zahlen a, b, c, d aus Q, die die Bedingungen: 
(15) Mgrs — Palis F Pirs? — Phr st = ț 4, 
(16) Pri Sa E= ț Poga asb E P daras E= Mh garis (mod. 2) 


sowie die Congruenzen (13) befriedigen. Es sind hierbei alle möglichen 
Zerlegungen (10) zuzulassen, jedoch von zwei „associerten“ Zerlegungen 
immer nur einc beizubehalten. 

Macht man Fallunterscheidungen für p, q, r, so gestatten die Be- 
dingungen (15) in den einzelnen Fällen weitere Reductionen. Sind 
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z. B. alle drei Zahlen p, q, r prim gegen 2, so ergiebt sich aus (16) 
leicht: 
a =b =c =d (mod. 1 + ì). 

Für s = 1 +i sind alsdann die Congruenzen (13) von selbst erfüllt. 
Ist aber s = 1 oder ¿, und wählt man a, b, c, d=0 (mod. 1 + i), 
so sind die Bedingungen (13) gleichfalls von selbst erfüllt. Sind hin- 
gegen a, b, c, d= 1 (mod. 1 + ¿), so ergiebt sich aus (16), dass not- 
wendig p = q =r (mod. 2) zutreffen muss. Die Bedingungen (13) 
sind dann nicht gänzlich überflüssig, reducieren sich jedoch auf eine 
unter ihnen, etwa auf ab = qcd (mod. 2). — 

Übrigens wird man hier wieder eine Einteilung aller Substitu- 
tionen (14) in eine Reihe verschiedener Typen durchführen, welche 
den verschiedenen Zerlegungen (10), sowie den verschiedenen Werten 
der ganzen Zahl s entsprechen. Für die Combination dieser Typen 
gelten durchaus wieder die Überlegungen von pag. 538*). 


$ 13. Beispiele von reproducierenden Polyedergruppen Iy. 


Bei der Untersuchung der Discontinuitätsbereiche von Polyeder- 
gruppe I, unserer Art wird man sich zweckmässig auf solche Fälle 
beschränken, bei denen I; der Erweiterung durch die Spiegelung 


= — £ fähig ist. Als Bedingung für die Zulässigkeit dieser Er- 
weiterung findet man, dass mit der Substitution 

af stets auch T TÊ 

7o Ô —= p Ò 
in I, enthalten sein muss. Wir schliessen: Die einzelne Polyedergruppe 
T; ist jedenfalls dann durch die Spiegelung = — £ der Erweiterung 


auf eine Gruppe zweiter Art I, fähig, wenn p, q und r „rationale ganze 
Zahlen sind. Wir wollen diese Bedingung fortan als erfüllt voraus- 
setzen. Es ist dieser Fall deshalb besonders interessant, als jetzt 
f(z) eine reelle Form ist, welche im rationalen Zahlkörper eine „rcelle 
reprodueierende Gruppe“ besitzt, d. i. eine solche, die in der ternären 
Gestalt reelle Coefficienten hat. Diese letztere Gruppe wird eine hyper- 
bolische oder elliptische Rotationsgruppe sein, je nachdem /(z) für 
reelle z; indefinit oder definit ist. Natürlich ist diese Rotationsgruppe 





*) Die Entwicklungen des § 12 sind vom Verf. in der Note „Zur Theorie 
der ternären quadratischen Formen mit ganzen complexen Coefficienten“, Göttinger 
Nachr. 1895 Heft 1 mitgeteilt. Der Standpunkt ist daselbst insofern noch all- 
gemeiner, als an Stelle des im Texte gewählten Körpers Q ein beliebiger ima- 
ginärer quadratischer Körper zu Grunde gelegt wird. 
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in der „complexen reproducierenden Gruppe“ Tj, um welche es sich hier 
handelt, als Untergruppe enthalten. 

Die einzelne ternäre Form (1) pg. 565 bezeichnen wir wie früher 
symbolisch durch [p, g, r} und übertragen diese Benennung auch so- 
gleich auf die zugehörigen Gruppen. Wir betrachten nunmehr einige 
Beispiele. 

1) Reproducierende Polyedergruppe [l, —1, — 1}. 

Da die hiermit vorgelegte Form [l, — 1, — 1], d. i. ausführlich 
geschrieben 2,°+ 2 + z, für reelle z; definit ist, so ist die zuge- 
hörige „reelle“ reproducierende Gruppe eine elliptische Rotationsgruppe, 
und zwar werden wir zu einer Oktaedergruppe geführt werden. 

Um zunächst allgemein die &-Substitutionen der vorliegenden I; 
aufzustellen, haben wir in den Formeln des vorigen Paragraphen ein- 
zutragen: 

p =P: = q m 5 ls =Ma E 
Wir gewinnen auf diese Weise für die Substitutionen von TI}: 


en s} 
mh Vs, u? 


—c+id,, — a— ib 
Ze 


(1) 


wobei für die ganzen complexen Zahlen a, b, c, d die Bedingungen 
gelten: 


(2) s(@+V+e+)=4, 
(3) a=b =c =d (mod. 1 +ò, 
sowie im Falle s = 1 (mod. 1 + 2): 

(4) ab = cd (mod. 2). 


Es ist nun erstlich leicht zu sehen, dass für s= 1 + ¿ keine 
Lösungen a, b, c, d der Bedingungen (2) und (3) existieren. Aus (2) 
folgt nämlich in diesem Falle: 

(5) +++ C= 2 H 2i (mod. 4). 

Sind nun a,b,c,d prim gegen (1 +i), so sind a°, A C= +1 
(mod. 4); hier ist offenbar die Bedingung (5) nicht erfüllbar. Sind 
hingegen a, b, c, d durch (1 ++ ¿) teilbar, so sind a’, b7, č”, & = 0 
oder =2i (mod. 4); also kann auch jetzt in keiner Weise die Con- 
gruenz (5) befriedigt werden. 

Für s = 1 oder i folgt aus (2) 

e+e e+ C=O (mol. 4). 


Sind nun a, b, c, d prim gegen (1 + ò), so erfordert diese letztere 
Congruenz, dass die vier Zahlen a, b, c, d modulo 2 entweder unter 
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einander congruent sind, oder dass zwei von ihnen =|1, die beiden 
anderen =; sind. Wir schliessen, dass die Congruenz (4) in jedem 
Falle von selbst erfüllt ist. 

Man kann die vorstehende Überlegung dahin zusammenfassen, 
dass die Gruppe [1, — 1, — 1] aus allen Substitutionen 


© en a— ib 


der Determinanten 1 und i besteht, unter a, b, ¢, d ganze die Bedingung 
(3) erfüllende Zahlen aus 2 verstanden. Die unimodularen Substitu- 
tionen (6) bilden für sich eine Untergruppe des Index 2, aus welcher 
die Gesamtgruppe durch Zusatz der Substitution &°=i£& hervorgeht. 
Letztere entspricht der mit (3) übereinstimmenden Auswahl a = b = 
I Fi, ce =d = 0. 

Man stelle nun erstlich die „reelle“ reproducierende Gruppe auf. 
Indem man die unter (2) pg. 534 ausgeführte Transformation mit den 
Entwicklungen von pg. 17 u. f. vergleicht, zeigt sich, dass die einzelne 
unimodulare Substitution (6) stets und nur dann eine reelle >;- Substi- 
tution liefert, wenn a, b, ec, d reelle ganze Zahlen sind. Die Auflösung 
von: 

+’ a a 
in rationalen ganzen Zahlen liefert aber insgesamt zwölf leicht angeb- 
bare Substitutionen, welche eine Tetraedergruppe bilden“). Der Zu- 
satz von © —=i6 führt alsdann, wie schon angegeben, zur ÖOktaeder- 
gruppe. 

Auf der anderen Seite sondere man aus der unimodularen Gruppe 
die zum Centrum & = œo gehörende parabolische Totationsgruppe aus. 
Man hat »=0, d. i. also id=c zu setzen. Es werden somit (a ib) 
und (a — ib) zwei complexe ganze Zahlen sein, deren Product $ ist. 
Dieserhalb muss wenigstens eine von ihnen durch 2 teilbar sein; da 
sie aber offenbar modulo 2 congruent sind, so muss auch die andere 


i TE Gurte 8 r 
den Factor 2 haben. Es sind somit ~=ṣ— ganze Zahlen aus 2, und 


da ihr Produet gleich 1 ist, so sind sie selber Einheiten. Berücksich- 
tigt man noch, dass ce durch (1 + i) teilbar sein muss, so findet man 
als Substitutionen der fraglichen parabolischen ltotationsgruppe: 


E= irem HOn 0), v=0,..,3, 


unter m und n beliebige rationale ganze Zahlen verstanden. 


*) Die fraglichen zwölf Substitutionen babeu direct die in „Ikos.“ pag. 33 unter 
(22) angegebene Gestalt. 
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Man erweitere nun jede der eben abgeleiteten Rotationsunter- 
gruppen durch & = — & und construiere die beiden zugehörigen 
Systeme der Symmetriekreise in der &-Ebene, welche in Figur 186 
über einander gelagert erscheinen. Vier unter den Symmetrielinien 
sind in der Figur teilweise stärker markiert. Man denke im &-Halbraume 
die vier zugehörigen Symmetriehalbkugeln errichtet, von denen drei 
Halbebenen sind. Diese vier Halbkugeln grenzen ein Kugelschalentetraeder 
ein, dessen Ähnlichkeit mit dem pg. 82 besprochenen Ausgangstetraeder der 





Fig. 136. 


Picard'schen Gruppe direct evident ist”), und welches uns den Disconti- 
nullätsbereich der erweiterten Gruppe [1, — 1, — 1] darstellt. 

Das fragliche Tetraeder kann nämlich nicht von weiteren Sym- 
metriehalbkugeln der T, durchzogen sein. Eine eigentliche Halbkugel 
würde in der That em Raumstück ohne parabolischen Zipfel abschnei- 
den, während alle Symmetriehalbebenen (deren Spiegelungen in der zu 
&= œ gehörenden parabolischen Rotationsgruppe enthalten sein wer- 
den) bereits in Figur 186 gezeichnet sind. Da endlich bei der Gestalt 
des fraglichen Tetraeders eine von der Identität verschiedene Transfor- 
mation desselben in sich nicht vorkommen kann, so stellt dasselbe 
wirklich den gesuchten Discontinuitätsbereich dar. 


Tean 


*) Die Commensurabilität der Gruppe [1, — i, — 1] mit der Picard’schen 
Gruppe ergiebt sich übrigens leicht aus den Principien von § 2 pg. 504 ff. 











~ rm, 
l. 
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J 


2) Reprodueierende Polyedergruppe [3, 1, 1]. 

Die in der Polyedergruppe [3, 1, 1] enthaltene reelle reprodueie- 
rende Gruppe ist in § 11 unter Nr. 1 behandelt. Sie war die Hanpt- 
kreisgruppe der Siguatur (0, 3; 2, 4, 6), und ihr gehörte die in Fig. 176 
pg. 955 dargestellte Einteilung der &-Halbebene in Kreisbogendreiecke 


der Winkel Z, —, — zu. 

Um zunächst die gesamten Substitutionen der vorliegenden Gruppe 
zu betrachten, so haben wir in den Formeln von pg. 565 zu setzen: 
N u eh a 
während p = 3 als Primzahl in 2 die Zerlegungen 1-3 und 3-1 

liefert. Man hat also den Ansatz: 


ayYp, + bYp, Wp + dY ,/- 
at eiT, Masi e} 


> 


(7) R b 
TA W — DP: y 


> > = 
Ad [ 


wo a,b, c, d vier ganze Zahlen aus 2 sind, welche 


(8) me — mbd + na Bt) = +, 
(9) a =b =c =d (mod. 1 +à), 
sowie für s = 1 (mod. 1 + ¿) auch noch: 

(10) ab = cd (mod. 2) 
erfüllen. 


Wegen der Bedeutung von p, und p, folgt aus (S) für s=1 +: 
€+ +H e+ C= ai (mod. 4). 
Hieran knüpft sich dieselbe Überlegung, wie au die Congruenz (5). 
Wir finden, dass s = 1 + č unbrauchbar ist, sowie dass die Bedingung 
(10) durch (8) und (9) bereits erfüllt ist. In (T) hat man somit nur 
noch s = 1 und s = t zuzulassen. 


Nun folgt aus „M.“ I pg. 198, dass die Substitution: 





et ie e a] 
yé— ò 
eine Spiegelung darstellt, falls « und Ò conjugiert complex, sowie 
ß und y reell sind. 

Um demnach erstlich alle Spiegelungen mit s = 1 zu charakter- 
sieren, haben wir in (7) für a, c, d rationale ganze Zahlen, für b eine 
rein imaginäre ganze Zahl zu setzen. Zur Vorbereitung der weiteren 
Überlegung wollen wir unter diesen Spiegelungen gleich diejenigen 
aussondern, deren Symmetriekreise durch &= i hindurchlaufen. Man 
findet leicht, dass alle derartigen Spiegelungen an der Bedingung 
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b = id und folglich p, (@ + c^) = 4 erkennbar sind. Letztere Glei- 
chung aber zeigt p = 1 und ist nur auf die zwei Weisen a = 2, 
c =Q und a = 0, c=2 lösbar. Setzen wir noch, um (9) zwie 
friedigen, b = 2 mit mit beliebiger rationaler ganzer Zahl m, so ent- 
springen die beiden Kreisscharen: 


(11) my3 (E + yD — 28 — 2mY3n +mV3 —0, 
(12) (-1+mY3)(& + n) — 2mY3y + (1 F —0. 





Fig. 187. 







Um zweitens auch für st die Spiegelungen aufzufinden, tragen 


wir in (7) für ys den Wert a ein und finden, dass für eine Spie- 


é 


gelung a(1 +), el + Ò, d(1 + i) reell und b(1 +) rein imaginär 
sein müssen. Da a, b, c, d hierbei notwendig durch (1 + 2) teilbar sein 
müssen, so haben wir den Ansatz: 

a(1 +i) = 2a, LU +)=2id, cl+)=2cC, dQ += 2d, 
wo die a', b’, c d’ rationale ganze Zahlen bedeuten. Die Substitution 
(7) nimmt damit die nachfolgende Gestalt an: 
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a Vy + ib’) Pe cp +dym 


y2 y2 
—c Irn tah ayp, — ıb')p. 
pz P2 


Soll nun der Punkt ¢ = ¿ auf dem Symmetriekreise liegen, so ist 
b' = d zu fordern, und hieraus entspringt: 


pn(a? + c?) = 2, di pl a=l, =l. 
Indem wir noch der Gleichmässigkeit halber m für L’ = d schreiben, 


gewinnen wir die beiden weitere Kreisscharen durch den Punkt ¢ =i: 
(13) (1+myYy5)(&+ n) — 25 — 2mY3n +(—-1+my3)=90, 
COE) (En — aE — mVn 1 Fay) =o. 
Weitere Symmetriekreise 
unserer Gruppe gehen nicht 
mehr durch den Punkt 
==; hindurch. — 
Nunmehr wolle man 
in der &-Ebene alle vier 
Kreissysteme (11) bis (14) 
construieren, indem man 
jedesmal m alle sanzen 
rationalen Zahlen von — œo 
bis + 00 durchlaufen lässt. 
Es entspringt die in Figur 
187 charakterisierte para- 
bolische Einteilung der &- 
Ebene in Dreiecke der 


Winkel 5 Š.» S wobei 
der Grenzpunkt des Netzes 
bei &=i gelegen ist. Als 
Ausgangsdreieck wählen 
wir dasjenige mit den Ecken e,, &, e,, welche bei 


“O H Ai, ne — i 


5 — 2 y3 





Fiv. 155 


liegen; dieses Dreieck erstreckt sich links bis ins Unendliche. 

Man lasse jetzt das Dreiecknetz der Fig. 157 mit den in Fig. 176 
pg. 955 dargestellten Netze der reellen reprodueierenden Gruppe [3, 1, 1] 
eonicidieren. Insbesondere sind in Figur 188 diejenigen Kreise ge- 
zeichnet, welche die beiderseitigen Ausgangsdreieeke eingrenzen. Da- 
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bei sind die Seiten (je, und e'e, Stücke eines und desselben Kreises 
und ebenso die Seiten &e, und e'e. Überdies ist in Figur 188 die 
reelle Axe markiert, welche leicht ersichtlich gleichfalls zu den Sym- 
metrielinien von I; gehört. 

Über den fünf Symmetrielinien der Figur 188 errichte man nun 
die Symmetriehalbkugeln bez. -halbebenen im &-Halbraume. Dieselben 
werden in Llalbraume ein Kugelschalenpentacder eingrenzen, in welchem 
wir einen Discontimwitätsbereich der vorliegenden T, besitzen. Die Ent- 
stehung dieses Peutaeders stellt man sich am besten so vor, dass man 
erstlich durch Rotation des Dreiecks «4, ec, e, um die reelle &-Axe 
einen Ring herstellt. Von letzterem werden dann durch die über der 
reellen Axe errichteten Halbebene, sowie durch die über dem Kreise 
c,“ stehende Halbkugel beiderseits Stücke abgeschnitten. Der inmitten 
noch übrig bleibeude Teil des Ringes liefert das fragliche Pentaeder. 





Unser Pentaeder hat insgesamt neun Kanten und sechs Ecken. ~ 
Aus Fig. 188 liest man leicht ab, dass unter den neun Kantenwinkeln 


: .. . . T . 
sechs rechte Winkel vorkommen, während zwei Winkel ; und ein 


Winkel Ri auftreten. Von den sechs Ecken ist die bei =+ gelegene 


parabolisch; alle übrigen liegen im Innern des Halbraums und sind 
diedrisch. 

Dass das Pentaeder einen Discontinuitätsbereich von I, darstellt, 
beweist man in gewohnter Art. Erstlich kann das Pentaeder von 
keiner weiteren Symmetriehalbkugel geschnitten werden. Letztere 
müsste nämlich, da doch nicht ein gänzlich im Innern des Halbraumes 
gelegenes Stück abgeschnitten werden darf, durch &=: hindurchlaufen. 
Aber alle durch &= ¿i hindurchlaufenden Symmetriekreise hatten wir 
bereits in Figur 187 markiert. Bei dieser Sachlage stellt das Pen- 
taeder entweder den Discontinuitätsbereich dar oder es giebt wenig- 
stens noch eine von der Identität verschiedene Transformation des 
Pentaeders in sich. Letzteres erkennt man wegen der oben beschrie- 
benen Gestalt des Pentaeders leicht als unmöglich. 














Fügen wir dem wiederholt genannten Pentaeder sein Spiegelbild 
an der Halbebene ë =Q an, so liefert das hiermit entspringende Doppel- 
pentaeder einen Discontinuitätsbereich unserer Gruppe erster Art I}. 
Letztere ist somit aus vier Substitutionen erzeugbar, von denen zwei 
bereits als Substitutionen V, und V, unter (1) pg. 554 genannt sind. 
Die dritte ist = — ¢ oder in termärer Gestalt: 


d 


d ’ 
a 72, 2, = fg, 2 = za 


diese Substitution gehört gleichfalls der reellen reproducierenden Gruppe 
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an. Neu hingegen ist die vierte Erzeugende: 


v3 f 
LE mg me 


E = o pye? ya A 
-i a E 
y2 2 


welcher die folgende ternäre z,;-Substitution parallel seht: 


k, I+:, — l+: 
> — 3i, >, — l+ 5i 
35 -+ 32, 1+3 —3 


$ 14. Über arithmetische Bildungsgesetze bei den reproducierenden 
Gruppen quaternärer Formen /"(z,). 


Es bleibt jetzt noch die nähere Besprechung des letzten unter 
den drei Ansätzen des $ 1 pg. 503 übrig. Wir gingen von einer in- 
definiten sanzzahligen quaternären quadratischen Form F(z) aus, 
welehe durch reelle Transformation in die Gestalt + (2,°+2,°+ 2,°— x?) 
überführbar ist, und wir zeigten in § 4, pg. 5l3ff.,, dass die zugehörige 
reproducierende Gruppe I'r eine eigentlieh discontinuierliche Polyeder- 
gruppe ist. 

Über diese Gruppen hat Bianchi eine grosse Reihe von Unter- 
suchungen veröffentlicht, welche mit zahlreiehen Einzelbeispielen aus- 
gestattet sind. Bianchi wurde zu den fraglichen Gruppen von 
seinen Untersuchungen über die Picard’sehe Gruppe hingeführt. 
Die Substitutionseoeffieienten der Pieard’schen Gruppe waren ganze 
complexe Zahlen des quadratischen Körpers & der Basis [1, í} oder 
kurz des Körpers [1, i}. Hier ergab sich ohne weiteres die Verall- 
gemeinerung, nun auch die ganzen Zahlen irycnd eines anderen imaginären 
quadratischen Körpers |1, iVr], unter v eine rationale yanze positive 
Zahl verstanden, zur Bildung unimodularer &-Substitutionen heranzuziehen. 
Dass jede so entspringende Gruppe eine eigentlieh discontimuierliehe 
ist, erscheint hier gerade so selbstverständlich, wie bei der Picard’schen 
Gruppe; in der That giebt es in einem imaginären quadratischen 
Körper Q keine infinitesimalen ganzen Zahlen. 

Von den Arbeiten Bianchi’s, welche den so bezeichneten An- 
satz behandeln, nennen wir die folgenden: „Sui gruppi di sostituzioni 
lineari con coefficienti appartenenti a corpi quadratici immaymarl“*), „Sui 
gruppi di sostituzioni lincari“*®), „Iieerche sulle forme quaternaric quadra- 





en 


*) Mathem. Annalen Bd. 40 pg. 332 (1891). 
*#) Mathem. Annalen Bd. 42, pg. 30 (1892). 


. = 
Fricke-Kloin, Automorpho Kunctionon. I. 34 
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tiche e sui gruppi poliedrici“*). Am Sehlusse der zweiten, sowie in 
der dritten dieser Abhandlungen tritt die Beziehung zu den quater- 
nären Formen in den Vordergrund. Wir erkannten bereits oben 
(pg. 496 u. f.) in der Picard’schen Gruppe die reprodueierende Gruppe 
der quaternären Form (2,?-+ 23° — 2,2,)- Bianchi giebt an, dass die re- 
produeierende Gruppe von (2 -+ 72, — 2,2,) entsprechend zu der oben 
vermöge des Körpers [1, iYr] definierten Polyedergruppe hinführe (vgl. 
die Einleitung zu der zuletzt genannten Abhandlung). 

Diesen letzteren Gegenstand wollen wir hier ausführlich behan- 
deln, d. h. wir wollen die reprodueierende Gruppe der quaternären Form 
(2° F r2 — 2,2,). arithmetisch vollständig charakterisieren. Der Kürze 
halber nehmen wir -an, dass die positive ganze rationale Zahl r=1 
(mod. 4) sei. Übrigens darf man voraussetzen, dass r frei von quadrati- 
schen Teilern ausser 1 ist. Den Zahlkörper der Basis [1, i/r] be- 
zeichnen wir durch 82. l 

Um zunächst die continuierliche Gruppe aller 0% Substitutionen 
der Form (2 -+ r2, — 2,2,) in sich aus dem allgemeinen Ansatze (10) 
pg. 47 abzuleiten, schreiben wir 


Z= Y; AtVYra = Ya, 3 — iVFz, = Ys, Ah: 
Die Umrechnung der a. a. O. gegebenen y;-Substitution auf 2, 25, 2,2%, 1 


liefert für die Coefficienten «;; der gesuchten 2,-Snbstitution folgende 
Ausdrücke in den Coeffieienten «, B, y, Ò der &-Substitution: 





Ga = ug, a = BB, Ga = Y9, au = 00, 
a =a + pa, «s = (aß — Ba)iyr, a = yò + ôy, 
Zis = (yò z öy)iyr, 






ay +y __ay—ya ò + òf _ Bo — öß 
Ca] == Be ’ Us] = Er Qo == 3 J Xs 4 == - RV ? 
«ð+ at By+ye «ð+ ða — by — yË 
«ð — ða — by + 7B ap að — ða + py — yê 
da = =S y “o= e 


Es sind nun «, ß, y, ò als complexe Zahlen der Determinante 1 in 
der allgemeinsten Weise derart zu bestimmen, dass die sechzehn Coef- 
ficienten «;,; rationale ganze Zahlen werden. 

/,u diesem Ende zeigen wir erstlich, dass die drei Zahlen &,g, ss, 
&ı notwendig die Congruenz befriedigen werden: 
(1) Qis = Qa = Qa =Œ 0 (mod. r). 


*) Annali di matematica, Ser. 2, Bd.21, pg™237 (1897 
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In der That beweist man leicht die Richtigkeit der drei folgenden 
Gleichungen: 

a T F a N 

Ag T tay=Ara,c,, 

(aas + aas) t + (5 — aat) = Aaah; 
denn die beiden Seiten der ersten (rleichung haben übereinstimmend 
den Wert 4ra«ßß, die beiden Seiten der zweiten Gleichung aber 
4ryyôð und endlich diejenigen der dritten 4reaðð. Aus der ersten 
jener drei Gleichungen folgt die Teilbarkeit von « durch r. Da 
aber 7 keinen quadratischen Factor >1 hat, so ist auch «a O 
(mod. r). Die beiden anderen Gleichungen zeigen, dass auch «,, und 
(9; durch r teilbar sind. 
Nun beweist man weiter ohne Mühe, dass folgende Gleichungen 

zutreffen: 


e Ba N 
2aa—= 2A, 200 = (t + Gy) + (a, z »\iyr, 


an — (*) ir, 2ay= 2a, + 2a,iVr. 


Es sind somit die hier links stehenden Ausdrücke ganze Zahlen aus 
2; und dasselbe zeigt man auf gleiche Art auch noch für die zwölf 
übrigen analog gebauten Verbindungen Ba, 2BB,...,2U 

Indem man das Product der beiden ersten Gleichungen (2) um 
dasjenige der beiden letzten vermindert, ergiebt sich für 4a eine 
ganze Zahl aus Q. Ebenso findet man, dass auch 48°, 47°, 46° ganze 
Zahlen des Körpers 2 sind. Es sind infolge dessen: 


EE E, N, AEP) 
rationale ganze Zahlen; und da dasselbe von da«, 4BB, 477, 460 
gilt, so sind auch die acht Ausdrücke: 


D MBH, 204, WA 
rationale ganze Zahlen, welche offenbar für die oberen Zeichen positiv. 


für die unteren negativ ausfallen. 
Auf Grund dieses Ergebnisses gilt der Ansatz: 


(3) 22a = VA, + iVA,, 
wo A, und A, nicht-negative rationale ganze Zahlen sind; und entspre- 
chende Darstellungen wird man sofort für ß, y, Ô ansetzen. 

Wir nehmen nun zunächst an, dass weder « noch einer der drei 
Coefficienten ß, y, ð reell oder rein imaginär ist. Wie in den früheren 
Fällen können wir auch hier leicht zeigen, dass das Schlussresnltat, zu 
welchem wir unter der genannten Voranssetzung gelangen werden, auch 


(2) 


in den übrigen Füllen erhalten bleibt. 
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Die grössten in A, und A, aufgehenden Quadrate rationaler Zahlen 
mögen a,” und a heissen, und die rückständigen Factoren schreiben 
wir »,2 und r,t, unter é ihren grössten gemeinsamen Factor verstan- 
den. Aus 
(4) 2Y2a = (a Vr, + ia Vr) Vt 
folgt nun nach der obigen Überlegung durch Quadrieren eine ganze 
Zahl aus 2. Da r, und r, relativ prim sind, so folgt hieraus, dass 
ri fa = r zutrifft. Dieserhalb ist ¢ relativ prim gegen r; denn andern- 
falls würde entweder r, oder »,t entgegen der Voraussetzung einen 
quadratischen Teiler > 1 haben. 

Da t ungerade oder = 2 (mod. 4) ist, so folgt aus (4) 

Saa = Sa, = (a?r, + a? r)i 
Wir schliessen auf a? -+ a} = 0 (mod. 4), da wegen r = 1 (mod. 4) 
die Zahlen 7, und », modulo 4 congruent sind. Aber (a? + a,’) kann 
nur dann durch 4 teilbar sein, wenn a, und a, zugleich gerade Zahlen 
sind. Setzen wir demnach sogleich 2a, und 2a, für a, und qa,, so er- 


giebt sich: 5 Ba. 
«y2 = (a Vr, + ia Vr) Vt. 


In derselben Weise findet man die drei weiteren Gleichungen: 
By2 = bV ri + ib Vr) VE, 
»V2 = (a Vri” + ie Vr Vt, 
VÈ = (GVR + aVR VT, 


welche gerade so zu verstehen sind, wie die Gleichung für «. 

Nun ergiebt sich aus (2), dass die Quotienten der «, ß, y, Ô ra- 
tionale Zahlen aus 2 (d. i. Quotienten ganzer Zahlen aus 2) sind. 
Es ist daraus zu schliessen, dass die vier Zahlen 2 einander gleich 
sind, und dass weiter 


rr z [4 


s S AEL E 
T =a = u =; 


i u 
= 2 


IR = ri = 1i 
sein wird. Die Zahl ¢ als Teiler von 2«°,..., 20° kann nur gleich 
l oder 2 sein. 

Wir sind auf diese Weise zu den beiderlei unimodularen Substitu- 


tionen geführt: 
ayr, + ias VT., b, Vr, -+ iba Vra 
c Vri + iVn, d, Vr, + id Vr, 
ar tier,  IYn + ibVa 
y2 y2 
Vri t ieyr —— B Vr, + id, Vr, 


y2 ye 
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Man hat nun umgekehrt zu fragen, ob für eine beliebige Zerlegung 
7,7, von r die einzelne Substitution dieser Art stets ganzzahlige a, 
liefert oder nicht. Die Substitutionen (5) liefern in der That immer 
ganzzahlise &;x; bei den Substitutionen (6) müssen indes noch die 
Congruenzen: 


(7) é = a, b = b, EG, d, =Œ dy (mod. 2) 


erfüllt sein. Es gilt somit das Theorem: Die reproducierende Gruppe 
der biquadratischen Form (23 + r2, — z,2,) mit ganzer positiver Zahl r, 
die =1 (mod. 4) ist, wird von allen wnimodularen Substitutionen (5) 
und (6) geliefert, wobei vr, eine beliebige Zerlegung von r ist, und 
wobei Ay, Ag, ..., d, rationale ganze Zahlen sind, die im Falle (6) die 
Congruenzen (T) erfüllen. 

Versteht man unter T, wie pg. 538 die Anzahl aller Teiler von 
r, so hat man offenbar 27, verschiedene Typen von Substitutionen 
unserer Gruppe zu unterscheiden. Der Typus (5) mit r, = 1 wird 
als Haupttypus zu bezeichnen sein, und alle Substitutionen vom Haupt- 
typus bilden die Hauptuntergruppe. Sie ist diejenige Gruppe, welche 
wir im Anfang des Paragraphen nach Analogie der Picard’schen Gruppe 
in Ansatz brachten. — 

Die eben behandelte Form (2,°+ r2 — z,5,) lässt sich durch 
eine ganzzahlige Substitution der Determinante 2 in (2, +2 + ra z 
überführen. Beide Formen werden demnach nahe verwandte commen- 
surabele Gruppen liefern. Die letztere Form ist nun ein sehr specielles 


Beispiel der quaternären Form: 

(8) Fiz) = pz" tar tra — sa, 

welche den oben behandelten ternären Formen [p, q, r] uachgebildet 
ist (ef. pg. 533). Auf diese Form (8) bezieht sich die Untersuchung 
des Verf.: „Über indefinite quadratische Formen mit drei und vier Ver- 
änderlichen“, die bereits oben (pg. 538) genannt wurde*). Es ist da- 
selbst gelungen, den arithmetischen Charakter der reprodueierenden 
&-Gruppe Ip wenigstens in dem Falle vollständig aufzuweisen, dass 
p, 4, ?, S ungerade positive ganze Zahlen sind, von denen keine durch ein 
Quadrat > 1 teilbar ist, und von denen je zwei relativ prim sind. 

Bei der grossen Allgemeinheit dieser Untersuchung sei es erlaubt, 
das Ergebnis wenigstens in demjenigen (einfacheren) Falle hier ohne 
Beweis anzugeben, dass pqrs = 1 (mod. 4) zutrifft. Unter dieser Vor- 
aussetzung gilt folgender Satz: Die Substitutionscocfficionten &, B, y, Ò 
der reprodueierenden Gruppe Dp haben die Gestalt: 


— — - — 


*, Cf. Göttinger Nachrichten von 1893 Nr. 19 
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(a, Vrsi + a,Vr,5,)Vpı FE ila, } rs Lam S) VPe da N 
v 


a bez. 


B ben y = OVa Eo Vrs) Vira E iO Vres E UVa 
vw... -FR y 

wobei die oberen Zeichen für « und B, die unteren für y und Ô gelten. 
vs sind hier alle Zerlegungen: 





P = Pı,» 4 = laii, r =M; S = 5,5, € 
in positive Factoren zuzulassen, und fiir jede Zerlegung ist der Nenner v 
der Reihe nach mit V2, 2, 2V2 zu identificieren. Die a;, bi sind ganze 
rationale Zahlen, welche einmal bewirken miissen, dass «ð — By = 1 € 
wird, und welche überdies den folgenden Bedingungen zu geniigen haben: 
I. Für v = Y2 muss die Congruenz gelten: 


a + a + a ta, = b, +, Ho FOr (mod. 2). 
I. Für v= 2 müssen entweder gleichzeitig die Congruenzen be- 
stehen : 


l E l E l =E A, b = b, 


ad 


b =b, (mod. 2) l 

oder aber die Congruenzen: 
li E aE a H 1 =E am l1, b: = bk = b + 1 = ba +H 1 (mod. 2), 
wobei i, k, l, m irgend eine Anordnung der Indices 1, 2, 3, 4 ist. 

III. Fiir v—=2Y2 müssen alle acht Zahlen ai, b; ungerade sein. 

Wie man sieht, sind ve, vß, vy, vô im allgemeinen ganze Zahlen 
eines biquadratischen Körpers, falls wir uns auf den „Haupttypus“, d. i. 
auf p = q, = r, = s = 1 beschränken. In speciellen Fällen, z. B: 
dem oben behandelten mit p = q = s = 1, kommen wir auf quadra- 
tische Körper zurück. 







$ 15. Beispiel einer reproducierenden Gruppo Tr. 


Im Gegensatz zu denjenigen Polyedergruppen, welche wir aus 
den complexen ternären Formen ableiteten, gestatten die Gruppen des 


vorigen Paragraphen stets die Erweiterung durch & = — é auf Gruppen 
zweiter Art Tr; denn man findet leicht, dass mit der Substitution: 
q «a, — P 
u stets auch i; p 
Y, Ò mO ò 


in der einzelnen [p enthalten ist. 

Um einen Discontinuitätsbereich der einzelnen [p zu finden, wird 
man erstlich alle in dieser Gruppe enthaltenen Spiegelungen aufstellen 
und die regulär-symmetrische Einteilung des &-lHalbraumes untersuchen, 


die durch die Symmetriehalbkugeln dieser Spiegelungen bewerkstelligt 
wird. 
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Wir wollen dies hier sogleich au der reprodueierenden Gruppe 
der Form (3? + 523° — 2,:,) ins einzelne verfolgen, welche sich dem 
allgemeinen Ansatze (5), (6) pg. 5SO unterordnet. 

Nach „M.“ I pg. 195 hat man hier die Spiegelungen in den Sub- 
stitutionen: 


(1) 6 


welche zu bilden sind für alle nach pg. 5S1 zulässigeu Lösuugen der 
beiden Gleichungen: 
(2) ante’, — bar] be. 2 


an (a,l er ia, ) r) E -e ri 


Ga, S — (a, } r — ta, Yr,) 


in ganzen Zahlen a,, a, b, €; die pg. 551 formulierten Bedingungen 
aber erfordern, dass ım Falle der zweiten Gleichung (2) die Con- 
gruenzen gelten: 


Der Symmetriekreis der Spiegelung (1) ist gegeben durch: 


(4) e Vrn +9) — 23a Yr, F 2na, Vra + b, Vr, = 0. 


lst hier im besonderen c, Z0, so kann man Gleichung (4) aueh in 
die Gestalt setzen: 


(5) 


je nachdem die erste oder zweite Gleichung (2) gilt. 

Nun ist bei jeder reproducierenden Gruppe einer Form (2,°+r23°—2,2,) 
der Punkt ¢ = © ein parabolischer. In der That liefert für cç, == 0 
die erste Gleichung (2) Lösungen, nämlich a, = 1, @ = 0. fürn = 1 
und &, = 0, a, = 1 für r,=1, während b, willkürlich wäblbar bleibt. 
Wir gewinnen hier eine Rechteckteilung der -Ebene durch zwei Systeme 
von Geraden, die den Coordinatenaxen £, y parallel laufen; dabei sind 


die Gitterpunkte des Reechtecknetzes bei & = i Leer 


9 
5 


ag 
CA U Yr y 1 2 

e Ee a) odai Sea 
c e pr cr ar, 


gelegen, unter 


a und b beliebige rationale ganze Zahlen verstanden. 
Weiter bemerken wir, dass der Kreis mit dem Radius I um g = 0 
leicht ersichtlich zu den Synmetriekreisen unserer Gruppe gehört; er 


entspricht der Lösung: 


end, bet, el 
der ersten Gleichung (2). Endlich aber machen wir auf die mit (3) 
in Übereinstimmung befindliche Lösung: 


4 =h =l, bi Ee R a F 1l, n= 
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der zweiten Gleichung (2) aufmerksam; sie liefert den Kreis des Radius 
en ys 
ar, 


d 


ES um den Punkt 


y 


tol 


Die beiden zuletzt genannten Kreise, sowie die vier Symmetric- 

geraden: 
et, net, 25 =1, 24 = V5 

sind nun in Figur 189 entworfen, und man denke über ihnen im 
£-Halbraume die zugehörigen Symme- 
triehalbkugeln bez. -halbebenen errichtet. 
Die vier Halbebenen grenzen ein nach 
oben ins Unendliche ziehendes Prisma 
ein. Der oberhalb der beiden Symmetric- 
halblugeln gelegene Teil dieses Prismas 
ist der Discontinwitätsbereich unserer vor- 
liegenden Tp. Derselbe stellt ein Kugel- 
schalenhexacder dar, welches elf Kanten 


. . . T TE 
mit zwei Winkeln m und neun rech- 


ten Winkeln besitzt. Von den sieben 
Ecken ist die bei &= œ parabolisch, 
die übrigen sechs liegen im Innern des Halbraumes und sind sämtlich 
diedrisch. 





Fig. 189. 


Den Beweis, dass im Innern des Hexaeders keine zwei bezüglich 
Tr äquivalente Punkte liegen, führt man gerade so, wie bei den Bei- 
spielen des $ 13 pg. 570 fi. 


Es ist hiermit derjenige Teil des für den letzten Abschnitt in 
Aussicht genommenen Programms erledigt, welcher die als reprodn- 
cierende Gruppe quadratischer Formen definierbaren &-Gruppen be- 
handeln sollte. Hierüber greift nun unsere gegenwärtig erlangte Kenntnis 
arithmetisch definierter &-Gruppen noch nach einer bestimmten Rich- 
tung hinaus; das Nähere in dieser Hinsicht soll im nächsten Kapitel 
entwickelt werden. 








Drittes Kapitel. 


Über eine specielle Art von Hanptkreis- und Polvedergruppen 
mit ganzen algebraischen Snbstitutionscoefficienten. 


Die auffälligste Besonderheit der in den beiden voraufgehenden 
Kapiteln betrachteten arithmetischen Bildungsgesetze war die, dass die 
ihnen entsprechenden Gruppen elliptische Substitutionen nur von den 
Perioden 2, 3, 4, 6 enthalten konnten. Gruppen mit elliptischen 
Substitutionen einer von diesen vier Zahlen verschiedenen Periode er- 
scheinen demnach für die Methoden der vorangehenden Kapitel unzu- 
gänglich. 

Es lässt sich indessen die biermit bezeichnete Beschränkung durch 
Weiterentwicklung eines oben pg. 537 gewonnenen Ansatzes hinweg- 
räumen. Wir lernten daselbst in (14) und (15) die Substitutionen 
derjenigen &-Gruppe kennen, die wir durch das Symbol [p, q. r] be- 
zeichneten. Dabei bedeuteten a, b, c, d sowie p, q, r zunächst ratio- 
nale ganze Zahlen; hernach (pg. 568) erweiterten wir indessen den 
Ansatz dahin, dass a, b, ..., r ganze complexe Zahlen des Körpers 
zweiten Grades von der Basis [1, i] bedeuteten. Hierdureh ist unser 
weiterer Weg bereits vorgeschrieben: Wir werden an dem genannten 
Dildungsgesetze der Substitutionen hier festhalten, wollen jedoch water 
a,b, ..., r ganze Zahlen irgend eines von vornherein festgewählten Zahl- 
körpers n” Grades AP) oder kure Q verstehen. 

Das Genauere über die Definition der gedachten Gruppen werden 
wir sogleich in $ 1 festlegen. Es wird nicht schwierig sein, ein- 
zusehen, dass man auf dem gekennzeielineten Wege in der That Gruppen 
gewiunt. Aber die Hauptfrage wird sein, cann diese Gruppen eigent- 
lich discontinwierlich sind. Diese lrage ist nur durch Heranholung 
einiger tiefer liegender Sätze aus der Theorie der algebraischen Zahlen, 
die „Einheitentheorie“ betreffend. endgültig zu entscheiden. 

Das vorliegende Kapitel wird vor allem auch aufweisen müssen, 
inwieweit wir auf Grund der zu entwickelnden Prineipien von der 
aritımetischen Seite her der im Kapitel II, 2 entworfenen Theorie der 


- 
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Hauptkreisgruppen zu folgen vermögen. Nach den Andeutungen von 
pg. 446 wird man die Erwartungen in dieser Hinsicht gering bemessen. 
In der That werden wir nur erst die beiden niedersten Gattungen (p, n) 
von Hauptkreisgruppen, nämlich diejenigen der Charaktere (0, 3) und 
(1,1) auf ihre arithmetische Erkennbarkeit durch unsere Ansätze 
näher untersuchen. 

Die vorzutragenden Entwieklungen sind ihren weseutlichen Ge- 
sichtspunkten nach durch den Verf. in der Abhandlung „Zur gruppen- 
theoretischen Grundlegung der automorphen Functionen“*) veröffentlicht. 
Es handelt sich dabei um die Verallgemeinerung derjenigen Principien, 
welche bereits vorher für die beiden speciellen Gruppen der Signa- 
turen (0, 3; 2,3, 7) und (0, 3; 2,4, 7) durch die Arbeit des Verf. 
„Über den arithmetischen Charakter der zu den Verzweigungen (2, 3, 7) 
und (2, 4, T) gehörenden Dreiecksfunetionen“**) dargelegt wurden. 


$ 1. Definition der Gruppen [p, q, 7T] bei beliebigem Zahlkörper 2. 


Es sei Q ein beliebiger algebraischer Zahlkörper n‘ Grades, und 
es seien p, q, r irgend drei von null verschiedene ganze Zahlen aus 2. 
Man kann, wenn man will, voraussetzen, dass keine dieser drei Zahlen 
durch cin Quadrat teilbar ist, und dass je zwei unter ihnen relativ 
prim sind. Doch sehen wir zunächst von diesen Forderungen ab, 
formulieren indessen gleich hier die Voraussetzung, dass weder pr noch 
qp in & ein reines Quadrat sein soll. 

Indem wir einstweilen die Nenner in den Ansätzen von pg. 537 
abseits lassen, bilden wir mit Hilfe ganzer Zahlen a, b, c, d aus & 
die unimodularen Substitutionen: 


(a Var, T b Vn: ra) V4, ) (c VPT: Fa Vmr) V% 
P 5 
(— e Vn + ay r) Vh, (ayp, r OPTE ra) Va 


jedoch mit der Bestimmung, 


(1) 


dass hier nur diejenigen Zerlegungen: 


(2) P= PP; 17h, T =T", 


zugelassen werden sollen, bei denen je einer der Factoren gleich 1 und 
der andere dann yleich p bez. q, r ist. 

Die hierin liegende Beschränkung ist übrigens in den Fällen 
nicht erforderlich, dass die Anzahl der Idealelassen in & gleich 1 ist, 
d. h. dass in 2 die elementaren Divisionsgesetze gelten. Alsdann 


*) Mathem. Anualen, Bd. 42 (1892) pg. 564. 
+*+) Mathem. Annalen, Bd. 41 (1892) pg. 443. 
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können wir gerade wie oben (pg. 537) alle möglichen Zerlegungen (2) 
der Zahlen p, g, r in Factoren heranziehen, die in & ganzzahlix sind. 

Ist indessen die Anzahl der Idealelassen > 1, so würde die Zu- 
lassung aller „realen“ Zerlegungen (2) nicht stets auf eine Gruppe 
führen. Die Combination zweier „Typen“ (p, f, >» nn nm N) 
gestaltet sich hier nämlich gerade so wie oben (pg. 538) im Falle 
des rationalen Körpers Q. Entspringt durch Combination jener Typen 
(Pi, di> ri) so ist: 

D #=p»ı 

wenn x der grösste gemeinsame Teiler von p, und p, ist. Es ist 
möglich, dass x? und damit p,” nicht melhır real sind, selbst wenn dies 
von p, und p, gilt. 

Will man die Einschränkung auf die oben bezeichneten Zer- 
legungen (2) nicht einhalten, so wird man von den Grundlagen der 
Idealtheorie”) Gebrauch machen müssen. Dies wäre an sich nicht 
schwierig, doch würde uns ein ausführliches Eingehen hierauf zu weit 
von unserem eigentlichen Ziel ablenken; mögen demnach folgende 
Andeutungen genügen. 

Aus den Zahlen p, q. r sind vor allem die Hauptideale op, oq, or 
herzustellen, und es sind alle möglichen Zerlegungen: 


E D p, 9-4, FT; 
dieser drei Hauptideale je in zwei Ideale von 2 heranzuziehen. Die 
£-Substitutiouen selbst werden wir dann in der Gestalt ansetzen: 


[( VyA+yD, VC+VyD 
\— VC +VD, yA—YB 


mit dem Zusatz, dass die vier Hauptideale 04, .., oD folgende Zer- 
legung gestatten müssen: 


? 


oÅ = pr: n a, 0B = Pta q e D7, 
oC = Pith q: e, oD =p, q D, 
wo a, b, c, d gleichfalls Ideale aus Q sind. 

Wegen der genaueren Durehführung dieser allgemeinsten Fassung 
unseres Ansatzes sei auf die Abhandlung des Verf. „Eine Anwendung 
der Idealtheorice auf die Substitutionsgruppen der unlomorphen Func- 
tionen“) verwiesen. Wir beschränken uns hier vielmehr auf die 
*%) Siehe Dirichlet-Dedekind, „Vorleswigen über Zahlentheorie“, Suppl. XI, 


pg. 434 der 402 Aull. 
**) Göttinger Nachrichten von 1894, Nr. 2. 
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schon oben genannten Zerlegungen (2), bei denen je einer der Factoren 
gleich 1 ist. 

Sind alle drei Zahlen p, q, r von 1 verschieden, so ist die Anzahl 
zugelassener „Typen“ gleich acht; wir werden für diese Typen die von 
pg. 538 her gebräuchliche Bezeichnung (9p,, qı, ?,) beibehalten. Sind 
eine oder mehrere der Zahlen p, q, r gleich 1, so tritt eine leicht 
angebbare Reduction in der Anzahl der Typen ein. Bei Combinationen 
reproducieren sich die fraglichen acht Typen; und eben hieraus er- 
giebt sich, dass die zugehörigen &-Substitutionen (1) in ihrer Gesamtheit 
eine Gruppe bilden, die wir als die Gruppe [p, q, r) bezeichnen wollen. 
Die Substitutionen vom „Hauptiypus“ (1, 1, 1) bilden für sich wieder 
eine Untergruppe, die wir als "die Hauptuntergruppe des Zahlentripels 
p,q, r oder auch als die „Hauptuntergruppe [p, q, r]“ bezeichnen. Sie 
besteht aus allen unimodularen Substitutionen: 


( a+bYpr, An 
(—cYr +dYp)Vg, a—byYpr 


mit ganzen Zahlen a, b, c, d aus 2. 


(3) 


S 2. Verschiedene Erweiterungen der Gruppen |p, q, r). 


In den Ansätzen von pg. 537, welche sich auf Gruppen [p, q, r] 
des rationalen Körpers 2 bezogen, zeigten die Substitutionscoefficienten 


noch die Nenner 2 oder 2. Um unserem gegenwärtigen Ansatz die 
nötige Allgemeinheit zu verschaffen, müssen wir auch jetzt Substitutionen 
mit Nennern in den einzelnen Coefficienten hinzufügen. Es giebt in 
dieser Hinsicht verschiedene Möglichkeiten, von denen wir gewisse 
zwei hier behandeln wollen. 

1) Bei gegebenem Tripel p, q, r bilde man die gesamten unimodu- 
laren Substitutionen : 


_ ayan HbVpr, vo, 8 VP, Ta + 4 Vpr, Ve 


J 1% P 
l Dae BEE Ki. me. 
— c + a aYnr, — uV 
m Een yg, mn So bay 


wo v irgend eine in Q enthaltene oder nicht enthaltene ganze algebraische 
Zahl ist, die jedoch so gewählt sein soll, dass die vier Substitutions- 
coeffierenten von (1) selber „ganze“ algebraische Zahlen sind. Natürlich 
finden wir hier neue Substitutionen nur dann, wenn a, b, c, d nicht 
zugleich durch v teilbar sind. Als Beispiel wählen wir 2 als ratio- 
nalen Körper und setzen p = 5, q =r = 1. Hier würden wır zu 
setzen haben: 
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APM t UKP cha + arm 


) . 


7 as 


m Ny are N: 


> ’ 


= g 


wo dann bekanntlich unter der Bedingung a = b, c= d (mod. 2) 
stets ganzzahlige Coefficienten «, B, y, Ò vorliegen, selbst wenn a und 
b ungerade sind. 

Combinieren wir zwei Substitutionen (1) der Nenner v und v’ 
so ergiebt sich eine Substitution mit dem gleichen Bildungsgesetz, wo- 
bei der neue Nenner v” aus vv’ nach Forthebung von gemeinsamen 
Factoren mit allen vier Zählern entspringt. Dass die neuen Coefficienten 
a", B”, y, Ò” überdies yanze algebraische Zahlen sind, geht aus ihrer 
Bauart in «, ß, y, ò; «, B, y, 0 hervor. Es folgt somit, dass die 
gesamten wnimodularen Substitutionen (1), welche beim einzelnen Tripel 
p, q, r gebildet werden können, eime Gruppe bilden. 

Da die Substitution (1) unimodular sein sollte, so ist 


2 


(2) apar — V Pli”: H pger — d? hlr = vh. 
Man folgert hieraus, dass v entweder eine ganze Zahl aus 2 oder aber 


die Quadratwurzel einer solehen ganzen Zahl ist. Man erkennt somit 
in «2, ß*, y’, ô? ganze Zahlen desjenigen Körpers 2’ vom Grade 2n, 


welcher aus & durch Adjunction von Vpr hervorgeht. Nach einem 
wohlbekannten Satze der Zahlentheorie*) schliessen wir hieraus, dass 
im Ansatze (1) beim einzelnen Tripel p, q, r stets nur eine begrenzte 
Anzahl von Nennern v zulässiy ist. 

Die Substitutionen mit v = 1 bilden eine in der Gesamtheit dieser 
Substitutionen enthaltene Untergruppe, und zwar kommen wir hier 
zur Gruppe [p, q, r) des vorigen Paragraphen zurück. 

Übrigens soll die hier besprochene Gruppenerweiterung bei den 
Gruppen der Gattung (1, 1) wirklich zur Verwendung gelangen. — 

2) Eine zweite Methode der Grruppenerweiterung, welche weit 
tiefer liegt, ist auf inductivem Wege aus den später zu betrachtenden 
Gruppen der Gattung (0, 3) gewonnen. Wir halten an der Gestalt 
(1) fest und nehmen v = 2; aber wir lassen alsdann entgegen der 
unter 1) befolgten Maassregel auch gebrochene (nicht mehr durehweg 
ganze) algebraische Zahlen gewisser Bauart als Coetflicienten «, p, 7, Ò 
zu. Für die Sprechweise ist es übrigens zweckinässig, die vier Nenner 
v = 2 fortzulassen, dafür aber als Determinante der Substitution 4 


*) Diriehlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie , pg. 4941. der 
dritten oder pg. 638i. der vierten Auflage. 
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zu fordern. Es wird sich dann wieder um ganzzahlige, aber „quadri- 
modulare“ Substitutionen handeln, denen sich die bisherigen unimodu- 
laren in der Art einordnen, dass bei ihnen a, b, e, d zugleich durch 2 
teilbar werden. 

Die eigentümliche Bauart der hier zuzulassenden quadrimodularen 
Substitutionen ist nun durch folgenden Satz ausgesprochen: Es wird 
angenommen, dass drei gegen 2 relativ prime ganze Zahlen u, v, w des 
Körpers Q in Überereinstimmung mit der Congruene: 


(3) pu? = q? + ru? (mod. 4) 


bestimmt sind. Alsdann bilde man für den Typus (P,, q, 71) «lle qua- 
drimodularen Dubstitutionen : 


(4) ( (a Vr ri +bVm ra) Vh, (e Vp, ro + dY ra) - 
(— c VP + dV par,) V%, (a Vn” = Vp;r,) Va f 


welehe die vier Congruenzen erfüllen: 
bvq, + cup, + dwrn =0 





CWT, + dup, = 0 

(5) __ Fewn d (mod. 2). 
aup, + bwr + dv, = 0 
awr, + bup + Evh = 0 


Alle (für die acht Typen zu bildenden) Substitutionen dieser Art stellen 
eine Gruppe dar”). 

Im allgemeinen wird bei Combination zweier quadrimodularen 
Substitutionen eine solche der Determinante 16 eintreten, deren Coefli- 
cienten nicht zugleich durch 2 hebbar sind. Wir müssen zeigen, dass 
bei den hier zugelassenen quadrimodularen Substitutionen die Com- 
bination zweier unter ihnen auf vier durch 2 hebbare Coefficienten 
führt, und dass überdies die restierende quadrimodulare Substitution 
wieder das in (5) ausgesprochene Bildungsgesetz hat. 

Mögen die beiden zu eombinierenden Substitutionen die Typen 
(Pi, Qy %1) und (9, Q, r1) haben; und möge der grösste gemeinsame 
Teiler von 2,, 2, durch x, der von qı, 9, durch 4, endlich der von 
",, ři mit u bezeichnet werden. Man berechnet alsdann den Typus 
(P, Qh s fi ) der combinierten Substitution aus: 


(6) Pie x = MD, Q -A = q, M a i u? u Bde 
Hat aber diese letztere Substitution nach Reduction auf die Deter- 


r? 


minante 4 die Zahlen a”, b”, ce”, d”, so gelten die Gleichungen: 





*) Übrigens bemerke man, dass sich im Falle eines jeden Typus aus zweien 
der Congruenzen (5) die beiden anderen herstellen lassen. 
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2a = ac zhu + IV - (& ) a e ) — etz (* ) (= ) 
. u i 


t- 


2 
M =al . g : (s) + ba. (2) A: (a) u. (e) | (X) | (4) 
- de (6) (6) G), 
EERE O Hal) E) Her ef). (E) 
a.) O 
ad mat (8) (E)n t te (E) (0) (E) er) le) 


ta (8 
wobei man alle in Klammern eingeschlossenen Grössen leicht als 
ganze Zahlen von 2 erkennt. 

Es ist nun hier zu beweisen, dass a”, U”, c”, dd” ganze Zahlen von 
$ sind, welche die Congruenzen (5) für den Typus (p,”, q”, r, ) be- 
friedigen. In der That ergiebt sich dies als eine einfache Folge aus 
der vorausgesetzten Gültigkeit der Congruenzen (5) für die zu com- 
binierenden Substitutionen. 

Wir wollen die hier eintretenden Rechnungen z. B. für den Fall 
wirklieh durchführen, dass die Typen der zu combinierenden Sub- 
stitutionen (p, 1, 1) und (p, 1, r) sind. Es gelten dann erstlich die 


Congruenzen: } 
bv +cup + dw 0 
av + cwr + du 0 
(mod. 2), 
aup + bwr + drg 0 
aw + bu + cvg = 0 


sowie für die zweite Substitution: 
Vv + ept- wer oO 


av + ew du 0 
i f ' (mod. 2), 
aup + b w -+ + dry d 
awr p ba + erg U 
aus denen wir uns berechnen wollen: 
u v v n 
P O CHE m? d l 4 0’ 
1) (mod. 2). 
, , u , " D , RE | 
= — C { d 
E f Be dur; IE, 
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Für die ganzen Zahlen 24”, 2b”, .. aber finden wir: 
2a = adp + bU — ccena + dd q, 
2 20” =ab + bar + cdqr — deq, 
e 2c = acp + bdr + capr — db, 
2d” = ad -+ bé — ceb + da. 
Um nun zunächst die Ganzzahligkeit von a” zu beweisen, er- 


setzen wir auf der rechten Seite der Gleichung für 2a” die Zahlen a 
und d auf Grund von (T). Es folgt: 


2 = - (apu + Vw + a + 2a (av 4 cw + du) (mod 2.) 


Da hier rechter Hand in den Klammern durch 2 teilbare Zahlen 
stehen, so ist auch 2a” durch 2 teilbar und also a” ganzzahlig. Ebenso 
leicht erweisen sich b”, c’, d” als ganze Zahlen. 

Der Typus der combinierten Substitution ist (1, 1, r). Wir haben 


also zweitens zu zeigen, dass folgende Congruenzen statt haben: 


bv -+ du +d wr =o 


rr rr a” = 0 

(9) A 2 Tem De, (mod. 2). 
au +bw +d vq = O0 
a wr + VW up+ vg + = 0 


Um etwa die erste dieser Congruenzen nachzuweisen, berechnen wir 
aus (8): 
2UVv+cu+ d’wr) 

= a(b v + cpu + dwr) + b(dvr + dur +cwr) 

+ e(l vqr + upr — bV wr) — d(dvg + bu — a wr). 
Hier stehen rechter Hand in allen vier Klammern durch 2 teilbare 
Zahlen. Wir gewinnen somit eine modulo 4 gültige Congruenz, falls 
wir in der letzten Gleichung a und d auf Grund von (7) ersetzen. 


Die rechte Seite der hierbei eintretenden Congruenz ordnen wir nach 
b und c an und finden so: 


2b v + du + dwr) = b| 2a'vr +2dur + a (u? p — vq + w?r)]| 
+e [2dupr + 2d var + = (vq — wp — wer) |, (mod. 4). 
Unter Benutzung der Congruenz (3) ergiebt sich hieraus weiter: 
2b" v + du + d’w)=2br(av + éw + du) 
+ 2cr(aup + Vw + d’vg) 
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als eine modulo 4 geltende Congruenz. Die rechte Seite ist aber 
=0 (mod. 4), und also gilt in der That die erste Congruenz (9). 
Die übrigen drei ergeben sich durch entsprechende Rechnungen. — 
Die Gruppe aller durch (3) und (5) charakterisierten quadri- 
modularen Substitutionen möge als die „quadrimodulare“ Gruppe [p, q,r] 
bezeichnet werden. In ihr ist die im vorigen Paragrapken bestimmte 
„unimodulare“ Gruppe [p, q, 7} als Untergruppe enthalten. 


$ 3. Hilfssätze aus der Theorie der Einheiten. 


Der Untersuchung der Discontinuität unserer Gruppen haben wir 
einige Entwicklungen, die Einheitentheorie betreffend, vorauszusenden. 
Die n mit Q conjugierten Körper, welche übrigens teilweise, ja 
selbst gänzlich mit einander identisch sein dürfen, mögen Q, Q, 
S2; ..., 2n—ı heissen. Es mögen im ganzen A unter diesen Körpern 
reell sein, so dass die (m — A) übrigen imaginär sind; da sie zu 
Paaren conjugiert sind, so it n — 2 = 2u eine gerade Zahl. 
Setzt man alsdann: 
= 
(1) =i eisi 


ti 


’ 


so lassen sich aus 2 gerade genau v und nicht mehr Einheiten 
Ei, 2a, ..., E, herausgreifen, die in dem Sinne von einander unab- 
hängig sind, dass eine Gleichung: 

Er. bar . Ber] 
vermöge ganzer rationaler, nicht durchgängig verschwiudender Zahlen 
Qis Ay, ..., Ad, in keiner Weise befriedigt werden kann *). 

Ein solches System unabhängiger Einheiten in Q kann man aber 
nicht nur in einer, sondern in unendlich vielen Weisen auswählen; 
und jedem solchen System gehört eine bestimmte ganze rationale 
und positive Zahl d als „Discriminante“ zu. Jede Einheit E lässt sich 
im gewählten System auf cinc und nur eine Weise in der Gestalt dar- 
stellen: 


a, da a, 
(2) Ie. pl M, 
wo i, ..., a, ganze rationale Zahlen sind und c eine in 2 vorkommende 
Einheitswurzel bedeutet. Es kommen in Q nur endlich viele Einheits- 
wurzeln € vor, und speciell für reelle Körper hat man nur e= -+ 1. 


— 


*) Dies ergiebt sich aus dem fundamentalen Satze Dirichlet's über die 
Existenz von Einheiten in beliebigen algebraischen Körpern; siehe die Berliner 
Monatsberichte von 1846 oder auch die Darstellung in Dirichlet-Dedekind, 
Vorlesungen über Zahlentheorie, pg. 590 der 4. Aufl. 


Fricko-Klein, Automorplio Funchionen. 1. 35 
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Es giebt Systeme E; -., Done Discriminante d = 1; aber 
wir legen kein Gewicht auf den Gebrauch eines solchen. Ist d>1, 
so ist nicht gesagt, dass in (2) bei der Darstellung der übrigen Ein- 
heiten J von Q jede mögliche Combination ganzer rationaler Zahlen 
a,, .., 4, auftreten kann. Sicher aber gewinnen wir stets dann eine 
in Q enthaltene Einheit F, wenn s= + 1 gesetzt wird und sämt- 
liche Zahlen a,, .., a, als Multipla von d gewählt werden. Man 
kann demnach sagen, dass es v-fach unendlich viele Einheiten in 
Q giebt. — 

Ist nun s irgend eine ganze Zahl aus &, die jedoch nicht rein 
quadratisch sein soll, so entspringt aus & durch Adjunction von Vs 
ein Körper 2n!" Grades X, für welchen wir die vorstehenden, die 
Einheiten betreffenden Abzählungen gleichfalls durchführen wollen. 

Wir bemerken vorab, dass sich alle ganzen Zahlen von & m 


der Gestalt Be darstellen lassen, wo 6 eine ganze rationale Zahl 


ist, während a und b ganze Zahlen aus Q bedeuten. Lassen wir ge- 
meinsame rationale ganze Factoren von a, b und ø nicht zu, so werden 
die hierbei auftretenden Zahlen ø nur eine endliche Anzahl von Werten 
annehmen können. Brauchen wir nämlich zur Darstellung der ganzen 
Zahlen a, b von Q die Basis [®,, @,, ..-; ©n], so liegt der Darstellung 


jr 
der ganzen Zahlen von 2 in der Gestalt A die Basıs: 


(3) [on ©, ++, @n; o, Vs, o Vs, u n Vs] 


zu Grunde. Bezeichnen wir die Diseriminante dieser Basis durch D, 
so ist g ein Teiler von D*); hieraus aber ergiebt sich unsere Be- 
hauptung über o. . 


a+bys 
6 


Endlich setzen wir noch hinzu, dass sich unter den mit - 


conjugierten Zahlen stets ey findet, und dass diese Zahl gleich- 


falls in 2 enthalten ist. Zwei solche Zahlen wollen wir als „inner- 
halb 2 eonjugiert“ bezeichnen. Eine mit einer in $ oder & ent- 
haltenen Einheitswurzel conjugierte Zahl ist natürlich stets wieder 
eine Einheitswurzel des gleichen Grades. — 

Um nun die Mannigfaltigkeit der Einheiten in Q&Q näher zu be- 
trachten, bezeichnen wir die mit & conjugierten Körper durch 
Q, a, ..., Ran-ı. Diese Körper sind zu Paaren identisch; denn 


*) Mau sehe hierüber die dritte Aufl. von Dirichlet-Dedekind, Vor- 
lesungen über Zahlentheorie, pg. 494 u. f. 
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der Zusatz von Vs zu 2 wird keinen anderen Körper erzeugen, als 
der Zusatz von — Vs. Sind nun unter den Körpern &/ im ganzen 
2x reelle, so sind die in ihnen enthaltenen Körper 2, natürlich gleich- 
falls reell, und also gilt die Ungleichung x < 4. Nach dem Dirichlet- 
schen Satze giebt es dann in Q insgesamt (n + x — 1) unabhängige 
Einheiten, in welchen jede weitere nach Analogie von (2) darstellbar ist. 
In ein solches System unabhängiger Einheiten nelımen wir an erster 
Stelle die oben gebrauchten Einheiten %,, z, .., E, von Q wieder 
auf. Die übrig bleibenden 


(4) m =n + x — v — l = 
Einheiten, welche c, .., €m heissen mögen, werden die Gestalt 


T= a haben; und die hierbei zur Geltung kommenden Zahlen a, b 


werden durchgängig von null verschieden sein, da andrenfalls Ab- 
hängigkeit von Æ, .., Z, vorliegen würde. — 

Zu einer besonders geeigneten Auswahl von e, .., Em führt die 
folgende Betrachtung. Die mit e innerhalb Q’ conjugierte Zahl ë ist 
wieder eine Einheit; und es ist e- €= E offenbar eine Einheit in 2. 
Setzt man nun e = e’E-!, so ist e’ eine durch die Eigenschaft aus- 
gezeichnete Einheit, dass e’, mit ihrer innerhalb 2° conjugierten Zahl 
&° multipliciert, če’ = 1 liefert. Da umgekehrt e = Ye’ E ist, so können 
wir e durch e’ ersetzen. Wir denken daraufhin sogleich das System 
der m Einheiten Ci, &, --., Cm so gewählt, dass die einzelne unter ihnen, 
mit ihrer innerhalb 2 conjugierten Einheit multiplieiert, das Product 1 
liefert. — 

Die vorstehenden Erörterungen geben uns nun unmittelbar die 
Mittel, über die Auflösbarkeit der der Pell’schen Gleichung der rationalen 
Zahlentheorie entsprechenden Gleichung: 


(5) a? — sl!’ = 0° 


in ganzen Zahlen des Körpers 2 endgültige Angaben zu machen; 
wenigstens sofern es sich nur um solche Lösungen handeln soll, bei 


a-tbys 


denen ~ ==" eine ganze Zahl und damit eine Einheit in 2 ist. Wir 
6 


schliessen dann nämlich sofort auf eine Darstellung: 


tha 
a a, tla 


-a Te p" 


G 


d , Ea d 


wo z eine in Q enthaltene Einheitswurzel und Æ eine Einheit von 
Q ist, während d die Diseriminante des Systems Zu, .., dr, Ci, +, 0m 


= 
I 
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bedeutet. Wir nennen nun den Grad der Einheitswurzel < etwa £ 
und schliessen aus der letzten Gleichung auf die Richtigkeit der 
folgenden: 


er Zr Gy 


am? 


at 


t 
Ae e DE ü - (mem je ’ 


welche sich sofort zusammenzieht auf EZ?! = 1. Es ist hiernach % 
selber eine Einheitswurzel, und also gilt der Ansatz: 


na 


a 


ar Ag m 


— s.p d.n a . 


(6) un 
unter & weiter eine Einheitswurzel aus 2 verstanden. Wir erinnern 
daran, dass in & nur endlich viele solche Einheitswurzeln vorkommen. 

Es führt nun nicht nur jede Lösung der Gleichung (5) auf eine 
Darstellung (6), sondern auch umgekehrt werden wir jedenfalls dann 
eine gewünschte Lösung von (5) erhalten, wenn wir in (6) alle Zahlen 
a; als Multipla von d wählen und e=1 setzen. Es giebt demnach 
m-fach unendlich viele Auflösungen der Gleichung (5). 

Dieses Resultat können wir nun noch etwas weiter vereinfachen. 
Nach einem aus der rationalen Zahlentheorie sehr bekannten Algo- 
rithmus kann man aus zwei Auflösungen der Gleichung (5) immer 
eine dritte: l 


2 — I) maaa 


a +U Vs _a+bVs @+VUVs 
te 


herstellen*). Speciell gewinnen wir die einfach unendliche Reihe von 
Lösungen: 

a+bys\" r + b Vs l 
(7) ( L), k = — 0, 02.000 

In dieser Reihe tritt für einen endlichen Exponenten k, und damit 
für alle Multipla von kọ der Nenner 6r = 1 auf. 

Man redueiere nämlich die Zahlentripel «;, br, 6 modulo D’, 
wenn D wie oben die Discriminante der Basis (3) ist. Erweisen sich 
hierbei die zu den Exponenten k und l> k gehörenden Tripel als 
congruent: 


(8) ar = a, b= b, =c, (mod. D”, 
so ist insbesondere 6p = 6,, da beide Zahlen Teiler von D sind. 
Weiter aber ergiebt sich: 


( +b zZ (apa, — sb,b,) + (a,b, — ab) Vs 
6 6 


— — ——n 


*) Siche Dirichlet-Dedekind, a. a. O. pg. 209 ff. (4t° Aufl.). 
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Hier sind beide Klammern rechter Hand durch gë teilbar; denn da o, 
in D aufgeht, hat man als Folge von (8): 


(x b, ze a,b: = 0, al = sb; b, = dk — sOr = 64° (mod. Di): 


Im Exponenten (l — k) haben wir somit die postulierte Zahl %, oder 
aber ein Multiplum derselben gewonnen. 

Man bestimme nun für jede der m Einheiten &,, .., €m den zu- 
gehörigen Exponenten A, und erlebe die betreffende Einheit e; in die 
Potenz kọ» Auf diese Weise entspringt ein System vou Einheiten 
Ci; ar «+, Em, aus deren wir mit irgend welcheu ganzen rationalen 
Exponenten aj, .., âm die Zahl: 


herstellen. Dieselbe liefert eine Auflösung der Gleichung: 
(9) a? — slh? = 1 


in ganzen Zahlen a, b von 2. Den oben ausgesprochenen Satz über 
die Mannigfaltigkeit der Auflösungen der Gleichung (5) können wir 
demnach dahin ergänzen, dass auch die Gleichung (9) insgesamt m-fach 
unendlich viele Auflösungen in ganzen Zahlen a, b des Körpers Q zu- 
lässt, wo m die in Formel (4) bestimmte Anzahl ist. 

Dieses letzte Ergebnis wird das Fundament für die Untersuchung 
der Discontinuität unserer Gruppen [p, q, r] sein. 


$ 4. Die Discontinuität der Gruppen [p, q, Y] mit recllen 
Substitutionscoefficienten. 


Soll die einzelne Gruppe [p, q, r] ausschliesslich reelle Substitu- 
tionscoefficienten haben, so werden wir den Zahlkörper 2 reell und 
die Zahlen p, q, r positiv wählen. Handelt es sich überdies um die 
erste der beiden in $ 2 (pg. 588) besprochene Gruppenerweiterungen, 
so lassen wir hierbei nur reelle Nenner zu. 

Bei der Frage nach der eigentlichen Discontinuität beschränken 
wir uns zunächst ausschliesslich auf die Untersuchung der (unimodu- 
laren) Hauptuntergruppe des Tripels p, q, r, welche letztere ja in allen 
weiteren für eben dieses Tripel p, q, r tonstrwierten Gruppen ent- 
halten ist. Möge diese Hauptuntergruppe kurz T genannt werden. 

Innerhalb IT sondere man nun alle hyperbolischen Substitutionen 
mit den Fixpunkten &= O und &= œ aus. Kommen überhaupt 
solche Substitutionen in I vor, so werden sie insgesamt eine eyelische 
Gruppe bilden, welche eine einfach unendliche Schar von Substitutionen 
darstellt. 
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Die hier in Rede stehenden Substitutionen haben c = d = O und 
werden somit gerade vollständig von allen Auflösungen der Gleichung 
a — prb? = 1 in ganzen Zahlen a, b des Körpers Q geliefert. Soll 
demnach unsere Gruppe I’ eigentlich discontinuierlich sein, so darf 
es nur einfach unendlich viele oder überhaupt keine Lösungen von 
a? — prb? = 1 geben. Setzen wir also s = pr in die Formeln des 
$ 5 ein, so muss die hierfür zu berechnende Anzahl m entweder den 
Wert O oder 1 haben. 

Nun war 2m =n 4 2% — å, wo man die Bedeutung der An- 
zahlen x und A aus dem vorigen Paragraphen entnehme. Soll m = 0 
sein, so ist A =n 4- 2x. Diese Gleichung ist jedoch nicht möglich, 
da 4< n ist und im vorliegenden Falle wegen des durch Zusatz von 
Vpr entspringenden reellen Körpers & die Zahl x >O ist. Soll weiter 
m = 1 sein, so ist A=n + 2(x — 1) Wegen A<n und x > 1 ist 
diese Gleichung nur lösbar durch 4 = n und x = 1. Dies heisst, dass 
alle mit & conjugierten Körper 2, Qi, Qoy ».., nı reell sem 
müssen und abgesehen von pr selber alle mit pr conjugierten Zahlen 
Mis Pofa; ++ > Pa—ın ı Negative Werte besitzen müssen. 

Eine ganz entsprechende Überlegung gilt für diejenigen in [I ent- 
haltenen hyperbolischen Substitutionen, welche die beiden Fixpunkte 
¢ = 1 und é = — 1 haben. Diese Substitutionen sind durch b = c = 0 
charakterisiert und werden somit von allen Lösungen der Gleichung 
a? — lnq = 1 in ganzen Zahlen a, d des Körpers & geliefert. Hier 
wird man zu dem Sehlusse geführt, dass abgesehen von pq selbst alle 
mit pq conjugierten Zahlen piq; -- +, Pr—ı@dn—ı Negative Zahlwerte 
haben müssen. 

Die beiden gefundenen Bedingungen sind nun zur eigentlichen 
Discontinuität von I auch bereits ausreichend; wir können in der That 
den folgenden Satz beweisen: Ist Q reell und handelt es sich um lauter 
reelle Substitutionen, so ist die Hauptuntergruppe des Tripels p, q, r eigent- 
lich discontinwerlich und also eine Hauptkreisgruppe mit endlichem Dis- 
continwitätsbereich, wenn folgende drei Dedingungen zugleich erfüllt sind: 

I. Alle n conjugierten Körper Q, Qı, - +, Qu—ı müssen reell sein. 

II. Alle mit pr conjugierten Zahlen bis auf pr selbst müssen ne- 
yatıv sein. 

III. Alle mit pq conjugierten Zahlen bis auf pq selbst müssen ne- 
gativ sein). 







*) Die anfünglich (pg. 586) geforderte Bedingung, dass pr und pq innerhalb 
Q keine Quadrate sein dürfen, wird jetzt durch die Forderungen I, H und IM l 
von selbst erfüllt. | 
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Dass diese Bedingungen zur eigentlichen Wiscontinuität von T 
ausreiehend sind, zeigt man so. Aus der Gleichung: 


(1) a? — bpr + erg — lyp = 1 


folgen die (n — 1) weiteren mit jenen conjugierten Gleichungen: 


9 Á 2 4 2 . 2 m 
a, Wan tar — dam! 
a — bp, + er — dd’ = 1, 


6 


2 Z 2 2 
Cor aE A E R + G— 1a —19n—ı Br ee, == l. 
Da zufolge II und III die Zahlen piri, ---, sowie „Pı, ... ne- 
gativ und also 7,9,, ... positiv sind, so stehen in den (n — 1) Glei- 
chungen (2) linker Hand überall „Summen“ von je vier „positiven“ 
Zahlen. Es folgt: 


(B) |a|<ı, u<- i : 


i Ck < j dy | < um 
y— VIR í i aa IxPk 


O ei 

für alle k = 1, 2,..., n — 1. Nun giebt es nach einem bekannten 
Satze*) in & nur eine beschränkte Anzahl ganzer Zahlen «a, welche 
der Forderung genügen, dass die absoluten Beträge |a|, |a,|,..., | _ı 
der n conjugierten Zahlen «a, a, -.., @n—ı zugleich unterhalb einer 
gegebenen positiven und beliebig gewählten Grenze C liegen. Fordern 
wir demnach dass 'a|, |b], |c], |@| unterhalb einer solchen Grenze 
C bleiben, so giebt es wegen der immer bestehenden Ungleichungen 
(3) nur eine endliche Anzahl zulässiger Quadrupel a, b, c, d und um- 
somehr nur eine endliche Anzahl zulässiger Substitutionen der Gruppe T. 
Dies wäre aber unmöglich, falls I’ infinitesimale Substitutionen hätte; 
dann nämlich würden sich bereits in nächster Nähe der Werteom- 
bination @ = 1, b = ¢ = d = Q unendlich viele in I euthaltene Sub- 
stitutionen finden. Die eigentliche Discontinuität von PI ist hiermit 
bewiesen. — 

Das gleiche Beweisverfahren zeigt auch noch, dass unter Giltig- 
keit der Bedingungen I, II und ITI diejenigen Gruppen, welche wir 
durch die in $ 2 pg. 583 besprochenen Erweiterungen herstellten, yleich- 
falls eigentlich discontinwierlich sind. Wir dürfen uns auch bei diesen 
erweiterten Gruppen auf die Substitutionen des Haupttypus beschränken; 
letztere nämlich bilden jeweils eine Untergruppe, die in der Gesamt- 
gruppe höchstens den Index 5 hat. 

Bei der einzelnen erweiterten Gruppe tritt nun an Stelle dër 
Gleichungen (1) und (2) das folgende System: 


*) Cf. Dirichlet-Dedekind, a. ©. O., pg. 591 (4° Aufl.) 
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a — Ppr + erg — dapy=v, 


2 a 2. Ber. ln? 
a —b’prnt arm dam = n5, 


(HN. 


2 2 , 2 , È 2 
inan ee Ina + Cn —1Fn—1]a—1 — Cn— n TE 


Hier bedeuten die Zahlen v, v,, ..., Va—ı übereinstimmend den Wert 2, 
falls es sich um die quadrimodulare Gruppe [p, q, r] handelt; bei der 
ersten Gruppenerweiterung des § 2 (pg. 588) gehören die Zahlen v, 
welche zulässig sind, einer begrenzten Anzahl reeller ganzer alge- 
braischer Zahlen au. In jedem Falle gelingt der Beweis des Nicht- 
vorkommens infinitesimaler Substitutionen innerhalb I’ auf Grund der 
Gleichungen (4) durelı die oben bereits befolgte Überlegung. — 

Um im Zusammenhang hiermit noch einige weitere Angaben über 
die Natur unserer Gruppen zu machen, knüpfen wir zunächst wieder 
an die Hauptuntergruppe I’ des Tripels p, q, r und werfen die Frage 
auf, ob diese Gruppe auf der reellen -Axe (dem Hauptkreise) eigent- 
lich discontinuierlich ist oder nicht. 

Um hierüber zu entscheiden, bilden wir mit Hilfe dreier ganzen 
Zahlen A, D, C aus 2 die binäre quadratische Form: 


(5) (AYra— CYap)a® +2BVpr sy + (Ayra + Cyan). 


Wir bezeichnen diese Form als „zur Gruppe T des Tripels p, q, r ge- 
hörig“, weil nämlich bei Transformation der Form (5) vermöge einer 
dureh P gelieferten Substitution: 


x = la +b Vpr) + leyr + dYp)Yay, 

y = (— e Vr +a Vn) Va x + (a — b Vpr) y 

wieder eine Form der gleichen Bauart und derselben Determinante: 
(7) D = — (£qr — D’rp — O’pq) 

entspringt. 

Für die Formen (5) lässt sich nun auf Grund der Gruppe T eine 
Theorie entwerfen, welehe an der Behandlung der Gauss’schen Formen 
im vorletzten Kapitel (pg. 448) bez. in „M.“ I pg. 245ff. ihr Vorbild 
findet. Wir verfolgen dies im speciellen für das Problem der Trans- 
formation der indefiniten Formen (derjenigen mit D > 0) in sich. Auf 
diese Weise gewinnen wir nämlich einen Überblick über die in der 
Gruppe I’ enthaltenen cyclischen hyperbolischen Untergruppen. 

Soll eine einzelne vorgelegte Form (5) mit D >O durch die Sub- 
stitution (6) in sich transformiert werden, so müssen die beiden für 
& quadratischen Gleichungen: 


(6) 
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(Ayo — CVn €+ 2B Vpr é + (A Vray + Cypa = 0, 
(eyrg— d Vpa) E + 2b Vpr + (eVry 4 dyp) =0 


gleiche Wurzeln haben. Es müssen sonach, unter o und u zwei gauze 
Zahlen aus 2 verstanden, die Gleichungen: 


oc =uA, ob =@ab, d=ul 


gelten. Setzen wir weiter oa = t, so folgt: 

(a pr 4 črg — q) = È + (Ayr — Brp — Cpi, 
eine Gleichung, welche man sofort umgestaltet in: 
(8) e — Di = 0”. 


Man liest nun aus Gleichung (7) unmittelbar ab, dass zufolge 
der Bedingungen I, II, und HI alle mit D conjugierten Zahlen ausser 
D selbst negative Zahlwerte haben. Nach den Sätzen des vorigen 
Paragraphen gestattet also die Gleichung (8) bereits für 6 = 1 einfach 
unendlich viele Auflösungen in ganzen Zahlen i, u von ©. Diese 
werden ebenso viele Substitutionen mit: 


at, b=ub, c=ul, d=kl 


liefern, welche die vorgelegte Form in sich transformieren. Es ist 
hiernach das Ergebnis gewonnen: Zu jeder indefiniten Form (5) gehört 
eme in der Hauptuntergruppe T des Tripels p, q, r enthaltene cyclische 
hyperbolische Gruppe, deren Substitulionen die Form in sich trans- 
formieren. — 

Greifen wir nun auf der reellen -Axe irgend zwei verschiedene 
Punkte willkürlich auf, so können wir stets noch eine indefinite Form 
(5) angeben, deren Nullpunkte jenen beiden Punkten so nahe kommen, 
als man will. Ist 2 der rationale Körper, so ist dieser Satz aus dem 
vorigen Kapitel bekannt; denn hier kommen wir ja auf die daselbst 
mit aller Ausführlichkeit behandelten Gruppen zurück. Für den lall 
eines Körpers 2 zweiten oder höheren Grades aber braucht man nur 
zu bemerken, dass hier die reelle &-Axe bereits von den Bildpunkten 
der „ganzen“ Zahlen von Q überall dicht bedeekt erscheint. 

Aus diesen Verhältnissen geht mit Rüeksicht auf den eben zuvor 
abgeleiteten Satz folgendes Ergebnis hervor: Die MHauptuntergruppe 
des Tripels p, q, r und damit überhaupt alle vermöge dieses Zahlentrtpels 
nach $ Lund 2 py. 556 ff. zu definierenden Gruppen sind zwar im Iimeom 
der &-Halbebene, aber keineswegs auf der reellen E- Axi eigentlich dis- 
eontinwierlich. 

Für den Fall, dass 2 der Körper der rationalen Zahlen ist, ordnen 
sich, wie bereits wiederholt bemerkt wurde, die llauptkreisgruppen 
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des vorigen Kapitels ein. Für diese Gruppen konnten wir aus der 
Theorie der ternären quadratischen Formen den Schluss ziehen, dass 
sie Hauptkreisgruppen endlicher Charaktere (p, n) sind. In allen bei 
Körpern Q von höherem als ersten Grade wirklich untersuchten Ein- 
zelfällen ist dieser Satz von der Endlichkeit des Charakters (p, n) 
bestehen geblieben. Es ist indessen bislaug nicht möglich gewesen, 
über seine etwaige allgemeine Gültigkeit zu entscheiden. — 

Wir fügen hier gleich noch einige Ausführungen über das Vor- 
kommen parabolischer und elliptischer Substitutionen an. 

Kommen in einer einzelnen Gruppe des Tripels p, q, r überhaupt 
parabolische Substitutionen vor, so finden sich auch parabolische Sub- 
stitutionen vom Haupttypus. Solche aber sind durch a = + 1 cha- 
rakterisiert, und die bei ihnen eintretenden ganzen Zahlen b, c, d be- 
friedigen die Gleichung: 

— pr -bV + rq. e — qp. Ë =Q. 


Hat nun Q einen Grad n> 1, so gehe man zur conjugierten Glei- 
chung über: 
(— ar) trat mp) e 

/ufolge der Bedingungen I, lI, und JJI pg. 598 ist keines der Glieder 
der hier links stehenden dreigliedrigen Summe negativ. Es ist somit 
notwendis b, =c = d, = 0 und also auch b = c = d = Q, d. h. die 
in Ansatz gebrachte Substitution ist die Identität. Sobald & vom 
rationalen Körper verschieden ist, können parabolische Substitutionen in 
den Gruppen der Tripel p, q, r niemals auftreten. Diese Gruppen können 
demnach nie mit der Modulgruppe commensurabel werden. Wann bei 
Gruppen des rationalen Körpers Q parabolische Substitutionen auf- 
treten, ist pg. 518 erörtert. 

Eine elliptische Substitution der Hauptuntergruppe hat jaļ| <1. 
Für die mit a conjugierten Zahlen hat man zufolge (3) pg. 599 die 
Bedingung |ar| < 1. Es ist somit die Norm N(a) von a absolut < 1 
und also als ganze rationale Zahl = 0. Hieraus folgt a = 0, d. h. 
die Substitution ist von der Periode zwei. Imn der Hauptuntergruppe 
yiebt cs an elliptischen Substitutionen höchstens solche von der Periode zwet. 

Anders verhalten sich in dieser Hinsicht indes die erweiterten 
Gruppen des $2 pg. 588 ff. In ihnen treten elliptische Substitutionen 
auch höherer Perioden auf, wobei in jedem Falle die möglicher Weise 
vorkommenden Perioden durch den Grad n des Körpers & auf eine 
gewisse endliche Anzahl von Werten eingeschränkt bleiben. Wir be- 
rufen uns in dieser Hinsicht der Kürze halber auf die späteren Einzel- 
ausführungen. — 








11,3. Hauptkreis- u. Polyedergruppen bei Zahlkörpern höheren Grades. 60% 


Endlich finde noch folgende Bemerkung hier Platz, die wir der 
Kürze halber auf die Hauptuntergruppe I’ irgend eines Tripels p, q,r 
beziehen, welch’ letzteres natürlich den Bedingungen II und 111 ve- 
nügen muss- Ist » > 1, und ersetzt man 2 durch einen der conjugierten 
Körper 2,, Q, --.;, Qa—ı, so werden die mit den Substitutionen 
von I’ „conjugierten“ Substitutionen selbstverständlich wieder eine 
Gruppe bilden. Wir gelangen so zu (n — 1) Gruppen N, ..., Tai, 
welche unter sich, sowie mit I’ isomorph sind. Keine unter diesen 
(n — 1) Gruppen kann eigentlich discontinnierlich sein. Man findet 
nämlich nach pg. 18, dass alle diese Gruppen T), -., Ta—ı wegen der 
Bedingungen I, II und III pg. 598 elliptische Hotationsgruppen sind; 
und letztere sind bekanntlich nur dann eigentlich discontinuierlich, 
wenn sie von endlicher Ordnung sind. 


$ 5. Die Diseontinuität der Gruppen [p, 4, r] mit complexen 
Substitutionscoefficienten. 


Um Gruppen mit complexen Substitutionscoefficienten zu con- 
struieren, kann man erstlich bei rcellem Zahlkörper 2 eine oder 
mehrere der Zahlen p, q, r negativ annehmen. Aber dieser Ansatz 
würde nicht zu neuen Ergebnissen führen. Beschränken wir uns niim- 
lich auf die Hauptuntergruppe: 


a+bYpr, e Vry + dyyp 
—cYrgo+dyap,  a-—bYpr ) 
so ist zunächst deutlich, dass ein gleichzeitiger Zeichenwechsel von 


P, 4, r ohne Änderung der Substitutionen erlaubt ist. Es wird dem- 
nach ausreichend sein, die drei Fülle zu betrachten, dass eine der 


(1) 


Zahlen p, q, r negativ ist. Wäre aber p < 0, so würden zufolge pg. 18 
die Substitutionen (1) eine elliptische Rotationsgruppe bilden. Wire 
zweitens q < 0, so würde unsere Gruppe durch Transformation ver- 
möge der Substitution é =ï in die Gruppe [r, — 7, p] übergehen. 
Eben deshalb kann aber auch r <0 zu nichts Neuem führen; dënn 
man bemerke, dass die Gruppe [p, q, 7] vermöge der Transformation 


dureli ( 


en y A in die Gruppe [p, r, q) übergeführt wird, dass also 
) 
q und r einander coordiniert erscheinen. — 

Um bei dieser Sachlage zu neuen Resultaten zu gelangen, hat 
man den Zahlkörper Q imaginär zu wählen. Wir werden unter dieser 
Voraussetzung in der That zu eigentlichen Volyedergruppen gelangen. Die 
Bedingungen der eigentlichen Diseontinuität, welche wir zunächst für 
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die Hauptuntergruppe I diseutieren, werden dabei durch ganz analoge 
Betrachtungen, wie im vorigen Paragraphen, festzustellen sein. 
Suchen wir erstlich alle in I’ enthaltenen Substitutionen zu be- 
stimmen, welche &= 0 und &= œ zu Fixpunkten haben. Es giebt 
entweder endlich oder unendlich viele Substitutionen dieser Art in T, 
und im letzteren Falle haben wir entweder eine cyclische Untergruppe 
oder eine sog. Nichtrotationsgruppe mit zwei Grenzpunkten vor uns 
(cf. pg. 234 ff). Eine solche Gruppe ist nun nach pg. 237 aus zwei Sub- 
stitutionen V,, V, erzeugbar, zwischen denen eine Relation V,“ - V° = 1 
mit endlichen ganzzahligen Exponenten w,, u, besteht. Die fragliche 
Gruppe stellt demnach eine einfach unendliche Schar von Substitutionen 
dar. Indem wir die verschiedenen hier möglichen Fälle zusammen- 
fassen, hat sich ergeben, dass es in I’ höchstens einfach unendlich 
viele Substitutionen mit den Fixpunkten &= O und & = œ geben darf. 


Nun sind die hier in Rede stehenden Substitutionen arithmetisch 
dadurch charakterisiert, dass für se c = d = O ist, während für a 
und b alle in Q ganzzahligen Lösungen der Gleichung a — bpr = 1 
heranzuziehen sind. Aber wir fanden im vorletzten Paragraphen, 
dass es m-fach unendlich viele Lösungen dieser letzteren Gleichung 
giebt, wobei genau wie oben (pg. 595): 


(2) Im =n + 2x —4 


ist, A die Anzahl der reellen Körper Q, Qı, ..., &n—ı bedeutet und 
2% die Anzahl der reellen Körper Q, Q, ..., Qen—ı darstellt. 


Nach der vorausgesandten Überlegung darf m, sofern T eigentlich 
discontinuierlich sein soll, nur einen der Werte O oder 1 bedeuten. 
Der Wert m=0 ist aber unzulässig; denn zufolge (2) würde A=n+ 2x 
werden, während doch x > O und A<n — 2 ist (wegen unserer 
Annahme, dass der Körper Q imaginär sei). Es bleibt demnach nur 
noch die Möglichkeit m = 1 und damit 2 = n + 2(x — 1). Diese 
letztere Gleichung liefert dann wegen x> 0 und 4 <n — 2 als 
Folgerungen: 

i=n—2, =Q, 


so dass abgesehen von 2 und dem zu Q conjugiert-complexen Körper 
alle weiteren (n — 2) conjugierten Körper Q, reell ausfallen müssen, 
während die den letzteren (n — 2) Körpern angehörenden mit pr 
conjugierten Zahlen durchweg die Ungleichung ppr < O zu befriedigen 
haben. 

Vollständig entsprechende Betrachtungen knüpft man an die in 
T enthaltenen Substitutionen mit b = c = 0, welche die beiden Punkte 
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é= + 1l zu Fixpunkten haben. Hier erscheint dann das Product pr 
durch pq ersetzt. 

Die hiermit gewonnenen Bedingungen der eigentlichen Disconti- 
nuität sind nun nicht nur notwendig, sondern auch bereits hinreichend. 
Beim Ausspruche des betreffenden Theorems nehmen wir an. dass Q, 
der mit 2 conjugiert complexe Körper sei. Es gilt dann der Satz: 
Jm Falle eines imaginären Körpers Q haben wir für ein einzelnes Tripel 
P, 9, T stets und nur dann eine eigentlich discontinwierliche Gruppe T, 
wenn folgende drei Bedingungen gelten: 

I. Abgesehen von Q und dem mit V conjugiert complexen Körper L, 
müssen alle (n — 2) weiteren conjugierten Körper 2,, ..., un Fell Som. 

II. Alle (n — 2) den reellen Körpern 2,,..., Qanı angehörenden 
Producte Pafs, .., Pa—ı?n ı müssen negativ sein. 

Ill. Desgleichen müssen alle den genannten reellen Körpern an- 
gehörenden (n — 2) Producte 9,0, - -, Pn—ı (n-ı negative Werte haben. 

Um diesen Satz zu beweisen, setzen wir erstlich die beiden ein- 
ander conjugiert complexen Gleichungen: 

a — Ppr erg — dp=1l, 


3) a — bpr tern dan! 
an und reihen ihnen die weiteren (n — 2) reellen Gleichungen an: 
Gr — bEpar3 + nh — dm —1, 
A ag m: in] + Bere, -s a a = |. 
Hierauf gründet sich eine ähnliche Schlussweise, wie anf die Glei- 


chungen (2) pg. 599. Aus den Bedingungen I, IT und II ergiebt 
sich für k = 2, 3, ..., n — 1 das Bestehen der Ungleichuugen: 


(5) (a| <i, < - . laa - dl; En. 


pam PAra — PNA i I — IP: 





Sollen nun die absoluten Beträge der Coefficienten «, B, y, Ò von 
Substitutionen der Gruppe T eine willkürlich zu wählende positive 
Grenze nicht übersteigen, so wird sich damit auch für die absoluten 
Beträge der ganzen Zahlen a, b, ec, d aus 2 eine endliche obere 
Grenze angeben lassen, die dann für die zu a, b, .. eonjugiert com- 
plexen Zahlen a,, b, .. ohne weiteres mitgilt. Die Eudliehkeit der 
Anzahl der hier noch zulässigen Qualrupel a, b, c, d ist dann mit 
Rücksicht auf (5) auf Grund des pg. 599 bei entsprechender Gelegen- 
heit benutzten zahlentheoretischen Satzes evident. Hiermit aber ist 
zugleich bewiesen, dass infinitesimale Substitutionen in I" nicht auf- 
treten können. 
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Die gleiche Sehlussweise überträgt sich nun offenbar gerade wie 
pg. 599 u. f. auch auf diejenigen erweiterten Gruppen, welche wir nach 
$ 2 pg. 588 ff. beim Körper Q und dem Zahltripel p, q, r zu definieren 
vermögen. Unter Voraussetzung der Gültigkeit der oben genannten Be- 
dingungen I, II und III sind alle diese Gruppen frei von infinitesimalen 
Substitutionen. — 


Auch die Betrachtungen von pg. 600f. übertragen sich auf die jetzt 
vorliegenden Gruppen Sehritt für Sehritt. Die binären quadratischen 
Formen: 


(AYrq — CVap) x + 2B Vprey + (A Vrag + CYop), 


welche wir mit Hilfe ganzer Zahlen A, D, C aus & bilden, spielen 
gegenüber unserer jetzigen Gruppe I’ dieselbe Rolle, wie die Diriehlet- 
schen Formen bei der Pieard’schen Gruppe. Eine leichte Untersuchung 
zeigt, dass zufolge der Bedingungen 1, II und III stets unendlich viele 
Substitutionen in I’ existieren, welche eine einzelne quadratische Form 
bezeiehneter Art in sich transformieren. Da man nun leicht erkennt, 
dass die Nullpunkte der fraglichen Formen die $-Ebene überall dicht 
bedecken, so gilt der folgende Satz: Die vermöge eines imaginären 
Körpers Q nach den Methoden vn $ 1 und § 2 pg. 586 ff. zu de- 
finierenden eigentlich discontinwierliehen Gruppen sind eigentliche Polyeder- 
gruppen, d. h. sie sind zwar im &- Halbraume, aber nicht in der &- Ebene 
eigentlich discontinuierlich. 

In dem niedersten Falle eines imaginären quadratischen Körpers Q 
sind die Bedingungen I, II und III der eigentlichen Discontinuität 
stets von selbst erfüllt. Wir werden hier, falls wir Q als den Körper 
der Basis [1, i] wählen, auf diejenigen Gruppen zurückgeführt, welche 
wir im vorigen Kapitel aus den ternären quadratischen Formen mit 
ganzen complexen Coeffieienten ableiteten. 


S 6. Ansatz der zu behandelnden Hauptkreisgruppen des 
Charakters (0, 5). 


Die Tragweite der voraufgehend entwickelten gruppentheoretischen 
Ansätze wollen wir nur im Gebiete der Hauptkreisgruppen prüfen, 
und zwar besehränken wir uns, wie bereits oben (pg. 586) hervor- 
gehoben wurde, auf die beiden niedersten Gattungen, welche die Cha- 
raktere (0, 3) und (1, 1) haben. Mit dem ersten Falle, wo wir zu 
Dreiecksnetzen in der &-Halbebene geführt werden, wollen wir beginnen. 

Die einzelne Hauptkreisgruppe [p, g, r) ist stets durch die Spie- 
gelung = — ¢§ der Erweiterung fähig. Auf der andern Seite ent- 
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hält sie stets die Substitution ¢ = — ; denn diese ordnet sich als 


Substitution des Typus (1, q, ») mt a = b = d = 0, e l 
dem Ansatze (1) pg. 586 unter. Wollen wir demnach versuchen, 
Gruppen von der Signatur (0, 3; 2,, la, l) als Gruppen [p, q, r] arith- 
metisch zu erkennen, so haben wir die zugehörigen Dreiecksnetze stets 
so in der ö-Halbebene zu lagern, dass die imaginäre Axe sowie der 
um é= 0 mit dem Radius 1 beschriebene Kreis zu den Symmetrie- 
kreisen gehören. Das Ausgangsdreieck wollen wir dabei so wählen, 
dass seine Ecke e, bei &=i, die zweite c, oberhalb ¢ = i auf der 
imaginären Axe gelegen ist, und dass endlich das Dreieck selbst sich 
zur linken Seite an die genannte Axe anlagert. 

Es folgt aus den eben gemachten Angaben, dass die Periode l, 
der zur ersten Ecke e, gehörenden elliptischen Erzeugenden V, stets 
eine gerade Zahl ist. Wir lassen nun hier sogleich die Beschränkung 
eintreten, dass wir den niedersten Fall 7}, = 2 allein behandeln. 
Unter diesen Umständen ist V, = (8 Mi r 

3 
Rücksicht auf die schon angegebene Lage von e, eindeutig dureh die 
Forderung bestimmt findet, dass V, V, = Vy? eine Substitution der 
Periode l, ist. In der That gewinnt man folgende, dem oben fixierten 
Ausgangsdreieck entsprechende Erzeugende der Gruppe (0, 3; 2, L, 1): 


), während man V, mit 


Tt T Pig 7 
cos cos — + cos Z + cos? — — 1 
j l; l; l, 


0, 1 I, 
ee), n= Be 
u l, 0 Te ga o x 

— cos — + Y cost 7 + cos — 1, cos 
E l, l, 1, 





Werden die vier Coeffieienten von V, mit dem gemeinsamen 
Factor 2 behaftet, so wird V, zwar quadrimodular, aber wir haben 
alsdann ganze algebraische Coefficienten. Hierdurch ist begründet, 
dass wir die Gruppe (0, 3; 2, l, l) nach der zweiten in S 2 pg. 589 
entwickelten Methode der Erweiterung als eine „quamodridulare“ Gruppe 
[?, 4, r] untersuchen werden. 

Vorab stellen wir den Körper & und das Zahlentripel p, q, © 
fest. Da P, dem Haupttypus angehört, so wird man die Zahlen 
P, q, r mit folgenden Werten ideutilicieren: 


AY č n \® — {p sF) = (220s 7). 
2) p = (2cos 2) + (2cos =) — 4, y = (20s | ‚r=(200 7 


? 3 





Die Zahl q für sich genommen führt auf denjenigen reellen Kreis- 
sin sin 


leilungskörper, weleher sich aus i h apg h ) herstellen lüsst. Dieser 





608 II. Arithmetische Bildungsgesetze eigentlich discontinuierlicher ¢- Gruppen. 


Körper ist vom Grade —op(l,), unter @(l,) die Anzahl aller incon- 


sruenten und gegen l, relativ primen ganzen rationalen Zahlen ver- 
standen. Ebenso entspringt aus r durch rationale Rechnungen ein 


reeller Kreisteilungskörper sap (I)e Grades. Durch Combination 


dieser beiden Körper entspringt derjenige Körper Q, welcher der vor- 
liegenden Gruppe zu Grunde liegt. 


Es soll nunmehr eine zweite Einschränkung eintreten, welche da- 
( A Dx A 
hin zielt, dass Q mit dem aus \e +e *» ) entspringenden reellen 


u 1 sA 
Kreisteilungskörper des Grades — p(l;) identisch wird; und zwar wollen 


wir dies dadurch erreichen, dass wir l, auf solche Werte einschränken, 
für welche r rational ausfällt. Indem wir l}, = 2 als zu elementar bei 
Seite lassen, haben wir sonach nur noch l, = 3, 4, 6 zuzulassen) und 
finden als entsprechende Werte r = 1,2,3. Setzen wir in der Sig- 
natur l an die dritte Stelle (was nach pg. 304 ohne weiteres statt- 
haft ist) und lassen den Index 2 bei l, fort, so sind es jetzt noch die 
Gruppen folgender Signaturen: 


(3) (0, 3; 2, 3, 1), (0, 3; 2,42, (0, 3; 2, 6, D), 
welche zur Discussion gestellt sind. 


Übrigens bemerke man noch, dass q innerhalb 2 stets dann ein 
Quadrat darstellt, wenn ! ungerade ist; denn in diesem Falle gilt die 


Formel: 
ni ri\2 2in (+1 2in I+1\2 
et! +e t!) = ( nr ee“ ) i 


Tassen wir zusammen, so sind folgende die für uns in Betracht kommenden 
Zahlentripel p, q, r: 


1) für l= 1 (mod. 2) 
DEE (2e0s 7) u — 4, q=1, r=u, 
2) für L= 0 (mod. 2) 
A= (2cos a u— 4, q= (2cos =), r = i; 


hierbei sind für u der Reihe nach die Werte 1, 2, 3 einzutragen. 
Endlich stellen wir noch fest, dass die Substitution V, den Typus 


*) Man könnte auch noch l, = & zulassen; doch kommen dann parabolische 
Substitutionen vor, und also würden wir nach pg. 602 auf den im vorigen Ka- 
pitel erledigten Fall des rationalen Körpers Q zurückkommen. 
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(1,g, r), V, aber den Typus (l, 4, 1) Nät. ME diesen Typen 
werden somit in der Gruppe noch (1, 1, r) und der Haupttypus 
(1, 1, 1) vorkommen. 


$ 7. Discussion der drei Bedingungen der eigentlichen Disceontinuität. 


Es wird sich jetzt vor allem um Entscheidung der Frage handeln, 
für welche Werte l die Körper & samt den zugehörigen Tripeln p, q, v 
die pg. 59S formulierten Bedingungen I, II und III der eigentlichen Dis- 
continwuität erfüllen. 

Die Bedingung I, dass alle mit Q eonjugierten Körper reell sein 
müssen, ist stets erfüllt. In der That ist der hier zu Grunde liegende 
Kreisteilungskörper Q ein sogen. Galois’scher Zahlkörper oder Normal- 
körper, welcher mit seinen sämtlichen conjugierten Körpern identisch ist. 

Betreffs der Bedingungen II und III bemerke man, dass r stets 
rational ist, und dass dasselbe für q bei ungeradem / gilt. Aber auch 
bei geradem ! sind alle mit g conjugierten Zahlen positiv; denn sie 
stellen Quadrate reeller Grössen vor. Für die KErfülluns der Be- 
dingungen II und III ist demnach hinreichend und notwendig, dass 
alle mit 9 conjugierten Zahlen, ausser p selbst, negative Werte haben. 


Die (n — 1) mit p conjugierten Zahlen p,, Par ... Pr-ı Sind 
gegeben durch: 
9 J. 
(1) 2 cos a Hu—2?, 


wo k alle gegen / primen rationalen ganzen Zahlen des Intervals 
geg p g 


l 


1 <k < 5 zu durchlaufen hat. Die niederste hierbei eintretende Zahl 


k ist die kleinste in Z nicht aufgehende Primzahl, welehe x genannt 
werden soll. Ist die für k= x gebildete Zahl (1) negativ, so gilt 
dies um so mehr von den weiter folgenden Zahlen (1); wir haben 
demnach hier nur zu fordern, dass die Ungleichung gilt: 





Iun » 
(2) 2 cos et N) 
Diseutieren wir nun zunächst den ersten Full u = |, so liefert 
die Ungleichung (2): 
2 l 
(3) = > F oder z > ee. 


Die der Primzahl x voraufgehenden Primzahlen seien 1,2,3,5,....,% 
so dass ! ein Multiplum des Produetes 2.8-5... A ist. Aus der 
Ungleichung (3) folgt demnach 

2:5.5...4 <6x; 


Fricko-Kloin, Automorpho Functionon. 1 39 
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und diese Bedingung gestattet den Schluss, dass x nicht grösser als 
7 sein kann. Wäre nämlich <> 7, so würde folgen: 
H-T- A< und also 5.7...1-—- 6 <a 

Letztere Ungleichung ist aber unmöglich, da die links stehende posi- 
tive ganze Zahl durch keine Primzahl 2, 3, 5, .... A teilbar ist und 
also als eine den Wert 1 übertreffende ganze Zahl durch x oder eine 
grössere Primzahl teilbar ist. Die kleinste in 2 nicht aufgehende 
Primzahl ist also eine von den vieren 2, 3, 5, 7, und in jedem Falle 
ist l durch das Product der voraufgehenden Primzahlen teilbar*). 
Unter Heranziehung der Ungleichung (3) haben wir also folgende 
Möglichkeiten gewonnen: 

!<12, l ungerade, 

L< 18, LI prim gegen 3, !=0 (mod. 2), 

<30, l prim gegen 5, !=0 (mod. 6), 

gegen 7, l= 0 (mod. 30). 

Unter Auslassung der auf bereits bekannte Gruppen führenden Zahlen 


l< T finden wir mit diesen Bedingungen in Übereinstimmung nur die 
folgenden elf Zahlen l: 


(4) l= 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 16, 18, 24, 30. 


l <42, l prim geg 


Die mit diesen Zahlen l gebildeten Signaturen (0, 3; 2, 3, 1) liefern 
Körper Q und Tripel p, q, r, die den Bedingungen I, II, III der eigent- 
lichen Discontinuitiit genügen; von allen übrigen Signaturen (0, 3; 2, 3, D 
gilt dies nicht mehr. 

In den beiden übrigen Fällen u = 2 und 3 können jedenfalls nicht 
noch andere Zahlen l, als die unter (4) genannten, brauchbar werden; 
nur hat man hier auch die Zahlen ¿<7 zu prüfen, welche bei (0, 3; 2, 3, 2) 
durchweg auf elliptische oder parabolische Rotationsgruppen führten. 

Indem man aber den Ansatz (2) für u = 2 und 5 im eben gce- 
kennzeichneten Sinne einzeln prüft, ergiebt sich folgendes Resultat: 
Die Gruppen der Signaturen (0, 3; 2,4, D) liefern nur für die sieben 
Werte: 

(5) i=5, 6, 7,8, 10.087138 


Körper & und Tripel p, q, r, welche den Bedingungen der eigentlichen 
Discontinuität genügen. Ebenso liefern die Gruppen der Signaturen 


*) Den Wert x = 1 lassen wir aus, da wir für 2< 6 auf die elliptischen 
bez. parabolischen Rotationsgruppen zurückkommen. 
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(0, 3; 2,6, D) nur für die fünf Werte: 
(6) l = 4, 5, 6, 8, 12 
brauchbare Ansätze. 
In den aufgezühlten Fällen findet sich die Signatur (0,3; 2,4, 6) 


zweimal. Auch die Signatur (0, 3; 2, 6, 6) ist nicht wesentlich neu; 


Tr 


. ° . e . m 
denn ein gleichschenkliges Dreieck der Winkel ,, = 


7T = 
T) wird dureh 
> 


3 a . $ s vr Pid T LA z 
die Höhe in zwei Dreiecke der Winkel „, „, q zerlegt. Es ne- 


stieren somit 21 wesentlich verschiedene Fälle, welche nunmehr der 
näheren Untersuchung zu unterziehen sind. 


S 8. Die zu den ausgesonderten Signaturen (0, 3; 2, Is, l) 
gehörenden Gruppen [p, 4, r]. 


Aus den Erzeugenden Vi, V, der einzelnen Gruppe (0,3; 2, L, l) 
haben wir denjenigen Körper 2% sowie dasjenige Tripel p, q, r be- 
stimmt, welche zu Grunde zu legen sind, wenn jene Gruppe als Gruppe 
[p, q, r] unserer oben betrachteten Art arithmetisch erkenubar sein 
soll. Es sind dann soeben diejenigen Fälle aufgezählt, bei denen 
allein für die von uns ausgewählten Werte /, eigentlich discontinuier- 
liche Gruppen [9, q, r] auftreten. Wir wollen in diesen Fällen jetzt 
zunächst die Gruppen [p, q, f] in arithmetischer Untersuchung näher 
festlegen. Ob die einzelne Gruppe geradezu mit der zugehörigen Gruppe 
(0, 3; 2, k, l) identisch ist oder nicht, wird dann weiter zu dis- 
cutieren sein. 

Übrigens erscheint es angebracht, hier noch die Gruppe (0, 3; 
2, 4, 6) von der weiteren Untersuchung auszuschliessen. Bei dieser 
Gruppe ist nämlich Q der rationale Körper, und in der That haben 
wir die fragliche Gruppe auch bereits oben (pg. 554) ausführlich 
untersucht. 

Für die zwanzig übrig bleibenden Gruppen bestimmt man die 
Grade n der zugehörigen Körper 2 leicht aus der Formel !n = g{!). 
Zu quadratischen Körpern werden wir für | = 5, S, 10 und 12 geführt; 
und hierher gehören zehn unter den zwanzig Gruppen, deren Signa- 
turen wir gekürzt in der Gestalt (l, l) angeben*): 

(3, 8), 9, 10), (3, 12), (+, 5), CH, 5), CH 10), (i, 12), 

(5, 6), (6, 5), (6, 12). 


*) Da die Reihenfolge der Zahlen /,, I, an sich gleichgültig ist, so stellen 


wir die kleinere in der Regel voran. 
Re 
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Oubische Körper liegen bei = 7, 9, 14, 18 vor; und hierher gehören 
die sechs Gruppen: 
(3, 7), (3, 9), (3, 14), (3, 18), (4, 1), (4, 18). 
Zu biquadratischen Körpern gelangt man bei ? = 16, 24 und 30; und 
die drei zugehörigen Gruppen haben die Signaturen: 
(3, 16), (3, 24),68, 30): 

Endlich haben wir einen Körper fünften Grades für l = 11 bei der 
einen Gruppe (3, 11). 

Um die hier zur Geltung kommenden Zahlkörper näher festzu- 
legen, definieren wir vor allen Dingen die ganze algebraische Zahl 


© durch: 
a u 
(1) o = 2008 e ee 


Behalten wir n in der Bedeutung n = 2 o (l) bei, so haben wir als- 


dann in [1, ©, ©, ..., @”—?!] eine Basis des Körpers 2, in welcher 
sich alle diesem Zahlkörper angehörenden ganzen Zahlen in der Gestalt: 


hy + ho + io +. + erit 
mit Hilfe ganzer rationaler Coefficienten % darstellen lassen*), . 
Im Falle eines quadratischen Körpers geben wir nun einfach die 
Bedeutung von œ an: 





1—5, MEE 
L=8, o=VŅV2?, 

/5 
l = 10, o = 


l = 12, o = V3. 


Die beiden zu l = 5 und l = 10 gehörenden Körper sind hiernach 
identisch. Bei den cubischen Körpern begnügen wir uns mit der An- 
gabe der Gleichungen: 

l=, o + o — 20o — 1 =0, 

l=9, &®—-3o+1=0, 

l = 14, œ — o? — 2o + 1 =0, 

l = 18, œ’ — 30 — 1 = 0; 

*) Dies folgt leicht aus einem bekannten Satze über die Basis des aus den 

lten Einheitswurzeln zu erzengenden Körpers; cf. etwa Hilbert, Die Theorie der 


algebruischen Zahlkörper, Satz 124, pg. 333 im Aten Bde. des Jahresberichts der 
Deutschen Mathemat. Vereinigung (Berlin, 1897). 
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diese Körper sind wieder zu Paaren identisch. In den drei Fällen 
n = $ mögen die © wieder explieite angegeben werden: 





ei: o= ya, 
l= 24, o =V2 + y3, 
: — 1+5 , WI 
Be mR Een 
während für 2= 11 die Angabe der Gleichung genüge: 
l= 11, œ+ v — 40? — 309 +3o+1=0. 


Zweitens haben wir jetzt die bei dem einzelnen Körper 2 zur 
Verwendung kommenden Zahlentripel p, q, r explieite anzugeben. Das 
einzelne Tripel schreiben wir kurz [p, q, r], während die Signatur der 
einzelnen Gruppe wie oben abgekürzt durch (l,, l) bezeichnet werde. 
Es handelt sich dann bei unseren zwanzig Gruppen um folgende Tripel: 


5, Er, 1, >| für (4,5), 
ONEN 5| — 60, 


i=8, [-ı+y2 24V2, i] » 
We, 2+V2 2 „».& 
[1 +y2, 2+V2, 3] n 
l = 10, +, Dia 1| „8. 


4” 


“i 





ATN 
cs 
bd 
D (D) 
u. ~ 
7 


a 
To 
~ 
In 
Sr 
= 


5 /5 
+r ? >| „ Ct, 10), 


? 


a a, 2+93, ı| » i, 1B), 
Iv3, 2 4+ y», 2] „ (MW, IB), 
Den LS a; ur 





614 III Arithmetische Bildungsgesetze eigentlich discontinuierlicher &-Gruppen. 





=1, an (3, 1), 

19, [o — 1, 1, 1] für (3, 9), 

(=l (3 12 

[a— 1, a „ i 18), 

L=; lo, ie 2] ” (4, 7), 

l= 18, [o, ø+2, 2] „ (4, 18), 
16, |- ı Va o + V für (3, 16), 
=, |-ı Ya +3, 2 Haag „ 8,2), 


apys , vaist ys Te 31/5 + v5 
l = 30, | e pet i, e y Eye ] „ (3, 30), 


i=11, [—1, 1, 1] fr oa 


Wir haben nun für diese Tripel auf Grund des zweiten in § 2 
pg. 589 entwickelten Ansatzes guadrimodulare Gruppen zu bilden; denn 
nach pg. 607 war jedesmal die zweite Erzeugende V, erst bei quadri- 
modularer Schreibweise ganzzahlie. Um das Nähere in dieser Hin- 
sicht zu untersuchen, müssen wir auf die Gestalten der pg. 607 durch 
V, bezeichneten Substitutionen vorab explicite zurückgehen. 

In den Fällen gerader l gelten die gemeinsamen Darstellungen: 


n= Von 1 er 

" A\=1+Yoa-1, VYa+?2 

m pma VYo+?2, 2 + Yo 4, D 

l NSV + Vo, Vo 2 / TE 
r -( Vo +2, V3 +Vo + ) 6, D 
NS 4yo Fi, Vo +2) 


Bei den sechs Fällen ungerader l aber wird Yo + 2 in & rational; 
hier haben die Erzeugenden V, folgende explicite Gestalten: 


) für (3, D, 
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l w ypy yV 
zu: ki bo 
ka= u ür (4, 3), 
== — 1 5 1 ($ 
E VAT, u 














CA y m Bn 
j - 1+-Vo—1, o“ +- o — | i i l 
n=( Be, ne ) 4,7) 
" \-Y2+yo, @+o-—1 S 

o” + o — 2, I Vvarıı i 
l N ka 2 A 


ot + v’ — 30? — 2 1,1-4 Faer 
E-( T oia +Vo ) , 61) 


| 


Es gilt nun, den Ansatz der quadrimodularen Gruppe wirklich 
durchzuführen. Zu diesem Zwecke haben wir drei ganze und gegen 
2 relativ prime Zahlen «, v, w aus 2 zu bestimmen, welche der Con- 
gruenz genügen: 


(4) pw = qè? + rw? (mod. 4). 
Für die sechs Gruppen mit ungeradem l lösen wir diese Congruenz 


durch: 
(5) I=], v= Vo +2, w=l, 


wobei für Vo + 2 in jedem Falle sein unter (3) benutzter rationaler 
Ausdruck in œ einzusetzen iste Da q = 1 uud p— r= vo — 2 ist, 
so ist für die genannten drei Zahlen «, v, w die Bedingung (4) wirk- 
lich erfüllt. Da überdies & in jedem der fraglichen Fälle eine Ein- 
heit darstellt, so ist (œ + ?) modulo 2 mit einer Einheit eongruent 
und also v ebenso wie «u und w prim gegen 2. Bei den Gruppen mit 
geradem l genügen wir der Congruenz (4) durch die Zahlen: 


(6) u= l, o—=1, w= l, 


denn dieselben sind prim gegen 2, und es ist jetzt q == œ + ? und 
p— r= o —?. 


Für die hiermit angegebenen Zahlen n, v, te ist nun bei jedem 
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Tripel p, q, r das System der Congruenzen (5) pg. 590 anzusetzen, 
und es sind alle mit diesen Congruenzen in Übereinstimmung befind- 
lichen quadrimodularen Substitutionen (4) pg. 590 zu bilden, welche 
die nach pg. 587 zulässigen Typen besitzen. Zufolge der Erörterungen 
von ng. 590ff. bilden diese Substitutionen in ihrer Gesamtheit eine Gruppe, 
welehe wir als die quadrimodulare Gruppe [p, q, r] zu bezeichnen haben. 

Endlich stellen wir hier gleich noch fest, dass die erzeugenden 
Substitutionen V,, V, jedesmal in der zugehörigen Gruppe [p, q, r] 
enthalten sind, dass also die einzelne unserer hier in Rede stehenden 
ITauptkreisgruppen (0, 5; 2, la, Is) in der correspondierenden quadıimodu- 
laren Gruppe [p, q, 7] als Untergruppe enthalten ist. Für die Sub- 
stitution V, ist dies selbstverständlich; denn sie hat den Typus (1,g,r) 
und besitzt, quadrimodular geschrieben, lauter durch 2 teilbare Zahlen 
a, b, c, d, so dass die Congruenzen (5) pg. 590 erfüllt sind. Bei V, 
unterscheiden wir wieder, ob 2 ungerade oder gerade ist. 

Bei ungeradem ! hat V, den Haupttypus, und man bat insbeson- 
dere q = 1, b = 0, so dass zufolge (5) pg. 590 bei den jetzt gültigen 
Werten u, v, w folgenden Congruenzen: 

c+d=0, aVYo +2 ter Se 

a+ Vo +2=0, at oe 

zu genügen ist. Aber V, liefert a = Vo + 2, c = d = 1, so dass 

bei. den für uns vorliegenden Werten p, r diesen Forderungen in der 
That stets genügt wird. 

Bei geradem ? liefert V, den Typus (1, q, 1). Die Congruenzen 


(5) pg. 590 nehmen demnach bei den jetzt zur Geltung kommenden 
Werten (6) von u, v, w und wegen b = O die Gestalt an: 


c+d=0, aq+cer+4 dpŒ=0@ 
n o (mod. 2). 
a+d=0, a+c=0 

Die explieiten Gestalten von V, findet man in (2); es ist in allen drei 

Fällen a = c = d = 1, und man hat 4 = 0o +2, p-r =o 7 

so dass die vorstehenden Congruenzen in der That stets erfüllt sind. 
Unsere Behauptung, die einzelne Gruppe (0, 3; 2, b, l3) sci als 

Untergruppe in der correspondierenden quadrimodularen Gruppe [p, 4, ?] 

enthalten, hat sich demnach für jeden Fall bestätigt. 


| (mod. 2) 


$ 9. Beweis der Identität der ausgesonderten Gruppen (0, 3; 2, ls, l3) 
mit den arithmetisch definierten Gruppen [p, 9, r]. 


Die zwanzig im vorigen Paragraphen definierten quadrimodularen 
Gruppen [p, g, 7] sind eigentlich discontinuierlich und besitzen Dis- 
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eontinuitätsbereiche, welche parabolische Ecken nicht aufweisen, son- 
dern durehaus im Innern der &-Halbebene verlaufen. In der einzelneu 
solchen Gruppe ist die Gruppe der zugehörigen Signatur (0, 3; 2, L, 4) 
als Untergruppe enthalten, und zwar als eine solche von endlichem 
Index, da auch der Discontinuitätsbereich der letzteren Gruppe günz- 
lieh im Innern der &-Halbebene liest. 

Um nun das gegenseitige Verhältnis dieser beiden Gruppen end- 
gültig aufzuklären, nehmen wir die Erweiterung durch die Spiegelung 
&=-— £ vor. Das System der Symmetriekreise der quadrimodularen 
erweiterten Gruppe [p, q, r] möge eine Einteilung der Halbebene in 


7T 


Kreisbogen-m-ecke der Winkel l, re k liefern. Unter den 
1 2 m 


Kreisen der m-Eckteilung kommen im speeiellen auch die Symmetrie- 
kreise des Dreiecksnetzes der Untergruppe (0, 3; 2, l, l) vor; und 
es mögen immer u äquivalente m-Ecke ein einzelnes Kreisbogendreieck 
zusammensetzen. 

Nun ist der Inhalt eines einzelnen m-Ecks im Sinne der hyper- 
bolischen Maassbestimmung [(m — 2)x — s], wenn s die Winkelsumme 
des Polygons ist”). Wir würden also den Ansatz zu bilden haben: 


1 1 1 i 1 N 
Oo O Fe ,._ ) = _ı_ı1 
G) «(m ur, 2 Bee Gr 


at 


welcher zum Ausdruck bringt, dass der u-fache Inhalt des m-Eeks 
gleich dem Dreiecksinhalt ist**). Diese Gleichung ist nun der uäheren 
Diseussion zu unterziehen. 

Es ergiebt sich zunächst, dass die Zahl m nur selber wieder 
gleich 3 sein kann. Ist nämlich erstlich m > 4, so ist das inhaltlich 
kleinste m-Eck dasjenige mit lauter rechten Winkeln. Sein Inhalt ist 
n =; und da u wenigstens = 2 ist, so würde die linke Seite in (1) 
mindestens gleich (m — 4) und also > 1 sein. Die rechte Seite aber ist 


4 — so dass m < 4 ist. Das kleinste Viereck hat drei rechte Winkel 


2 ’ 





und einen Winkel = Hier würden wir durch Berechnung des Vier- 
eckinhaltes finden: 

1 1 1 1 ig 

_ und also = Dom 

9 h 1 > 3 6 I, + l 


*) Diese Kegel kanun man leicht durch Integration des in (T) pg. 28 ge- 
gebenen Differentials dr bestätigen; sicho übrigens etwa Frischauf, Klemente 
der absoluten Geometrie, pg. 40 f. (Leipzig, 1876). 

*+) Bei der Maasszuhl eines Inhalts soll der Fnetor æ der Kürze halber 
stets fortgelassen werden. 
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Dies ist aber nicht möglich, da bei den für uns in Betracht kom- 
menden Gruppen stets eine der beiden Zahlen l, l, sagen wir l, 
kleiner oder gleich 6 ist. Man wird somit auf m=3 als einzigen 
Wert zurückgeführt und hat an Stelle von (1): 


1 1 1 1 1 1 
e) p(t T a a 
Es handelt sich hiernach um die Frage, ob es möglich ist, im 


Netze der Kreisbogendreiecke mit den Winkeln cine Anzahl 


7 7 Te 
A? l? h 
von u Dreiecken zu finden, welche ein grösseres, mit einem rechten Winkel 
ausgestattetes Dreieck gerade vollständig ausfüllen *). Dabei werden wir 
uus wegen des grösseren Dreiecks auf die oft genannten zwanzig Com- 
binationen l, l zu beschränken haben. 


Wir werden bereits alle hier möglichen Fälle kennen lernen, wenn 


wir 4 == 2 setzen. Ist nämlich das Dreieck der Winkel =, =, = 
1 2 2 


zwar nicht rechtwinklig, aber gleichscheuklig, so liefert die Hälftuug 
desselben zwei rechtwinklige Dreiecke, auf welche wir dann zunächst 


zurückgreifen. Unter allen ungleichschenkligen Dreiecken ohne rechten 
T T 


Winkel ist aber dasjenige der Winkel a 


— das kleinste; es hat 


3 


1 = 
den Inhalt „„. Da nun u mindestens gleich 2 sein soll, so würde 


gelten 


Zu > und also > 


was gegen die Ungleichung l < 6 verstossen würde. Wir dürfen 
somit A, = 2 nehmen und haben an Stelle von (2) die Gleichung: 
1 1 1 1 1 1 
(3) els- a) 
Man bemerke nun weiter, dass u mindestens = 3 zu nehmen ist. 


Es lassen sich zwar, wenn wenigstens eine der Zahlen A,, A, gerade 
T PA 
Aa? hs 
sammenlegen, dessen Winkel aliquote Teile von æ sind. Indessen 
würde dies Dreieck gleichschenklig sein; und man überzeuge sich, dass 
bei den für uns gültigen Combinationen niemals l, = l, auftritt. Jede 
andere Combination zweier Dreiecke liefert aber ein Kreisbogenviereck. 

Ist nun A,>4 und A, > A,, so ist der Inhalt des kleineren Drei- 


e . . . . TU . . 
ist, bereits zwei Dreiecke der Winkel —, zu einem Dreiecke zu- 


*) Dieses Problem ist unter noch allgemeineren Voraussetzungen von Goursat 
bei seinen Untersuchungen über die Transformation der hypergeometrischen Func- 
tionen behandelt; siehe z. B. dessen Abhandlung „Sur les intégrales rationelles de 
"equation de Kummer“, Math. Annalen Bd. 24 (1884). 
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5) 
ecks > j; man schliesst hieraus wegen u > 3: 


1 1 ba 1 1 1 
u T27 Malie a, a’ 
was indessen der Ungleichung le < 6 widerstreitet. Ist weiter A, = I 
und 4, > 7, so findet man entsprechend: 
1 1 vw. 1 1 N 
ru und also sam E. 


was gleichfalls unmöglich ist. Nehmen wir ,—=4 und A, = 1, so 
bemerke man, dass l und l doch wieder Teiler dieser Zahlen dar- 
stellen müssen, so dass wir hier einzig auf l, = 4 und l = 7, d. i. 
auf u = 1 zurückkommen. Genau so liegt es bei der Combination 
Aa = 4, 4 = 5, während die Combination 4, = 4, 2; = 6 als zum 
rationalen Körper 2 gehörig ausser Betracht bleibt. 

Zufolge dieser Überlegung ist A, = 3 zu setzen, und wir schreiben 
dann A, = 2. Unter diesen Umständen darf l, nicht auch noch gleich 
3 sein; denn jetzt wäre /, Teiler von A und damit das Dreieck der 
Winkel Š, 5, 7 nicht grösser als dasjenige der Winkel É. 7 E. 
Man hat also nach einander l, = 4 und l, = 6 zu setzen und findet, 
indem man noch l, = schreibt, die beiden Ansätze: 


1 1 1 1 1 1 1 N 

(4) Be :)-7-7 eT 7 
wobei A im ersten Fall ein Multiplum von 4, im zweiten ein solches 
von 6 sein muss. Überdies muss auch /! in A aufgehen, 
und wir schreiben dieserhalb A = It. 

Da u > 3 ist, so folgt aus der ersten Gleichung 
(4) durch Multiplication mit A die Ungleichung: 

pi r3 F . A b 

O z 6)-s d. i. OTE 
Nun ist A durch 4 teilbar und 2 > 7, t> 1l; es folgt 
also als einzige Möglichkeit 4 = $, l = 1. In der That 
überzeugt ein Blick auf die hier beigefügte Figur 190 
davon, dass sich wirklich aus drei Dreiecken der Winkel 
=, 3, 5 ein Dreieck der Winkel $, 
bauen lässt. 

Bei der zweiten Gleichung (4) folgern wir entsprechend: 


ei -126)-3: di ($)+:<3. 


Da nun hier A durch 6 teilbar ist und die Bedingungen A > 1, to 1 


yr 


~, auf- 


Figi 190. 
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bestehen bleiben, so ist A= 12, t=1 die einzige Lösung, welche in 
der That brauchbar ist. — 

Nach diesen Ergebnissen bleiben zur näheren Untersuchung nur 
die beiden Fälle (0, 3; 2, 4, 8) und (0, 3; 2, 6, 12). In allen übrigen 
Fällen besteht das System der Symmetrieckreise der quadrimodularen 
Gruppen [p, q, r) einzig aus denjenigen Kreisen, welche das zugehörige 
Dreiecksnetz (0, 3; 2, l, l) liefern. Nur in den beiden genannten 
Fällen ist es möglich, dass die Symmetriekreise der quadrimodularen 
Gruppen nicht die Dreiecksnetze (0, 3; 2,4, 8) und (0,3; 2, 6, 12), 
sondern die Netze (0, 3; 2, 3, 8) und (0, 5; 2, 3, 12) liefern. 

Würde dies nun wirklich zutreffen, so würden die zu den Winkeln 
Z bez. — der Ausgangsdreiecke (0, 3; 2,4, 8) und (0, 3; 2, 6, 12) 
gehörenden elliptischen Erzeugenden: 

E -/y2, —V2 + A 
V2 +yY2, v3 +Vy2 


V- Va, IE +H 
V2 +V3, V5+V1+V3 
Quadrate gewisser zwei in den correspondierenden quadrimodularen 
Gruppen [p, q, r] wirklich vorkommender Substitutionen sein. Die 
Gestalten dieser letzteren Substitutionen würden sich aus (5) und (6) 
bestimmen zu: 


(5) 


(6) 


V54 y2 — ViTi 
n — |} 
1, V2+ya eme 
(“T 1+3, Ei 
1, VIV +V FV 
Aber man zeigt unter Rückgang auf (1) pg. 586, dass die erste dieser 
Substitutionen bei Tripel [Y2, 2 + V2, 2] nicht auftreten kann, und 
die zweite nicht beim Tripel [1 + V3, 2 + V3, 3]. 

Hiermit haben wir endgültig das Resultat gewonnen, dass bei 
allen zwanzig arithmetisch erklärten Gruppen [p, q, r] das System der 
Symmetrickreise gerade genau das correspondierende Dreiecknetz liefert, 
darüber hinaus also weitere Symmetriekreise nicht aufweist. 

Es wird somit auch jede Operation der Gruppe [p, q4, r] das 


Dreiecksnetz in sich transformieren; und von hieraus erkennen wir 
ohne Mühe vermöge einer oft ausgeübten Schlussweise, dass das ein- 


- 


l 
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zelne Dreieck ein Discontinuitätsbereich der Gruppe [p, y, r} ist*). 
In allen zwanzig Fällen haben wir hiernach die Hauptkreisgrupp« (0, 3) 
als quadrimodulare Gruppe [p, q, r) arithmetisch vollständig erkannt. - 
Wie man gesehen hat, ist es für die arithmetische Untersuchung 
der Hauptkreisgruppen (0, 3) durchaus wesentlich, an die quadri- 
modularen Gruppen des $ 2 (pg. 539) anzuknüpfen. Die Aufstellung 
der unimodwlaren Untergruppen ist in den meisten Fällen nur durch 
umständliche Rechnungen zu erreichen. Zu einem besonders eleganten 
Ergebnis gelangt man in dieser Hinsicht bei der Gruppe (0, 3; 2,5, 7). 
Die durch € = — ¢ erweiterte unimodulare Gruppe ist hier in der Ge- 
samigruppe eine Untergruppe des Index 63, und sie besitzt als Discon- 
tinwitätsbereich ein requläres rechtwinkliges Kreisbogensiebeneck. In der 
That zeigt die nebenstehende 
Figur 191 unmittelbar, dass 
sich 63 Kreisbogendreiecke 


der Winkel Z, =, Z zu 


2 3? 7 
einem regulären rechtwink- 
ligen Kreisbogensiebeneck zu- 
sammenfügen lassen. Über 
die näheren Ausführungen 
dieses Gegenenstandes, so- 
wie über die aus Figur 191 
hervorgehende Commensura- 
bilität der Gruppen (0, 3; 
rund (0,3; 2, 4,7) 
sehe man die schon gelegent- 
lich genannte Abhandlung Fig. 191. 
des Verf. „Über den arith- 
metischen Charakter der zu den Verzweigungen (2,5, T) und (2, 4, 7) 
gehörenden Dreiecksfunctionen‘“ **). 





§ 10. Ansatz der zu behandelnden Hauptkreisgruppen des 
Charakters (l, 1). 


An zweiter Stelle sollte untersucht werden, inwieweit wir mit 
den Ansätzen vom Anfang des vorliegenden Kapitels Gruppen der 


— — 


*) Bei der Durchführung dieser Überlegung kommt übrigens zur Geltung, 
dass wir nur mit ungleichseitigen Dreiecken zu thun hnben. 
**) Mathem. Annalen Bd. 41, pg. 443 (1892). 
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Gattung (1, 1) arithmetisch zu erklären vermögen. Eine Reihe von 
beschränkenden Angaben über die hier zur Geltung kommenden Gruppen 
(1, 1) seien hier gleich anfangs aufgezählt. 


Die einzelne Gruppe [p, q, r) hat die reelle Axe und den Kreis 
des Radius 1 um §Ẹ = 0 zu Symmetriekreisen. Die zu é = i gehörende 
elliptische Substitution ( K 5) wird demnach die Gruppe (1, 1) in 

TRN) 
sich transformieren. Nach der allgemeinen Theorie (pg. 354 ff.) ge- 
stattet jede Gruppe (1, 1) Transformationen in sich dureh elliptische 
Substitutionen der Periode 2. Einen einzelnen zugehörigen Fixpunkt 
kann man dann zum Centrum eines kanonischen Vierecks der Gruppe 
machen; in Figur 126 pg. 355 ist e, ein derartiger Fixpunkt. 


Indem wir diese Figur gleich noch weiter heranziehen, nehmen 
wir an, dass die beiden Mittellimien e e, und e,e, Syınmetrielinien des 
Vierecks seien, die wir alsdann mit der imaginären Axe und dem 
Einheitskreise indentifieieren. Auf diese Weise werden wir das ge- 
samte kanonische Viereck (1, 1) aus wier abwechselnd symmetrischen 
EEE 
2’ are 
mensetzen, vorausgesetzt, dass (1, 1; !) die Signatur der vorgelegten 
Gruppe (1, 1) ist. In 
Figur 192 ist das ka- 
nonische Viereck (1,1), 
welches wir solcher 
Weise zu Grunde legen, 
schematisch gezeichnet; 
und es ist zugleich die 
Bedeutung der beiden 
Erzeugenden V, und V, 
durch Pfeile charak- 


terisıert. 


ro ç o . . 7 
und congruenten Kreisbogenvierecken der Winkel <, zusam- 





o 
Fig. 192. Die Gruppen [ p, q,7] 
sind auf der reellen 


Axe nur uneigentlich discontinuierlich; und sie haben, falls wir den 
rationalen Körper 2 wieder bei Seite lassen, auch keine parabolische 
Substitutionen. Es ist alsdann / eine endliche ganze rationale Zahl 
>1. Bei gegebenem ? haben wir aber noch oo! Gruppen (1, 1), wie 
mau mit Hilfe von Figur 192 leicht feststellt. Dem entspricht es, 
dass im Ausdruck der Erzeugenden ein continuierlicher Parameter % 
enthalten ist; man findet in der That leicht: 
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ae) 


Veen [ew: 


ád 


? O 
(1) Éi = ; 

| kin 7 ea 
) -) 


It dcos I .x=? 2 cos $- z7! 
cos nn F ar n a e 
a 3 
1 V 3 H UE 
2 cos 57 z ) meer 


wo x als reelle positive Zahl willkürlich zu wählen ist. 

Haben wir nun bei den Gruppen (0, 3) von den quadrimodularen 
erweiterten Gruppen Gebrauch gemacht, so soll gegenwärtig die erste 
in § 2 (pg. 588) besprochene Methode der Gruppenerweiterung zur 
Geltung kommen. Es sollen demnach die Substitutionscoefficienten 
bereits bei unimodularer Schreibweise durchaus ganzzahlig sein. Dies 
wird bei V, stets und nur dann zutreffen, wenn x als ganze alge- 
braische Zahl gewählt wird; dann nämlich ist sowohl (« + ð) wie ad 
ganzzahlig, und also gilt dasselbe von « und ô einzeln. Die Sub- 
stitution V, erfordert weiter, dass x als Teiler der ganzen Zahl 


0 


O R= 





2 cos 5 gewählt wird: Damit sich die Gruppe (1, 1; l) der ersten in 
$ 2 besprochenen Gruppenericeiterung unterordnet, ist hinreichend und not- 


. . . TE . r 
wendig, dass x als eine in 2 cos, aufgehende ganze algebraische Zahl 


27 
gewählt wird. 

Hatten wir weiter bei den Gruppen (0, 3) allgemein Kreisten- 
lungskörper 2 zu Grunde gelegt, so wollen wir hier ausschliesslich 
quadratische Körper 2 zulassen, weil mit den letzteren besonders cin- 
fach zu operieren ist. Nun ist die Summe (œ -+ ô), berechnet für die 


e ° . JE ° . 
Substitution V, V} V,-!V,=! gleich 2 cos}; Setzt man somit diese 


Substitution in der Gestalt (1) pg. 588 an, wo sie den Haupttypus 
haben wird, so findet man: 


J r4 2a 
& COS a] — a : 


Die Zahl v? ist nach pg. 589 in Q enthalten; es wird demnach auch: 


ni 


2 mi mi ai 
- T l ® € I -u i ) 
(2 cos | = ¢! +e +2? und also (. +c 


Lösung einer ganzzahligen Gleichung ersten oder zweiten Grades sem. 
Der eben genannte Zahlwert genügt aber allgemein einer ım rationalen 


. . . q 1 ` ` =N 
Körper irreducibelen Gleichung des Grades 3 p(21), unter Pl) die 
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Anzahl aller modulo 22 incongruenten und gegen 22 primen Zahlen 
verstanden. Es entspringt hiernach der folgende Satz: Damit ein 
quadratischer Körper wird, hat man l auf die fünf Zahlwerte einzu- 
schränken : 
(3) ıi=2,3,43®8. 
2 

In den beiden ersten Fällen l = 2 und l = 3 ist (2 cos = ra- 

tional, so dass die Auswahl des quadratischen Körpers Q hier zunächst 


willkürlich bleibt. Bei l = 4, 5 und 6 liegen aber drei ganz bestimmte 
7T 


Yes 2 
quadratische Körper vor, welche eben durch (2 cos ) festgelegt wer- 


den. Es sind dies bez. die Körper mit den Basen: 


1, v2), | 4], m va. 


Mit der Behandlung dieser letzteren Fülle soll hier begonnen werden. 


$ 11. Die Gruppen (1, 1; !) mit quadratischen Körpern 2 
für l = 4, 5, 6. 


Für die drei hier zunächst zur Discussion gestellten Werte l gelten 
folgende Gleichungen: 


=V2 (1 +V2) für I=4, 


x \2 1 /5 
(1) (2 cos Z) —y5.- + „kin 
= 2 + y3 M o 
Die Zahl x? ist in Q enthalten und stellt einen Teiler von (2 cos =) dar. 


Für 7 = 4 ist nun V2 eine Primzahl und (1 + YV2) eine Einheit 
des Körpers |1, V2]. Demnach wird x? entweder selbst eine Einheit 
darstellen oder mit V2 associiert sein. Die Einheiten dieses Körpers 


sind aber einfach die Potenzen von (1 + V2) mit ganzzahligen posi- 
tiven oder negativen Exponenten; man hat also den nachfolgenden 
Ansatz: 


(2) —=(1+Y2)” oder #=Y2(1+Y2)". 
Auf dieselbe Weise findet man für l — 5 die Werte: 


Yes er Aan 
(3) x = (1415) oder x? = V5 HE, 


sowie endlich für l = 6: 


(4) 2=(2+ VB). 
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Sollen sich nun die unter (1) und (2) pr. 623 gegebenen Sub- 
stitutionen V,, Fo dem Ansatz (1) pg. 5S8 unterordnen, so müssen 
die beiden Gleichungen gelten: 


(5) (+4) = pr- s’, 
(6) 4 cos? -a (1 + 4 cos? Zam) = p4 t”, 


wo s und it Zahlen aus 2 sind. Die Bedingungen der eigentlichen 
Discontinuität (pg. 598) erfordern, dass die zu diesen beiden Zahlen 
(5) und (6) eonjugierten Zahlen negative Werte haben *). Von hier- 
aus werden wir im Stande sein, die zulässigen Exponenten v in (2), 
(3) und (4) in Erfahrung zu bringen. 

Um dies zunächst im Falle l = 4 und für x? = (1 + Y2) aus- 
zuführen, so gilt hier: 


prs = (1 + V2)? +40 +2, 
pa ye (i +V el 1 +y 


Die Forderung, dass die zu diesen Zahlen conjugierten Zahlen negativ 
sein sollen, liefert die Ungleichungen: 


(1 -Y2)”’+4(1-Y2)<0, 
— y2 (~ 1 = V2} + 2 (— 1 = V2) <O. 
Zufolge der ersten Bedingung ist v eine ungerade Zahl; benutzen wir 


dies, so ziehen sich die beiden Ungleichungen nach kurzer Zwischen- 
rechnung zusammen auf: 


Z <(1 4V2} <14 TE 


Die einzige ungerade Zahl, welche dem genügt, ist v = — 1; ihr ent- 
spricht folgendes System von Erzeugenden: 


AE 5 
v, = j 


) 


7 Vs +y2?—V—ı+e? 
(1) | ? 


aty +r- rI e 
( +y2)Y-ı+y2VYe+yY2, U+?) — y? 


. ` r Woa: Sa 

Setzt man den zweiten unter (2) gegebenen Wert für x? in 15) 

k > . . . y" 9 4 . . Yo 
und (6) ein und fordert wieder, dass die zu prs? und pqi? eonjugierten 


*) Man bemerke, dass die Bedingung | pg. 598 hier stets ohne weiter& èr- 
füllt ist. 


Fricke-Klein, Automorphe Funclionen. 1. 40 
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Zahlen negativ sein sollen, so entspringen die Ungleichungen: 


(1 —-V2)”’-2y2 (1 — V27 <0, 
(-1-Y2"+(-1- 972” <0. 


Zufolge der ersten dieser Ungleichungen ist notwendig v gerade, und 
man findet daraufhin durch leichte Weiterentwicklung: 





1 


-= < (1 +2 <1 +72. 


2 y2 


i m S 7 2 r 2 » p . .. . RER. x 
Die einzige gerade Zahl, welche dieser Bedingung genügt, ist v = 0; 
ihr entspricht das Erzeugendensystem: 


Vı+eV2+1 Vy? 0 


Val oz i 
0, U yya 


za 
V, = 


(8) 
Yı+zy2.VYy, (+y)V-ı+Y2 
1 +yDV-ı+Y92, Yırya.Vy2 


Eine ganz analoge Überlegung gilt im Falle ? = 5, und man 
findet, dass hier nur die beiden folgenden Werte von x” mit den Be- 
? oO 
dingungen der eigentlichen Discontinuität verträglich sind: 
x 


E 
= — o, = y5. 


Der erste Wert liefert die folgenden Gruppenerzeugenden: 
1 7 5, 1- roa 
av= Veen 
ı (1/7 +15 ET, 
zZ 2 u“ T Vo 
3+Yy5 1-+ Y5 1/72 
y, iyya 
1 + V5 yE 3+5 
r aa Vy5 , ge 


während wir dem Werte x? = Y5 entsprechend finden: 
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Vs + y5 +V 


) 
V, = 
n Yı+Yv3— Vys 
(10) N n l ; 
1+ p5 Er 
” ? {9} 

a i > e 

yty 14+ 5 

l b? 2 


Endlich bemerke man, dass für l = 6 die mit x? conjugierte Zahl 
stets positiv ist; dasselbe gilt demnach auch stets für die mit prs 
conjugierte Zahl, so dass sich hier kein einziges die Bedingungen der 
eigentlichen Discontinuität befriedigendes z? finden lässt. — 

Wir haben nunmehr für jedes der vier Paare V}, V, das Tripel 
P, q, r zu bestimmen, welches geeignet ist, die zugehörige Gruppe 
aritlımetisch zu erklären. Die Substitution P, liefert dabei jedesmal 
den Zahlwert pr nämlich als die von quadratischen Teilern befreite 
Zahl #°(#°-+ 4), und aus F, leiten wir entsprechend py ub. Man 
wird dann p mit dem grössten gemeinsamen Teiler von pr und py 
associiert wählen, und damit sind die beiden anderen Factoren q, r 
stets eindeutig bestimmt. 

So findet man z. B. von dem unter (T) gegebenen Substitutionen- 


paar aus: 
B+YV2)-1+HV2)=Pp, 
8 — y2) (— 1 + y2) +2) = p4. 
Die beiden Zahlen (3 +Y2) sind die beiden verschiedenen Prim- 
teiler von 7; hier ist also p als Einheit zn wählen, und wir setzen 


p = — 1 + 72, worauf sich insgesamt ergiebt: 


31% 4 J: 
e 14y, p= Ve 4 2V2), r =3 HE. 
Unter diesen Umständen haben V, und V, die folgenden Typen: 
(r) (1 aT 
Foo G S ys o. 
Hierbei ist im zweiten Falle bei y die Zerlegung (35 — ] 3) (2 + Va) 
vollzogen, welche sich dem beschränkteren in $ I pu. DSG getroffenen 
Ansatze nicht unterordnet. Indessen bemerke man, dass im Körper 
i, y2] die Anzahl der Idealelassen gleich I ist, uud dass demnach 


hier jede mögliche Zerlegung Pı Pe, Ya, ris ugelassen werden Kamn. 


Bei den übrigen drei Snbstitutionenpaaren J3, I, Wird man ent 
ta * 
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sprechende Betrachtungen leicht ausführen. Man gewinnt so das Er- 
gebnis: Unter den Gruppen der drei Signaturen (1, 1; 4), (1,1; 5), 
(1, 1; 6) finden sich im ganzen nur vier Fälle, bei denen wir unter Ge- 
brauch des in Figur 192 pg. 622 angegebenen Ausgangsvierecks zu Gruppen 
[p, q, r] unserer Art mit ganzen algebraischen Coeffieienten geführt werden; 
es handelt sich hierbei um folgende nach der ersten Methode des $ 2 
(ng. 588) erweiterte Gruppen: 


1) [-ı+Y2, V20 +22) 3+P2], 
2) [1, y2, ı+2Y2], 


[1 v5 E88], 
d [u A, vero 


In allen vier Fällen ist bisher nur erst gezeigt worden, dass die 
als eigentlich discontinuierlich erkannte Gruppe [p, q,r] die zugehörige 
Gruppe (1, 1; 2) als Untergruppe von endlichem Index enthält. In- 
dessen hat die Weiterführung der Untersuchung nach der in § 9 
(pg. 617 ff.) befolgten Methode keinerlei Schwierigkeit. Man findet, dass 
die arithmetisch definierte Gruppe | p, q, r) in der That stets diejenige Gruppe 
der Signatur (0, 4; 2, 2, 2, 21) ist, welche aus der Gruppe (1, 1; D durch 





Zusatz von o E entspringt, und in welcher die Gruppe (1, 1; 0) 
? 
eine ausgezeichnete Untergruppe des Index 2 ist. 


$ 12. Die Gruppen (1, 1; 2) und (1, 1; 3) mit quadratischen 
Zahlkörpern 2. 

Die Behandlung der Gruppen der beiden noch übrig bleibenden 
Signaturen (1, 1; 2) und (t, 1; 3) ist insofern etwas umständlicher, 
als hier zunächst der zu Grunde zu legende Körper Q näher zu be- 
stimmen ıst. Man hat zu diesem Zwecke vor allen die Bedingungen der 
eigentlichen Discontinuität (pg. 598) heranzuziehen, von denen die 
erste bei einem reellen quadratischen Körper & natürlich stets von 
selbst erfüllt ist. Die Verwertung der beiden Bedingungen II und Ill 
geschieht in folgender Art. 

Erstlich bei der Signatur (1, 1; 2) gilt für V, und V, 

Pa M, BE 
Ze Zu -(),; + 20°, zz 
0: Vor VL -F 2x7 


en p} J 
yV Far 
D 


bd 
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Hier ist somit x” aus dem zu bestimmenden Körper Q als positiver 
Teiler von 2 auszuwählen, d. h. entweder als eine linheit oder als eine 
ganze Zahl mit der Norm N = + 2 oder als das Dog: einer Fin- 
heit. Nennen wir nun die mit x? conjugierte Zahl x”, so erfordern 
die genannten Bedingungen II und Hl, dass die Ungleichungen be- 
stehen: 


(1) 2@+9<0, >(1+5)<o. 


Die erste dieser Ungleichungen zeigt, dass x? negativ sein muss. Für 
die Norm N von x° sind demnach nur folgende Werte zulässig: 
(2) N= xz = — ] oder —2 ode — 4. 


Überdies vereinfachen sich wegen x? < 0 die Bedingungen (1) wesent- 
lich; man ersetzt sie ohne Mühe durch: 


(3) 2< — x <4. 

Multipliciert man 2 < — x? mit x°, so folgt x’ < — =. Vereinigt 
man dies mit — x? < 4, so folgt: 

(4) ad, 


Jetzt führen wir den Zahlkörper Q explicite ein und schreiben, 
unter D eine positive rationale ganze Zahl ohne quadratischen Teiler 
verstanden: 


@=qa-+4bYVD für D=2 oder 3 (mod. 4), 
K’ = By? für D= 1 (mod. 4), 


wo a und b gleichfalls rationale gauze Zahlen sind, die für N = — 4 
gerade sind. 


Da a — Db <O ist, so ist bYJ) absolut grösser als a; und 


also folgert man aus a + bVYD >O, dass b>0 ist. Nun liefert die 
Ungleichung (4) folgende Bedingungen: 


BiD<323 — - [für Da2 oder 5 (mod. 4), 
6) i 
bYD<4 na für D= 1 (mod. 4). 
Da b mindestens gleich 1, für N = — 4 aber mindestens gleich ? 
ist, so hat man hiermit in jedem Falle obere Grenzen für die zu- 
lässigen Werte D gewonnen. Die nähere Disenssion liefert folgende 


Zahlen D: 
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(N== 1) D=3 3,5, 13,11, 
N=—2), D=2335, % 1, 9 
(N=—4, D=32 5. 


Einige dieser Werte D sind aber noch auszuschalten. Aus 
a — D = N bez. 4N folgt, dass N bez. 4N quadratischer Rest 
von D ist. Dieser Forderung widerstreiten folgende Werte von D: 


für N= — 1 allein D = 3, für N=—2 jedoch D = 5, 13, 21. 
Weiter bemerke man, dass für N = — 1 und D = 17 die Gleichung 
a — 17%” = — 4 noch nicht für b = 1, sondern erst mit b = 2 zu 
befriedigen ist. Dann aber gilt die hier zu fordernde zweite Un- 
æleichung (5) nicht mehr, so dass D = 17 bei N = — 1 unbrauchbar 


ist. Wir sind demnach auf folgende Werte von D angewiesen: 


(N == DA 
(N= 2, D=: 
(N= Dee 


Die Weiterführung der Untersuchung hat nun naeh der bereits 
im vorigen Paragraphen benutzten Methode zu geschehen. 


Um dies für N == — 1 etwas weiter auszuführen, so hat man in 
jedem der drei Fälle D = 2, 5, 13 die Zahl x? als Einheit von der 
Norm — 1 zu wählen. Es ist also anzusetzen: 


= (—- 1 + V27, #= (= ! zt = zZ en 


wo v auf die ungeraden ganzen rationalen Zahlen eingeschränkt bleibt. 
Zur näheren Bestimmung von v haben wir die Ungleichung (3) an- 
zusetzen, welche folgende expliciten Gestalten annimmt: 


Se ve 

2 ar 
As\r 

a 


Man beweist sofort, dass im ersten und dritten Falle allein v = 1, 
im zweiten Falle überhaupt keine ungerade Zahl v brauchbar ist. Wir 
finden demnach hier nur zwei Gruppen; die Erzeugenden der ersten 
sind: 
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easy Vi TR 5 
V, = i = 
0 Vsa ys— Vor-pya 
’ e) 


(6) 


` 


9 


[7 


(17% Pe Er) 
2 De er 


als Erzeugende der zweiten Gruppe findet man: 


( ! J= ua si l- 3 + Be N 


, | 
0 1 TE (r y 
7 D 9 BD) j 
(7) Ba 3 - 
3 + Yı3 v’ Pi3 ya. + Vı3 / 34713 
y, — 2 ne? 2 2 


EA 


y2 Eag y2 a, v; J13 
2 a mg ar +) ’ .) e} 


In derselben Weise setzt man die Untersuchung fort und findet 
aueh bei N = — 2 nur zwei Gruppen, nämlich eine mit D = 3 und 


eine mit D = 17. Die Erzeugenden der ersten sind: 


> ) 


0 ea We 


) > 


(8) 2 
È K +y3)Y2-y3, Vı+ = 
Yızys, e@+y»)V2 -y3/ 


diejenigen der zweiten Gruppe findet man als: 


{ EEE? + ı Verl r 
y — 2 2 ei 
0, Ya u ar 
Ce ee 0a 
Yııyı VER baren 
V, = : j 


Cad 


K aAa Va FVT eE 


Endlich liefert der Fall N = — 4 uur noch eine einzige Gruppe, 


iämlich bi D = 5; die lirzeugenden derselben sind: 
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( ı (1+Y5 a u, 
I 2 an. 2 i 
1 ° a —— 
0, 1 (4 yI 
(10) f — 
Eoi RAL 
a 2 o? 2 2 pe 
, = 


14A ya 
2 2 

Auch bei der Untersuchung der Gruppen der Signatur (1, 1; 3) 
führen Überlegungen derselben Art zum Ziele. Wir schränken zu- 
vörderst auf Grund der Bedingungen der eigentlichen Discontinuität 
die zulässigen Werte D auf eine gewisse endliche Anzahl ein und 
diseutieren sodann die im einzelnen Falle brauchbaren Zahlen x°. 
Es zeigt sich, dass bier überhaupt nur zwei Gruppen existieren, die 
vermöge unseres hier in Rede stehenden Bildungsgesetzes arithmetisch 
erklärbar erscheinen. Die erste Gruppe hat die Erzeugenden: 


( g TET y= 0 
I C (ye yR 


3s +y 34o S T n 
se, yay ya 


0, 


rom = 








3 + V13 Y— 3 
2 


olt 


VR ya, a 
für die zweite findet man entsprechend: 
1 5 - yaı — 3 2 
o iV- V=) 
4 2 2 
Vitra, ye+va VER 
Bo? o 1 Tr 
VE ya W= 3 + yaı E ya 
\ ee ! 
Es ist nun ein Leichtes, jede der sieben damit gewonnenen 
Gruppen dem Ansatz (1) pg. 588 unterzuordnen. Man liest aus V, 


jedesmal pr und aus V, das Product pq ab; von hieraus wählen wir 
P, q, r so, dass keine dieser Zahlen durch eiu von einer Einheit ver- 


= 
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eo) 
CD) 


schiedenes Quadrat teilbar ist, und dass keine zwei unter ihnen einen 


Teiler gemein haben. Die so zu gewinnenden Tripel | D, y, P) sind 
die folgenden: 


1) [-1+ y2, L 5+ ye], 
2) =E, 5— V13, ” |, 


) Rys ı+y5, v3), 


4) BAN, = 1]: 

5) FE, 1; ul 
M S a N 

) |= ER Id a |, 


? 


1) F Pe i |. 


Die bei den einzelnen Erzeugenden V,, V, vorliegenden Zer- 
legungen »=9,9,, --, wird man aus den Formeln (6) ff. leicht be- 
stimmen. Einige Male, nämlich bei der unter (7) genannten Sub- 
stitution V,, sowie bei beiden Substitutionen (9) kommt es vor, dass 
bei den Zerlegungen q = q,9; beide Factoren von 1 verschieden sind. 
Eine Schwierigkeit kann aber hieraus nicht entspringen; denn beide 
Male stellt q das Product zweier nicht associierten realen Prim- 
zahlen dar: 


5 — V13 
A wa g = 





oo. ee I A 

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist folgender Satz be- 
wiesen: Unter allen Gruppen der Familien (1,1; 2) und (1,1: 5) 
giebt es im ganzen nur sieben, welche bei Gebrauch des in Figur 192 
pg. 622 angegebenen Ausgangsvierechs und bei alleiniger Zulassung 
quadratischer Zahlkörper 2 als Gruppen [p, q, r) mit ganzen alge- 
braisehen Coefficienten arithmetisch erklärbar sind. Die hierbei zur 
Gelimy kommenden Zahlentripel sind soeben unter 1) bis T) ge- 
nannt; und man liest hieraus ab, dass je eine der fraglichen Gruppen 


= i 5 1 17 
von den Zahlkörpern |1, V2], [1, V], B t) =, E +) |, 


1 21 á ” zau] = 
m HN | geliefert werden , während zum Körper $ > zwü 


unserer Gruppen gehören. 

Übrigens würde hier wieder die Frage zu disentieren sein, ob die 
Gruppe (1, 1; Ü) mit der Gesamtgruppe [p, g, r} identisch ist oder 
eine Untergruppe in ihr darstellt. Dabei treten dann wieder die 
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Überlegungen von $ 9 (pg. 617ff.) in Kraft. Man bemerke z. B., dass 


Pis IT 


z . Ba IT : 
das Kreisbogenviereck der Winkel I, 5, 5; 7, falls es die zur 


TC es ° e Je > ° . 
Ecke | gehörende Diagonale zur Symmetrielinie hat, aus zwei Drei- 


ecken der Winkel =, —, = 
bei unseren Gruppen auftretenden Vierecke liegt die Symmetrie be- 
züglich der fraglichen Diagonale nie vor, da V, und V, niemals gleiche 
Invarianten haben. Unsere Vierecke sind also in diesem Sinne unsym- 


aufgebaut werden kann. Aber für die 


IL m T 


metrisch, und ein unsymmetrisches Viereck der Winkel >, san 
gestattet, wie sich leicht zeigen lässt, niemals eine regulär-symme- 
trische Unterteilung in Polygone, deren Winkel aliquote Teile von x 
sind. Man gelangt durch Betrachtungen dieser Art zu dem Ergebnis, 
dass die Gruppe [p, q, r] in allen von uns betrachteten Fällen die 


Gruppe (1, 1; D) als ausgezeichnete Untergruppe des Index zwei in sich 


enthält, indem jene aus dieser (durch Zusatz der Substitution 4 u à 
hervorgeht. — l 


Im Vorstehenden sind alle wichtigen bislang gewonnenen Ergeb- 
nisse arithmetischer Forschung im Gebiete unserer &-Gruppen dar- 
gestellt. Wie man sieht, liegen die Verhältnisse ähnlich wie am 
Schlusse des vorigen Abschnitts (pg. 445). Von den Polygongruppen 
waren es einzig die Hauptkreisgruppen, von denen wir wenigstens 
eine grössere Reihe von Beispielen in ihrer arıthmetischen Eigenart 
endgültig charakterisieren konnten. Bei den sehr merkwürdigen 
geometrischen Eigenschaften der Polygonnetze „ohne“ Hauptkreis 
(cf. pg. 411 ff.) wäre es höchst interessant, auch Polygongruppen ohne 
Hauptkreis in gleicher Art arithmetisch zugänglich zu machen. Aber 
die voraufgehenden Methoden, welche sich mehr oder weniger eng an 
die überlieferte Zahlentheorie ansehliessen, scheinen hierzu nicht ge- 
eignet zu sein: die „nicht-analytisehen“ Grenzeurven der keinen Haupt- 
kreis besitzenden Polygonnetze zu „arıthmetisieren“, scheint erst einer 
künftigen Entwicklungsperiode der Zahlentheorie vorbehalten zu bleiben. 
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